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Vorrede  zum  ersten  Bande. 


Die  gegenwärtige  zweite  Auflage  meines  Compendiums  der 
höheren  Analysis  weicht  von  der  ersten  in  materieller  und  for- 
meller Beziehung  so  bedeutend  ab,  dass  sie  wohl  als  ein  ganz 
neues  Werk  gelten  kann.    Was  erstens  den  Inhalt  betrifft,  so 
mochte  ich  mich  nicht  dem  Vorwurfe  aussetzen,  dass  kurze 
Abrisse  einzelner  wichtiger  Theorieen,  wie  z.  B.  der  elliptischen 
Functionen ,  der  partiellen  Differentialgleichungen  etc.  für  ein 
auf  das  Notwendigste  beschränktes  Studium  zu  viel ,  dagegen 
für  ein  tieferes  Eingehen  zu  wenig  bieten,  und  so  blieb  mir 
nur  die  Wahl,  das  Werk  entweder  auf  ein  Lehrbuch  für  den 
ersten  Unterricht  zu  reduciren  oder  es  zu  einem  ausführlichen 
üandbuche  zu  erweitern.   Da  es  an  Werken  der  ersten  Art 
nicht  fehlt,  während  aus  neuerer  Zeit  fast  keines  der  zweiten 
Art  existirt  (Moigno's  Lecons  sind  bekanntlich  unvollendet 
geblieben),  so  entschied  ich  mich  für  das  Letztere;  um  gleich- 
zeitig den  Gebrauch  des  Buches  in  Schule  und  Haus  möglichst 
bequem  zu  machen,  habe  ich  das  ganze  Material  auf  zwei  Bände 
Tertheilt.  Der  vorliegende  erste  Band  umfasst  ungefähr  soviel, 
als  an  Universitäten  und  polytechnischen  Instituten  in  einem 
Jahre  vorgetragen  werden  kann ;  sein  Inhalt  dürfte  zum  Stu- 
dium der  bekannteren  Werke  über  analytische  Mechanik,  In- 
genieurwissenschaften etc.  ausreichen.    Der  zweite  Band  wird 
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besonders  wichtige  Theorieen,  wie  z.  B.  die  Lehre  von  den 
Functionen  complexer  Variabelen,  die  Reihen  von  Burma nn 
und  Lagrange,  die  halbconvergenten Reihen,  die  periodischen 
Reihen,  die  elliptischen  Functionen  u.  s.  w.  ausführlicher  be- 
handeln. 

Ueber  die  Begründung  der  einzelnen  und  namentlich  ge- 
wisser fundamentaler  Sätze  der  Differential-  sowie  der  Integral- 
rechnung ist  schon  von  mehreren  Seiten  bemerkt  worden,  dass 
sie  fast  nirgends  (selbst  bei  Cauchy  und  Moigno  nicht)  in 
voller  Strenge  zu  finden  sei;  ich  habe  mir  daher  gerade  nach 
dieser  Richtung  hin  die  äusserste  Genauigkeit  zur  Pflicht  ge- 
macht und  hoffe,  auch  den  rigorosesten  Anforderungen  zu  ge- 
nügen. Begreiflicherweise  musste  deswegen  die  Anordnung  des 
Stoffes  sehr  wesentliche  Aenderungen  erleiden  und  zugleich 
manche  neue  Betrachtung  eingeschaltet  werden.  In  letzterer 
Beziehung  verweise  ich  u.  A.  auf  Einleitung  Nro.  IV  und  die 
§§.  11,  42,  45,  47,  49,  67,  82,  98,  102,  wobei  ich  den  Wunsch 
hinzufüge ,  dass  es  mir  gelungen  sein  möge ,  Einfachheit  mit 
Strenge  zu  vereinigen. 

Dresden,  im  October  1862. 

Dr.  O.  Schlömilch. 
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Einleitung. 


I.    Die  veränderlichen  Grössen  und  die  Functionen. 

■ 

Aus  der  elementaren  Arithmetik  ist  hinreichend  bekannt,  dass  zwi- 
schen zwei  gegebenen  Zahlen  beliebig  viel  neue  Zahlen  eingeschaltet 
mul  deren  Differenzen  beliebig  klein  gemacht  werden  können ;  man 
darf  sich  daher  an  jeder  Stelle  der  Zahlenreihe  eine  Zahl  denken 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  ganze  Zahlenreihe  von  —  od  bis  -{-  oo 
ist  als  eine  ununterbrochene  anzusehen.   Demnach  kann  auch  der 
lebergang  von  irgend  einer  Zahl  a  zu  einer  anderen  b  ohne  Unter- 
brechung, d.  h.  so  erfolgen,  dass  alle  zwischen  a  und  b  denkbaren 
Zahlen  getroffen  worden  sind;  ein  solcher  Uebergang  heisst  ein 
stetiger  (continuirlicher)  und  lässt  sich  passend  mit  dem  Durch- 
laufen einer  geraden  Linie  a  b  vergleichen,  weil  bei  dieser  Bewegung 
ebenfalls  alle  zwischen  a  und  b  liegenden  Punkte  der  Geraden  ge- 
troffen werden.     Zufolge  dieser  Bemerkungen  ist  es  möglich,  sich 
eine  veränderliche  Zahl  x  vorzustellen,  welche  erst  den  Werth  a  be- 
sass  und  nachher  durch  stetigen  Uebergang  den  Werth  b  erhielt : 
eine  solche  Zahl  heisst  eine  continuirliche  Variabele  und  wird 
gewöhnlich  durch  einen  der  letzten  Buchstaben  des  Alphabetes  be- 
zeichnet.  Zahlen  dagegen,  denen  man  den  Charakter  stetiger  Aende- 
rung  nicht  beilegen  will  und  welche  daher  als  relativ  unveränderlich 
gelten  sollen,  nennt  man  Constanten  und  bezeichnet  sie  mit  den 
ersten  Buchstaben  des  Alphabetes. 

Schlömilch,  Auulyslt.  J 
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Sind  zwei  veränderliche  Zahlen  x  und  y  durch  eine  Gleichung 
verbunden,  welche  auf  der  einen  Seite  y  allein  enthält,  wie  z.  B. 

1)  y  _(«-«)» 

l}  y~     2b  ' 

so  entspricht  jedem  willkührlich  angenommenen  Werthe  des  x  ein 
aus  der  Gleichung  selbst  folgender  Werth  des  y ,  welcher  eben  dess- 
halb  nicht  willkührlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x  die  unabhän- 
gige, y  die  abhängige  Variabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  x 
ist,  wovon  y  abhängt,  nennt  man  y  eine  Function  von  x.  Man  be- 
zeichnet diess  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  F(x)  oder  y  =  /(£),  y  =  q>(x)  u.  dgl., 
womit  also  nichts  weiter  gesagt  sein  soll,  als  dass  jedem  Werthe  des 
x  ein  bestimmter  Werth  von  y  zugehört,  gleichgültig,  wo  letzterer 
hergekommen  ist. 

Wenn  ferner  drei  veränderliche  Zahlen  rc,  y,  z  durch  eine  Glei- 
chung verbunden  sind,  die  auf  der  einen  Seite  z  allein  enthält,  wie 
z.  B. 

'  2a  2b 

so  hängen  die  verschiedenen  Werthe  des  z  gleichzeitig  von  denen  des 
x  und  des  y  ab;  dann  heisst  z  eine  Function  der  beiden  unabhängi- 
gen Variabelen  x  und  y  und  wird  im  Allgemeinen  bezeichnet  durch 
z  =  F(x,  y)  oder  a  —  fix,  y)  u.  s.  w. 

Auf  ganz  analoge  Weise  lassen  sich  Functionen  von  drei,  vier 
und  überhaupt  beliebig  viel  Variabelen  bilden. 

Für  alle  Functionen  gilt  nooh  die  Bemerkung,  dass  die  unab- 
hängigen Variabelen  immer  als  stetig  veränderlich  angesehen  werden; 
ob  die  abhängige  Variabele  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  entscheidet 
sich  in  jedem  besonderen  Falle  durch  die  individuelle  Natur  der 
Function,  und  bedarf  daher  einer  speciellen  Untersuchung  (s.  Ab- 
schnitt III.). 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  es  übrigens  sehr  leicht, 
sich  ein  Bild  von  jeder  gegebenen  Function  zu  verschaffen,  voraus- 
gesetzt, dass  letztere  eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Variabele 
enthält;  man  braucht  nur  die  vorkommenden  Variabelen  als  die  Coor- 
dinaten  eines  veränderlichen  Punktes,  und  die  zwischen  den  Varia- 
belen bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Curve  oder  Fläche 
anzusehen.  So  wird  z.  B.  durch  die  Gleichung  1)  eine  Parabel  aus- 
gedrückt, und  überhaupt  kann  y  =  f(x)  als  Gleichung  irgend  einer 
ebenen  Curve  gelten;  der  Gleichung  2)  entspricht  ferner  ein  hyper- 
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bolisches  Paraboloid,  allgemeiner  ist  e  —  F(x,  y)  die  Gleichung 
irgend  einer  Fläche.  Bei  einer  Function  von  drei  oder  mehr  Varia- 
beien  wie  z.  B.  u  =  cp  ?/,  z)  hört  die  Möglichkeit  einer  geome- 
trischen Darstellung  auf,  weil  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  besitzt. 

IL    Die  einfachen  Functionen. 

Nimmt  man  mit  einer  Variabelen  x  die  vier  arithmetischen 
Grnndoperationen  vor,  so  entstehen  die  vier  einfachsten  Functionen 

•  *  h 

a  -+-  x,  a  —  xy  ox,  — , 

x 

die  man  aber  nicht  besonders  zu  unterscheiden  pflegt,  weil  sie  in  der 
gemeinschaftlichen  Form  a  +  bxm  begriffen  sind.  Ferner  liefert 
<n>  Potenz  zwei  verschiedene  Functionen,  je  nachdem  die  Basis  oder 
der  Exponent  als  variabel  angesehen  wird ;  die  erste  dieser  Functio- 
nen, nämlich  J'a,  führt  in  der  Analysis  ausschliesslich  den  Namen 
Potenz,  während  die  zweite,  ax,  Exponentialgrösse  genannt  wird. 
Denkt  man  sich  ferner  die  Logarithmen  als  Functionen  der  Zahlen, 
so  hat  man  noch  die  Function  alogx,  worin  das  oben  angesetzte  a 
die  Basis  des  logarithmischen  Systemes  bezeichnen  soll. 

Man  weiss  ferner  aus  der  Geometrie,  dass  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  Kreises  in  Theilen  des 
Halbmessers ,  d.  h.  durch  eine  absolute  Zahl  ausdrücken  lässt;  man 
kann  daher  auch  jede  Zahl  als  Maass  eines  solchen  Kreisbogens  an- 
seilen nnd  die  goniometrischen  Linien  desselben  aufsuchen.  In  die- 
sem Sinne  hat  jede  absolute  Zahl  ihren  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.,  z.  B. 

sin  (1,570796  .  . )  =  sin  |-  =  sin  90°  =  1, 
cos  (1,047197  .  .)  =  cos  ^  =  cos  60°  =  0,5, 

ö 

tan  3  =  tan  171°  53'  14"  4  es  —  0,1425467, 
nnd  es  entstehen  so  die  goniometrischen  Functionen  der  Zahl 
m,  nämlich  sin  u,  cos  u,  tan  u,  cot  w,  sec  u,  esc  u. 

Umgekehrt  kann  man  auch  eine  Variabele  x  als  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen  auf- 
kochen; hierdurch  entstehen  die  sogenannten  cyclometrischen 
Functionen.  Sehen  wir  z.  B.  x  als  die  Länge  eines  Sinus  an,  so 
entspricht  demselben  ein  bestimmter,  im  ersten  Quadranten  liegen- 
der Bogen,  welcher  mit  aresin  x  bezeichnet  und  positiv  oder  negativ 

1* 
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genommen  werden  möge,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist. 
Nach  dieser  an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

aresin  (+§)  =  +  j,  aresin  (— ^p)  =  ~f " 

Ebenso  bedeutet  arccos  x  den  kleinsten  Bogen,  welcher  x  zum 
Cosinus  hat,  z.  B. 

arccos  =+f  **"  (-  y=)  -  ^  ■ 

Ferner  ist  unter  aretan  x  derjenige  im  ersten  Quadranten  lie- 
gende Bogen  zu  verstehen,  welcher  x  zur  Tangente  hat,  und  zwar 
mit  demselben  Vorzeichen,  wie  X  genommen,  z.  B. 

aräan  (VT)  =  ~  ,  aräan  ( —  1)  ss  —  ^ , 

aräan  oo  s  ^  • 

Dem  Vorigen  analog  kann  man  noch  die  Functionen  arecot  x, 
arcsecx  etc.  bilden,  doch  sind  letztere  wenig  im  Gebrauch. 

Da  in  den  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  keine  Rücksicht  auf 
die  cyclometrischen  Functionen  genommen  zu  werden  pflegt,  so 
mögen  hier  die  betreffenden  Hauptrelatiouen  folgen. 

Ein  im  ersten  Quadranten  liegender  Bogen,  dessen  Sinus  =  x 

ist,  hat  Vi — x2  zum  Cosinus,  daher  gilt  die  Gleichung  : 

1)  aresin  x  =  arccos  V  1  —  x2. 

Das  Complement  des  Bogens  aresin x  hat  x  zum  Cosinus,  mit- 
hin ist 

2)  aresin  x  -\-  arccos  x  =  J  it. 

Wenn  x  den  Sinus  eines  Bogens  darstellt,  so  hat  derselbe  Bogen 

x 

eine  Tangente  =  .  ;  diess  giebt 

Vl—xi 

x 

3)  aresin  x  =  aräan  ^  . 

m 

Einer  Tangente  =  z  entspricht  umgekehrt  ein  Sinus  = 


d.  h. 

4)  aräan  z  =  aresin  , — f  =  arccos 


x 

wie  man  auch  aus  Nr.  4)  durch  Substitution  von  w  =  z 
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hilt  Derselbe  Bogen,  welcher  g  zur  Tangente  hat.  besitzt  eine  Co- 
Ungente  =  ~,  mithin  ist 

1 

5)  arcian  z  —  arccot  — ; 

das  Cumplement  dieses  Bogens  hat  z  zur  Cotangente,  folglich 

ti^  arctan  z  +■  arccot  z  =  }  n. 

Aehnliche  Formeln  für  arcsecx  und  arccscx  sind  leicht  zu  ent- 
wickeln. 

Für  zwei  im  ersten  Quadranten  liegende  Bögen  u  und  v  sei 

sin  u  =  x,  mithin  u  =  aresin  x, 

sinv  =  y,  „     V  =  aresin  y, 

man  hat  dann 

sin  (f £  -f-  f)  =  M  cos  r  4  «»»  v  c««  m 

=  *  Vi-?/2  4-  V  Vi  -  x», 
und  auf  ganz  ähnliche  Weise 

cos(u  +  *)==V(l-.r*)(l-y')- ty/|  

V(l  —  -  y*)  4  *v 

An  dem  Vorzeichen  des  letzten  Ausdrucks  erkennt  man  ,  ob  die 
Bögen  u  und  v  zusammengenommen  einen  Bogen  des  ersten,  oder 
des  zweiten  Quadranten  geben;  im  ersten  Falle  ist 

u  +  v  —  ^esin  (xV  1  —  y*  4  ?/  Vi  —  £2) 
oder  vermöge  der  Werthe  von  n  und  r 

7)  aresin x  4-  aresin y  =  nresin  (xV  1  —  y*  4  *  Vi  —  **2), 

4  y*  <  l, 

Liegt  dagegen  u  4  »  im  zweiten  Quadranten,  so  folgt 
u  +  v  =  ä  —  arc«in  (*V  1  —  y2  4  y  Vi—**) 

oder 

8)  aresin x  4-  arrsm  aresin  (xVl  —  y2  4  y  V  1  —  z2) , 

je2  4  y2  >  1. 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu  der 
Formel 

9)  aresin  x  —  aresin  y  =  aresin  (x]fl  —  y2  —  y  Vi  —  £?) , 
bei  welcher  es  keiner  Unterscheidung  bedarf,  weil  die  Differenz 
zweier  Bögen  des  ersten  Quadranten  immer  zwischen  — -  \it  und 
4  j  ä  liegt. 
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Ist  ferner  bei  zwei  im  ersten  Quadranten  liegenden  Bögen  <u 
und  v 

tanu  —  x,  mithin  u  =  ardan  x, 
tan  v  =  y,       „     #  =  arcf  an  ?/, 

so  hat  man 

1  —  tan  u  tan  v       1  —  xy 
Im  Falle  xy  <  1  ist,  liegt     -f  t;  im  ersten  Quadranten,  und 
dann  folgt 

u  4-  v  =  arctan-  

1  —xy 

oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  v 

x  -|"  ii 

10)  ardan  x  -|-  ardan  y  =  ardan  - — , 

1  —  xy 

xy  <  L 

Wenn  dagegen  xy>l  ist,  so  fallt  «  -f-  ü  in  den  zweiten  Qua- 
dranten, und  man  hat  dann 

,                       i      *  +  Iß 
u  4-  v  =  it  — -  ardan  —— , 

xy  —  1 

d.  i. 

11)  ardan  x  4-  ardan  y  =  7t  —  ardan  X      .  , 

£Cy— 1' 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu  der 
Formel 

x  —  y 

12)  ardan  x  —  ardan  y  =  ardan  - — ■ — — , 

1  +  xy' 

für  welche  keine  Unterscheidung  nöthig  ist. 


III.    Continuität  und  Discontinuität  der  Functionen. 

Wie  bereits  in  Nr.  I.  erwähnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen 
Variabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich;  ob  diese  Eigenschaft 'der 
Continuität  auch  den  abhängigen  Variabelen  zukommt,  ist  dagegen 
eine  andere  Frage,  die  wir  jetzt  discutiren  wollen.  Zu  diesem 
Zwecke  betrachten  wir  die  Sache  unter  dem  geometrischen  Gesichts- 
punkte und  denken  uns  die  Gleichung 

y  —  fix) 

als  Gleichung  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  ebenen 


Digitized  by  Google 


Fig.  L 


Einleitung.  7 

Cure;  sollte  letztere  aus  mehreren  Zweigen  bestehen,  so  fassen  wir 
jeden  derselben  einzeln  in V  Auge. 

Sind  nun  in  Fig.  1  OA  —  a  und  OB  =  b  a  zwei  belie- 
bige Abscissen  und  AC=f{a),  BD 
=  f(b)  die  zugehörigen  Ordinaten,  so 
können  bezüglich  des  Curvenstückes  CD 
nur  zwei  Fälle  eintreten;  die  Curve  geht 
nämlich  entweder  in  einem  ununterbro- 
chenen Zuge  von  C  nach  D,  oder  sie  er- 
leidet auf  dieser  Strecke  Unterbrechungen. 
Im  ersten  Falle  nennen  wir  f{x)  conti- 
nuirlich,  von  x  =  a  bis  x  =  6,  im  zwei- 
ten Falle  discontinuirlich. 

Die  genannten  Unterbrechungen  können  aus  verschiedenen  Ur- 
sachen eintreten.  Es  ist  erstens  möglich,  dass/(a)  und  f(b)  reell 
sind,  dass  aher  f(x)  für  gewisse,  zwischen  a  und  b  liegende  Werthe 
von  x  imaginär  wird.    Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Gleichung 

y  =  V(x-l)  (s-3), 

welche  sowohl  f  ür  a;  <  1  als  für  a;  >  3  reelle  y,  dagegen  für 
1  <  x  <  3  imaginäre  y  liefert;  von  x  =  \  bis  x  =  4  verläuft 
also  die  Curve  nicht  in  einem  Zuge.  Hierher  gehören  auch  die  Cur- 
▼en  mit  isolirten  Punkten,  z.  B. 

y  =  (x  -  2)  V(x-l)  (z-3); 

diese  Curve  ist  gleichfalls  imaginär  zwischen  x  =  1  und  x  =  3,  be- 
sitzt aber  in  der  Mitte  des  genannten  Intervalles  einen  reellen  Punkt 
mit  den  Coordinaten  x  —  2  und  y  =  0. 

Aber  selbst  in  dem  Falle,  wo  f(x)  von  x  =  a  bis  x  =  b  reell 
bleibt,  kann  eine  Discontinuität  eintreten,  sobald  nämlich  an  einer 
Stelle  OM  =  {  die  Ordinate  sprungweis  von  einem  Werthe  MP 


Fig.  2. 


zu  einem  anderen  M  Q  übergeht 
(Fig.  2).  Zu  jener  Abscisse  gehören 
hier  plötzlich  zwei  verschiedene  Or- 
dinaten, während  ausserdem  jeder 
Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht; 
die  erste  Ordinate  M  P  beschliesst 
die  bisherige  Reihe  der  Ordinaten, 
die  zweite  M  Q  bildet  den  Anfang 
einer  neuen  Reihe.  Berücksichtigt 
man,  dass  jedes  3<  £  durch  £  —  y, 
and  jedes  x  >  £  durch  {  -f-  d  dargestellt  werden  kann,  so  ist  es 
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nur  consequent,  die  Coordinaten  von  P  mit 

0M=  {  -  0,    MP=fß  -  0), 
und  die  Coordinaten  von  Q  mit 

OM=£  -f  0,  MQ  =/a  +  0) 
zu  bezeichnen.  Demnach  kann  man  sagen,  die  Function  f  (x)  bleibt 
an  der  Stelle  x  —  £  continuirlich,  wenn  /(£  —  0)  =  /(£  -}-  0),  sie 
wird  dagegen  für  x  =  £  discontinuirlich,  wenn /(|  —  0)  von/(£ -j- 0) 
verschieden  ist.  Indem  wir  den  Fall  ausschliessen,  wo  f(x)  zwischen 
X  =  a  und  #  =  &  theilweis  imaginär  wird,  haben  wir  nun  folgen- 
den Satz: 

Wenn  die  Differenz 

/(*  +  -/(*  -  Y) 
mit  y  und  d  gleichzeitig  verschwindet,  und  zwar  bei 
allen  von  x  =  a  bis  x  —  b  gehenden  Werthen  des  x, 
so  ist  die  Function  f{x)  innerhalb  jenes  Intervalles 
continuirlich;  giebt  es  dagegen  zwischen  a  und  b  einen 
oder  mehrere  Werthe  des  x,  bei  denen  jene  Differenz 
sich  nicht  annullirt,  so  erleidet  f(x)  für  jeden  derar- 
tigen Werth  eine  Unterbrechung  der  Continuität. 

So  ändert  sich  z.  B.  die  Function  f(x)  =  -  -  discontinuir- 
lich beim  Ueber schreiten  der  Stelle  £C  =  1,  denn  es  ist 

/(l-y)=-I,       /(l  _  0)  =  -  co  , 

/(l  +  d)=  -j-i,       /(l  +  0)=  +  oo; 

demnach  findet  hier  ein  Sprung  von  —  co  nach  +  »  statt. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

f(x)  =  2  +  aräan  j-^-j, 

wobei  der  auf  S.  4  angegebene  Sinn  des  Zeichens  aräan  streng 
festzuhalten  ist.    Man  erhält 

/(l  —  y)  =  2  +  aräan       ^  =  2  —  ardaw  ^ , 

/(l  —  0)  =  2  —  arcfaw  oo  =  2  —  £  ä; 

/(l  -f  ä)  ss  2  +  aräan 

/(l  +  0)  =  2  4-  arctan  oo  =  2  +  Jä; 
an  der  Stelle  x  =  1  geht  also  die  Curve  sprungweis  von  2  —  j  n 
nach  2  -f-  J  sr.    Ganz  ähnlicher  Art  ist  die  allgemeinere  Function 
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...      c  -f  6      c  —  6      .  a 
y  (x)  =  —  ardan   , 

bei  welcher  an  der  Stelle  x  =  a  eine  discontinuirliche  Aenderung 
?on  f{a  —  0)  —  b  nach  f(a  -f  0)  =  c  eintritt 

Dass  eine  Function  auch  mehrmalige  Unterbrechungen  der  Con- 
tinuität  erleiden  kann,  zeigt  das  Beispiel  f(x)  =  tanx\  an  den  Stel- 
len x  =  +  3  Ä»  i  i  &i  i  I n  etc.  geht  nämlich  tan  x  von  —  ao  nach 
4-  x  über,  wie  aus  den  Elementen  der  Trigonometrie  bekannt  ist. 

Diese  Erörterungen  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Functionen  meh- 
rer Variabelen  übertragen.  Insbesondere  bei  Functionen  zweier  Va- 
riablen ist  die  geometrische  Bemerkung  von  Nutzen,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  mit  jeder  Verticalebene  eine  continuirlich  verlau- 
fende Durchschnittslinie  bilden  muss. 


IV.    Die  Grenzwerthe  der  Functionen. 


u 

Wenn  in  der  Function  —  die  Variabele  x  in's  Unendliche  wächst, 

x 

so  nimmt  der  Funetionswerth  beständig  ab,  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  er  kleiner  als  jeder  noch  so  kleine  willkührlich  gewählte  Bruch 
werden  kann,  wofern  nur  x  gross  genug  genommen  wird.  Kürzer 
drückt  man  diess  durch  die  Worte  aus:  „Bei  unendlich  wachsenden 

xconvergirt  —  gegen  die  Null u  oder  „für  x  =  x  ist  derGrenz- 

x 

werth  von  —  gleich  Null" ;  die  letztere  Form  lässt  sich  in  einer 

x 

Gleichung  darstellen,  wenn  man  die  Worte  „ Grenz werth  von"  irgend- 
wie abkürzt,  entweder  deutsch  durch  Gr.  oder  lateinisch  durch  Lim. 
(von  Umes),  und  man  schreibt  daher 

Lim  —  =  0 ,       für  x  =  oo  . 

x 

In  gleicher  Weise  convergirt  der  etwas  zusammengesetztere  Aus- 
druck —  +  b  gegen  die  Grenze  b,  d.  h. 
x 


Lim        -f  b^  =  b ,       für  x  =  oo  ; 


dem  entsprechend  bedeutet  die  Gleichung 

£*»/(*)  =*,    (z  =  oo), 
dass  der  Unterschied  zwischen  der  Constanten  X  und  der  Function 
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f(x)  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl  gemacht  werden  kann,  wenn  x 
in's  Unendliche  wächst.  Geometrisch  heisst  diess,  die  Curve,  deren 
Gleichung  y  =f(x)  ist,  hat  eine  in  der  Entfernung  X  parallel  zur 
a?- Achse  liegende  Asymptote. 

Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  eine  unendlich 
wachsende  Zahl  mit  co,  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl  da- 
gegen mit  ö  oder  ö*.  Wir  wollen  nun  einige  Grenzwerthe  unter- 
suchen, die  später  sich  als  wichtig  zeigen  werden. 

A.    In  der  identischen  Gleichung 
am  +  1  —  bm  +  1 
a  —  b 

=  am  -f  am  ~  1  b  +  am  ~  2  63  -|-  •  •  •  -f  abm  ~  1  +  bm 

möge  a  ^>  b  sein;  die  rechte  Seite  erhält  dann  einen  zu  grossen 
Werth,  wenn  man  überall  a  statt  b  setzt,  mithin  ist 

am  +  i  bm  +  1 

 <  (w  -f  1)  am 

a  —  b  9 

oder  durch  Wegschaffung  des  Bruches  und  Vereinigung  aller  der 
Grössen,  welche  am  enthalten, 

1)  [a  —  (m  4-  1)  (a  —  &)]  a»>  <  d»  +  \ 

Die  Substitutionen  a  =  1  -f-  — ,  &  =  1  4-   — — -  erfüllen 

m  m  4-  l 

die  Bedingung  a  >>  b  und  geben 

2>    o + + sttt)" + 1 

folglich,  wenn  der  Reihe  nach  m  =  1,  2,  3  etc.  gesetzt  wird, 

wächst,  wenn  o  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchläuft. 


Man  ersieht  liieraus ,  dass  der  Ausdruck  ( 1  +  — )  fortwäh- 


Die  Formel  1)  giebt  ferner  für  a  =  1  -f  — ,  &  =  1,  m  —  n 

i(1  +  Ä)"<loder(1  +  ^)"<2 

und  durch  Erhebung  auf's  Quadrat 

in 

<  4. 


0  ♦  fJ 
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Nach  Nr.  2)  ist  nun  um  bo  mehr 

(     *  Yn 

es  mag  also  m  gerade  oder  ungerade  sein,  jedenfalls  beträgt  Ii  +■  —  j 

weniger  als  4.  Der  Ausdruck  (1  +  ~ )  wira"  demnach,  trotz  sei- 
nes fortwährenden  Wachsthums,  nicht  unendlich  gross,  und  muss 
deshalb  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze  convergiren,  die  ^>  2 
aber  <  4  ist.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  e ,  wo  nun  e  eine  zwar 
nicht  genau  bekannte,  aber  sicher  existirende  absolute  Zahl  ist,  so 
haben  wir  für  unendlich  wachsende  ganze  positive  ©  die  Gleichung 

3)  nm  K1  +  h)l  = e- 

Ist  0)  keine  ganze,  aber  wenigstens  eine  positive  Zahl,  so  giebt 
es  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  positive  Zahlen  o*  und  x 
=  6  -f  1,  zwischen  denen  co  liegt;  man  hat  dann 

1  +  7>  1  +  i>  1  +  T' 

O  O  X 

mithin  auch 

(>  +  *)">(■ +ar>(« + tJ  ■ 

Zugleich  lässt  sich  gj  unter  der  doppelten  Form  (O  =  6  -f-  a 
und©  =  z  —  ß  darstellen,  wo  a  und  ß  ächte  Brüche  bezeichnen, 
die  ach  zur  Einheit  ergänzen;  die  vorige  Ungleichung  wird  dann 
zur  folgenden 

(■  +  $+">  (» +är>(» + t)'"' 

wofür  man  schreiben  kann 

[('^)T+J>('^)M('^)r4- 

Bei  unendlich  wachsenden  gj  nehmen  auch  die  ganzen  Zahlen  6 
«mdr  in's  Unendliche  zu;  die  Aiisdrücke  ^1  +        und  ^1  +  ~J 

convergiren  nach  Nr.  3)  gegen  die  gemeinschaftliche  Grenze  e,  und 
«  ß 

j  sowie  —  haben  die  Null  zur  gemeinschaftlichen  Grenze.  Hieraus 
"  x 

folgt  die  Gleichung 
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4)  IM  [(l  +  I)"]  =  e, 

welche  nunmehr  auch  für  nicht  ganze  positive  unendlich  wachsend© 
w  besteht. 

Ist  (a  eine  negative  unendlich  werdende  Zahl,  so  kann  man 
o  =  —  (p  -\-  1)  setzen,  wo  o  eine  positive  unendlich  wachsende 
(ganze  oder  nicht  ganze)  Zahl  bedeutet;  man  hat  dann 

('+j)"=('-rnr<,+" = (,+?)'  (,+?> 

Der  Grenzwerth  des  ersten  Factors  rechter  Hand  ist  e,  der  des 
zweiten  die  Einheit,  mithin  ergiebt  sich  wieder 

5)  Um  [(l  +  l-J]  =  C 

und  damit  ist  bewiesen,  dass  die  vorstehende  Gleichung  für  jedes 
irgendwie  unendlich  werdende  o  gilt. 

Der  numerische  Betrag  von  e  kann  nach  Nr.  5)  näherungsweis 
berechnet  werden,  wenn  man  für  o  eine  grosse  Zahl  setzt,  und  die 
angedeutete  Potenzirung  ausführt;  doch  erreicht  man  damit  keine 
bedeutende  Genauigkeit.  Nach  einem  anderen  Verfahren,  welches  in 
§.  7  zur  Sprache  kommen  wird,  findet  man  sehr  leicht 

e  =  2,718281828459  .  .  . 
Nicht  selten  stellt  man  die  Gleichung  5)  in  einer  anderen  Form 

dar,  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  —  =  °*  setzt,  wo  nun  d  eine 

gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bezeichnet;  es  ist  dann 

i_ 

6)  Lim  [(1  -f  d)  t  ]  =  e. 

B.  Indem  man  die  identische  Gleichung 

JSÜJj+i  =  log  t(l  + 

beachtet,  gelangt  man  mit  Hülfe  von  Nr.  6)  zu  folgender  Formel 

r-    %  (1  +  3)  , 

7)  Lim        ß         =  log  e. 

C.  Wenn  #  irgend  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl 

bedeutet,  so  hat      die  Einheit  und  a  —  1  die  Null  zur  Grenze ;  man 
kann  daher 

a?—  1  =  d,  mithin  #  =  «log  (1  +  ö) 
setzen.    Hieraus  folgt 
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■ 

a*-  1  =         8  1 

»      ~  «log  (1  +  8)  —  «log  (1  -f-  d) 

 5  

and  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig  unendlich  abneh- 
mende »  und  8 

D.  Die  Formeln  7)  und  8)  können  noch  zur  Bestimmung  des 

Grenzwerthes  von  —  ~  S   benutzt  werden,  worin  8  eine  irgend- 
wie gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bedeutet.  Es  ist  nämlich 
identisch 

(1  -MV--1  _     gtib*il+*>—l    log  (1  +  8) 
8         "  M     (ilog(l  +  8)  8 

wobei  zur  Abkürzung  log.,  statt  «log.  geschrieben  wurde;  setzt  man 
weiter  p7og(l      8)  =  »,  so  hat  man  auch 

(1  +  0)^-1  «*-l    log  (1  +  6) 

 8  =  tt~»  8  

und  hierin  bedeutet  »  eine  Grösse,  welche  gleichzeitig  mit  8  ver- 
schwindet. Durch  Uebergang  zur  Grenze  erhält  man  unter  Anwen- 
dung der  Formeln  7)  und  8) 

E.  Wir  wollen  endlich  noch  die  Grenze  aufsuchen,  welcher 

sich  das  Verhältniss  — —  in  dem  Falle  nähert,  wo  »  gegen  die  Null 

» 

convergirt  Denken  wir  uns  unter  »  vorläufig  einen  beliebigen  Bo- 
gen des  ersten  Quadranten,  so  haben  wir  die  Ungleichung 

sin»  <»<  tan» 

und  umgekehrt 

1         1_  cos» 

sin»>  »  >  sin»' 

mithin  durch  Mul tiplication  mit  sin  » 

„  .     sin »  .  _ 
1  >  — jp-  >  COS». 

Da  bei  verschwindenden  »  die  einschliessenden  Grössen  1  und 
cos»  den  gemeinschaftlichen  Werth  1  haben,  so  folgt 

10)  Lim        =  U 
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Die  Formeln  7),  8),  9)  und  10)  genügen  für  die  späteren  Un- 
tersuchungen. 


V.    Die  Aenderungsgeschwindigkeit  einer  Function. 


Schon  die  oberflächliche  Ansicht  verschiedener  Curven  zeigt 
mannichfaltige  Arten  der  Ordinaten Veränderung;  während  z.  B.  die 
Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Curve  also  steigt, 
hat  die  Sinuslinie  (y  =  sinx)  unendlich  viel  Punkte,  in  denen  ein 
Uebergang  von  Wachsthum  zu  Abnahme  der  Ordinaten  stattfindet. 
Ja  selbst  bei  Curven  von  gleicher  Gattung  können  die  Ordinaten- 
änderungen  auf  sehr  verschiedene  Weise  vor  sich  gehen.     So  z.  B. 

steigen  die  Parabeln  y  =  yx  und  y  =  x2  gleichzeitig,  man  wird 
aber  von  der  zweiten  sagen,  dass  sie  rascher  als  die  erste  steigt, 
auch  findet  noch  insofern  ein  wesentlicher  Unterschied  statt,  als 
die  erste  Parabel  ihre  hohle  Seite,  die  zweite  dagegen  ihre  erhabene 
Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehrt.  Um  nun  jenen  noch  unbe- 
stimmten Begriff  der  Geschwindigkeit  des  Wachsthums  festzustellen, 
betrachten  wir  vorerst  die  Gerade,  deren  Gleichung  y  =  ax  +  & 
sein  möge.  Hier  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Steigung 
immer  dieselbe  bleibt;  ihr  Maass  kann  man  einfach  dadurch  aus- 
drücken, dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  wächst,  wenn 
die  Abscisse  um  die  Einheit  zunimmt.  (Steigungen  von  Strassen 
werden  bekanntlich  auf  dieselbe  Art  ausgedrückt.)  Nehmen  wir  in 
Fig.  3  OM  =  £,  MP  —  y,  MN  —  PR  —  1,  so  ist  Q R  die  ent- 
sprechende Ordinatenzunahme ,  also  die 
Steigung,  und  zwar  findet  man  leicht 

QR  —  tan  QPR  =  a; 
in  der  That  hängt  dieser  Ausdruck  nicht 
von  x  ab  und  bleibt  daher  constant  mr 
alle  Punkte  der  Geraden. 

Denken  wir  uns  ferner  eine  Curve 
durch  stetige  Fortbewegung  eines  Punktes 
entstanden,  während  gleichzeitig  die  Rich- 
tung der  Bewegung  sich  continuirlich 
ändert,  so  wird  die  momentane  Bewegungs- 
richtung  jederzeit  durch  die  zugehörige  Tangente  an  der  Curve  dar- 
gestellt. Es  sei  nun  P  T  (Fig.  4)  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte 
P  und  die  vorige  Construction  auf  diese  Tangente  angewandt,  so  ist 
QR  diejenige  Zunahme  der  Ordinate  MP,  welche  der  Abscissenzu- 


Fig.  3. 
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nähme  MN  =  1  entsprechen  würde,  wenn  die  Curve  von  P  ans 
in  ihre  Tangente  verliefe ,  also  in  die  gleichmässig  steigende  Gerade 


Fig.  4. 


Mt  N 


P  T  überginge.  Nennen  wir 
wiederum  Q  R  die  Steigung 
der  Curve  im  Punkte  JP,  so 
kommt  es  darauf  an,  den 
Winkel  zu  finden,  welchen 
die  Tangente  P  T  mit  der 
Abscissenachse  einschliesst; 
die  trigonometrische  Tan- 
gente dieses  Winkels,  mul- 
tiplicirt  mit  der  Längenein- 
heit, wäre  dann  das  gesuchte  Maass  für  die  Geschwindigkeit  der 
Steigung  oder  überhaupt  der  Aenderung. 

Zur  Kenntniss  des  genannten  Winkels  fuhrt  die  Bemerkung, 
dass  eine  Gerade,  die  zwei  Punkte  einer  Curve  verbindet,  also  eine 
Secante,  zur  Tangente  wird,  sobald  die  Endpunkte  der  abgeschnitte- 
nen Sehne  zusammenfallen.  Demgemäss  verbinden  wir  den  gegebe- 
nen Curvenpunkt  P  mit  einem  zweiten,  willkührlich  auf  der  Curvo 
gewählten  Punkte  Px  und  bestimmen  zunächst  den  Winkel  PY  P  ü=  tf, 
welchen  die  Secante  PP^  mit  der  Abscissenachse  bildet;  unter  Ein- 
führung der  Bezeichnungen  OM  =  x,  MP  =  y  —f(x)  und  MMV 
=  d  erhalten  wir 

_  Piü_  _  MlPl—MP_f(x  +  ö)  —f{x) 
PU  ~       MM,       ~~  Ö 

Lassen  wir  jetzt  6  in  Null  übergehen,  so  dreht  sich  die  Secante 
am  den  festbleibenden  Punkt  P,  und  wird  für  8  =  0  zur  Tangento; 
gleichzeitig  verwandelt  sich  ö  in  den  Winkel  zwischen  Tangente  und 
Abscissenachse,  welcher  r  heissen  möge.    Wollte  man  in  Nr.  1,  ge- 
radezu 0  =  0  setzen,  so  würde  man  rechter  Hand  das  unbestimmte 

und  nichtssagende  Resultat  ^-  erhalten;  man  thut  daher  besser  nur 

anzudeuten,  dass  schliesslich  d  =  0  werden  soll,  also  zu  schreiben 


tan  6  = 


tan  x 


=[ 


/(*  +  d)  -  f(x) 


l((f  =  0) 


In  jedem  speciellen  Falle  bedarf  es  der  wirklichen  Ausführung 
der  angedeuteten  Operationen,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden.    Für  f(x)  =  x*  hat  man  zunächst 


tan  6 
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mithin  für  d  =  0 

tan  x  =  2  x. 

Ferner  ist,  wenn/(*)  =  V^T^t  genommen  wird, 
fawtf_^a2— fc  +  6y— Va2— x*_  2x  +  6  

~  ö  ~~    y  +  V/i*—*» 

mithin  für  d  =  0 


ton  r  =  — 


V  «2  — 

Die  Formel  2)  setzt  stillschweigend  voraus,  dass  8  den  Werth 
Null  erreichen  könne;  diess  ist  zwar  bei  einer  ganz  willkührlicheu 
Grösse  möglich,  würde  jedoch  in  dem  Falle  unthunlich  werden,  wo 
d  abhängig  ist,  wie  z.  B.  wenn  es  einen  aliquoten  Theil  einer  ande- 
ren Grösse  ausmacht.  Dann  bildet  aber  die  Null  wenigstens  die 
Grenze,  welcher  8  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  und  in  dem- 
selben Sinne  ist  t  die  Grenze  von  Ö,  mithin  wird  man  statt  der  Glei- 
chung 2)  schreiben 

3)  tmt  =  IAmf{-X+  6\-f(x)  ■ 

Hierunter  ist  auch  die  Gleichung  2)  mitbegriffen,  wenn  mao 
sich  in  den  Fällen,  wo  d  =  0  werden  kann,  vorstellt,  dass  d  seinen 
Grenzwerth  wirklich  erreicht  habe. 
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Scblömllch,  Analysi-. 


Cap.  L 

Einfache  Differentiation. 

§•  l- 

Differenzen  und  Differentiale. 

Zufolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 

/(*  +  g  -  m 

dessen  Grenzwerth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  den 
Aenderungen  einer  Function  spielt,  und  der  zugleich  eine  geome- 
trische Bedeutung  gewinnt,  wenn  die  Gleichung  y  —  f{x)  als  Glei- 
chung einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das  häufige  Vorkom- 
men jenes  Grenzwerthes  macht  nun  zunächst  eine  kurze  Bezeichnung 
desselben  nöthig,  und  man  ist  daher  übereingekommen,  ihn  mit  f'{x) 
zu  bezeichnen,  so  dass  also  die  Gleichung 

1)  /'  fr)  -  IAm  /(*  ±  dl  ~ 

die  Definition  von  f  (x)  enthält.  So  ist  z.  B.  nach  Abschn.  V  der 
Einleitung 

wermf(x)  =  ax  +  6,  /'(«)  =  «, 

,    /(*)  =  *»,  f(x)  =  2x, 

n    m  =  Va*  -  x* ,  f{*)  =  -  *^ 

überhaupt  nennt  man  f'(x)  die  abgeleitete  oder  derivirte  Func- 
tion im  Gegensatze  zu  der  ursprünglichen  Function  f(x). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entsprungen,  dass 
die  Grösse  d\  welche  einen  Zuwachs  des  x  bedeutet,  auch  als  Unter- 

2* 
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schied  zweier  verschiedenen  Werthe  des  x  betrachtet  werden  kann, 
nämlich  als  die  Differenz  zwischen  dem  neuen  Werthe  x  +  ö  und 
dem  früheren  Werthe  x.  Bezeichnet  man  überhaupt  die  Differenz 
zweier  gleichartigen  Grössen  durch  d ,  so  ist  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  Werthe  des  x  mit  dx  zu  bezeichnen,  wobei  d  den 
numerischen  Betrag  der  Differenz  darstellt  und  die  angehangene 
Marke  x  anzeigt,  dass  es  verschiedene  x  sind,  welche  um  d  differi- 
ren.  Consequenter  Weise  bezeichnet  hiernach  dy  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  ?/,  von  denen  das  eine  dem  x,  das  andere  dem  x  -\-  ^x 
entspricht;  vermöge  der  Gleichung  y=f(x)  ist  dieses  4p=f(x  -^d^) 
—  f(x)  mithin 

dy  z=zf(x  +  4x)-f(x) 

dx 

Der  grösseren  Bequemlichkeit  wegen  pflegt  man  d  x  und  /I  y 
statt  dx  und  /Jy  zu  schreiben ,  wobei  man  sich  nur  zu  hüten  hat, 
<d  x  und  d  y  für  Producte  anzusehen.  Die  Grössen  d  x  und  d  y 
heissen  die  Differenzen  von  x  und  «/;  der  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung 

dy  _f(x  +  dx)  —f(x) 

dx  dx 
vorkommende  Quotient  wird  folglich  der  Differenzenquotient 
genannt. 

Wenn  nun  d  =  d  x  gegen  die  Null  convergirt,  so  nähert  sich 
auch  d  y  der  Grenze  Null,  und  daher  wird 

Lim^-  =  /(*); 

um  jedoch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim,  zu  ersparen, 

dtj  d  y 

schreibt  man  —  statt  Lim  —— ,  also 
dx  Ax 

2)  Ä-/»> 

dx 

Hier  bedeuten  dx  und  dy  Differenzen,  an  welchen  die  Bedingung 
unendlicher  Abnahme  haftet;  derartige  Differenzen  heissen  Diffe- 
rentiale. Jedes  Differential  ist  demnach  nichts  weiter,  als  eine 
gegen  die  Null  convergirende  Differenz. 

Die  Gleichung  2)  sagt,  dass  der  Differentialquotient  und 
die  derivirte  Function  einander  gleich  sind,  dass  also  die  Verschie- 
denheit allein  in  der  Schreibweise  liegt.    Durch  die  Benutzung  des 
dy 

Zeichens  —  werden  die  auszuführenden  Rechnungsoperationen  nur 
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angedeutet,  während  f'(x)  das  fertige  Resultat  augiebt,  z.  B. 

d  (*2) 

— - — -  z=  2  x: 
dx 

der  Sinn  der  Gleichung  2)  ist  demnach  ein  ganz  ähnlicher,  wie  z.  E. 

bei  3*  =  9,  1^25  —  5  und  dergL 

Dem  Vorigen  zufolge  sind  der  Differenzenquotient  und  sein 
Grenzwerth,  der  Differentialquotieut,  so  lange  von  einander  verschie- 
deu  als  dx  und  d  y  endliche  Werthe  haben,  jedoch  beträgt  dieser 
l'üterschied  um  so  weniger,  je  kleiner  d  x  und  dy  genommen  wer- 
ieiL  Setzt  man  daher 

3)  -J-x-dx~  =  ^ 

so  ist  p  eine  Grösse,  deren  Grenze  die  Null  wird,  sobald  dx  und  dy 
gegen  die  Null  convergiren.    Aus  Nr.  3)  folgt  weiter 

oder  wegen  Nr.  2) 

dy  =/'(*)  dx  -f  gdx, 


wir  dx  und  d  y  wieder  gegen  die  Null  convergiren,  d.  h.  zu 
Differentialen  werden,  so  verschwindet  o  und  es  bleibt 

4)  dy=f(x)dx 

M  je  kleiner  die  Aenderuug  dx  ist,  um  so  genauer  wird 
dieAeuderung  dy  gleich  dem  Producte  f  (x)  d  x.  Die  geo- 
metrische Interpretation  dieses  Satzes  lautet  (Fig.  4) :  Je  näher  der 
Punkt  P{  dem  Punkte  P  liegt,  um  so  eher  darf  man  ihn  als  einen 
Punkt  der  Tangente  P  T  ansehen.  Aus  der  Differentialgleichung  4), 
verglichen  mit  Nr.  2),  geht  noch  hervor,  dasa  man  mit  den  verän- 
derlichen, gegen  die  Null  convergirenden  Grössen  <l x  und  dy  ebenso 
multiplicirt  und  dividirt,  als  wären  sie  bestimmte  Zahlen;  hierin  be- 
steht ein  nicht  geringer  Vortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

Nach  diesen  Erörterungen  kommt  es  nun  darauf  an,  die  ver- 
miedenen einfachen  und  zusammengesetzteren  Functionen  wirklich 
zu  differenziren,  d.  h.  ihre  Differentialquoticnten  aufzusuchen.  Bevor 
*ir  dazu  schreiten,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geometri- 
sche Bedeutung  der  derivirten  Function  werfen ;  namentlich  mögen 
^e  Fälle  untersucht  werden,  wo  die  ursprüngliche  Function  eine 
ebene  Fläche  oder  ein  Volumen  bedeutet. 

h  Fig.  5  (a.f.S.)  sei  OM  —  x,  MP  =f(x),  und  die  über 
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der  Abscisse  stehende  Fläche  B  OMP  =  F(x);  ändert  sich  dieAb- 
scisse  um  MM{  z=z  J  x,  so  ist 

F(x  -f  Jx)  —  F(a?)  =  Fläche  ü/ ilfi  P,  P. 
Diese  Fläche  kommt  einem  Rechtecke  gleich,  welches  d  x  zur 

Grundlinie  und  eine  zwischen  MP  und 
M\  P\  liegende,  wenn  auch  sonst  nicht 
näher  bekannte  Ordinate  NQ  zur  Höhe 
hat;  demnach  ist MMXPXP  =  NQ.Ax 
und 

z/  X 

Bei  verschwindenden  Ax  fallen  die 
drei  Ordinaten  Mx  P, ,  N  Q  und  MP 
in   die   einzige  MP  =  f(x)  zusam- 
men und  es  bleibt 

F'(x)=f(x). 

Die  derivirte  Function  bedeutet  also  im  vorliegenden  Falle  die 

pjg.  q  letzte  Ordinate. 

In  Fig.  6  sei  wieder 
0  31  =  x ,  die  Quer- 
schnittsfläche MPQ 
—  (p  (x)  und  das  Vo- 
lumen, welches  zwi- 
schen den  Querschnit- 
ten OBCvaiä  MPQ 
enthalten  ist,  =  ty(x): 
der  Aenderung  MM\ 
= A x  entspricht  dann 
die  Volumenzunahrae 
4f  (x  +  Jx)  —  i>  (x)  =  Vol.  MP  Q  Qx  P,  Mi. 
Das  letztere  Volumen  lässt  sich  einem  Cylinder  vergleichen, 
welcher  Ax  zur  Höhe  (oder  Dicke)  und  einen  zwischen  MPQ  und 
Mi  Pi  Qi  eingeschalteten  Querschnitt  zur  Basis  hat;  nennen  wir  S  die 
Fläche  dieses  mittleren  Querschnittes,  so  ist  das  Volumen  MPQQxPxMi 
=  S.Ax,  mithin, 

il>(x±Ax)  ~  =  & 

Ax 

Bei   verschwindenden  A  x  fallen   die  Querschnitte  Mx  P\  Qi 
=  (p(x       A x),  S  und  MP  Q  =  <JP (x)  zusammen,  mithin  bleibt 
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Betrachtet  man  die  unabhängige  Variabele  x  immer  als  Ab- 
risse, so  hat  man  jetzt  folgende  Sätze: 

Der  Differentialquotieut  eines  Volumens  ist  des- 
sen letzter  Querschnitt;  der  Differentialquotieut  einer 
ebenen  Curvenfläche  ist  deren  letzte  Ordinate;  der 
DiiTerentialqiiotient  einer  Curvenordinate  ist  die 
trigonometrische  Tangente  des  letzten  Berührungs- 
winkels. 


§•  2. 

Differentiation  der  einfachen  algebraischen  Functionen. 

I.  Differentiation  einer  Constanten.  Wenn  f(x)  für 
jedes  x  denselben  Werth  a  behält,  also  constant  bleibt,  so  ist  auch 
f(x  4"  ^  x)  =z  a,  mithin  f(x  -f-  d  x)  —  f(x)  =  0.  Hier  findet 
bei  abnehmenden  d  x  weiter  keine  Aenderung  statt,  mithin  ist 

l)  4^  =  0  und  d  a  =  0. 

dx 

IL  Differentiation  der  Potenz.  Als  Differenzenquotien- 
ten von  x"  erhält  man  augenblicklich 

_  {X  +  JXY-X?  _  X   )  xU~i 

dx  dx  dx 

X 

oder,  wenn  zur  Abkürzung  =  d  gesetzt  wird, 

x 

— ^ —  —   1  x' 

d  X  0 

Wenn  nun  d  x  gegen  die  Null  convergirt,  so  hat  auch  d  die 
Null  zur  Grenze,  untl  der  rechter  Hand  stehende  Bruch  nähert  sich 
der  Grenze  fi  (s.  Einl.  IV,  Nr.  9);  daher  ist 

o,  ^ElI  _  1  und  d(x<")  =  px?  -  1  dx. 

Ii  X 

III.  Differentiation  der  Exponentialgrösse.  Als  Diffe- 
renzenquotienten von  as  erhält  man 

d(ax)      ax+Jx  —  ax         aJx  —  1 

    ■    x  

dx  dx  dx 
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und  daraus  folgt  nach  Formel  8)  in  Abschn.  IV  der  Einleitung 


dx  Höge 
Gewöhnlich  stellt  man  diese  Gleichung  unter  etwas  anderer  Ge- 
stalt dar.   Man  denkt  sich  nämlich  die  Zahl  e  als  Basis  eines  Systemi 
von  Logarithmen  und  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  ly  so 
dass  immer  elz  =  z  ist;  man  hat  dann  auch 

ela  =  a 

und  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  der  Basis  a  nimmt 

la  .  aloge  =  aloga  =  1, 

woraus  folgt 

4)  aloge  =  =  la. 

Hiernach  lautet  die  Gleichung  3) 
d(ax) 

5)  -—^  =  axla  und  d  (ax)  =  axla  dx. 

Für  a  =  e  wird  diese  Formel  am  einfachsten,  nämlich 

6)  ^  =  ex  und  d(e*)  =  c*dx', 

dx 

man  nennt  desswegen  cx  die  natürliche  Exponentialgrösse. 

IV.  Differentiation  des  Logarithmus.  Der  Differential- 
quotient von  logx  ist 

dlogx      log  (x  4-  d  x)  —  log  x  \        x  )  1 

dx  dx  dx  X 

X 

oder,  wenn  zur  Abkürzung   mit  Ö  bezeichnet  wird 

x 

d  log  x      logjl  +  d)  1 

dx    ~~~        Ö  x 

Wenn  nun  dx  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  diess  auch  mit 
d  der  Fall,  und  zufolge  dessen  hat  der  erste  Bruch  rechter  Hand 
zur  Grenze  den  Werth  log  c  (Einl.  IV,  Formel  7);  diess  giebt 

d  logx  löge 
dx    ~  x 

Bezeichnen  wir  mit  a  die  Basis  des  hier  vorkommenden  loga- 
rithmischen Systems,  so  können  wir  nach  Nr.  4)  löge  durch 

8)  £  = 
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ersetzen;  die  Grösse  Ma  heisst  dann  der  Modul us  des  logarithmi- 
schen Systems  der  Basis  a ;  statt  Nr.  7)  haben  wir  jetzt 

a  x  x  x 

Am  einfachsten  werden  diese  Formeln  für  u  =  c  nämlich 

10)  — —  =  —  und  d  Ix  =  —  d  x\ 

dx        x  x 

die  Logarithmen ,  deren  Basis  e  ist,  nennt  mau  desswegen  natür- 
liche Logarithmen. 


§.  3. 

Differentiation  der  goniometrischen  Functionen. 

Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometrischeu  Formel 

sin  a  —  sin  ß  —  2  cos .}  (a  ~\-  ß)  sin  ]  (a  —  ß) 

erhält  man  für  den  Differenzeuquotienten  von  sin  u  folgenden  Aus- 
druck 

d  sin  u   sin  (u  +  d  u)  —  sin  u       2  cos  (u  -f  }  d  tt)  sin  l,  d  n 

d  u  du  J  u 

oder,  wenn  \  d  u  kurz  mit  %  bezeichnet  wird, 

dsinu  ,  sin  fr 

— —  =cos  (u  +  fi)— . 

Die  Grössen  du  und  t>  convergireu  gleichzeitig  gegen  die  Null, 

sin» 

hat  die  Einheit  zur  Grenze  (Einl.  IV,  Nr.  10),  mithin  ist 

i\  dsinu  .  . 

1)  — - —  =  cosu  und  dsinu  —  cosu  du. 

du 

Eine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus.  Unter 
Benutzung  der  Formel 

cosa  —  eosß  —  —  2  sin  J  («  -f  ß)  sin  \  («  —  ß) 
erhält  man  nämlich  für  \du  =  % 
d  cos  u      cos  (u  -f-  d  u)  —  cos  u  2  sin  (u  -j-   z/  h)  sin  '  /t 

z/w  du  du 

•      /         I      QA  ***** 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 
d  cosu 

2)  — -  =  —  sin  u  oder  d  cos  u  =  —  sin  u  d  u. 

du 
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Für  die  Secante  hat  man  zunächst 

z/  sec  n      sec  (u  4-  d  u)  —  sec  u       cos  u  —  cos(u-{-Au) 
4U  Au  ~  cos  (u  -f  A  u)  cos  u.Au 

__  2  sin  (u  4-  l  A  u)  sin  \A  u  _  sin  (u  +  &)  sin  fr 
—    cos  (u  _|_  4  u)  cos  u  .Au  ~  cos  (u  +  2  #)  cos  w  # 

mithin 

rfgccM  __  oder  d^cit      6TC2W  d«. 

;  d?4  COS*« 

Als  Differenzenquotient  der  Cosecante  ergiebt  sich 
4  esc  ic  _  cscju  4-  Aa)  —  csc  u  __  amtf  —  sin(u-\-Au) 
ju    —  Au  ~~  sin  (u  +  Au) sin u.Au 

2  cos  (u  -\-\Au)sin\Au       _      cos  (u  4-  g)      ,  g 
=  ~~  sin  (u  +  Au)sinu.Au    ~~     sin  (u  +  2  d)  sm  W  fr 

und  daraus  folgt 

rfcsctt  _      cosw_  oder  d  m  u  _  _  csc2  „  C(>s  j|  d  w. 
;  die  sm3» 

Um  den  Differenzenquotienten  von  tan  u  in  eine  passende  Form 
zu  bringen,  machen  wir  Gebrauch  von  der  Relation 

■  sin  («  -  g) 

und  erhalten 

A  tan  u  _  tan  (u  -[-Au)  —  tan  u  __  1  siriAu, 

ju    —  A  u  cos  (ti  +  Au)  cos  u      A  u 

sin  A  u 

Wenn  Au  gegen  die  Null  convergirt;  wird  Ltm    ^  -     —  * 
folglich 

(ta  _  _J_  oder  d  ton  ||  =        h  d  Ii* 
7  du  •  cos- 

Mit  Hülfe  der  bekannten  Formel 

sf«  {et  —  fl) 

COt  Ct  —  COt  p  =  :  : — ~T 

r  sma  sinp 

erhält  man  auf  ähnliche  Weise 

Acot  u  _  cot  (u  4-  d  u)  —  cot  u  1  sin  A  u 

j  u    ~  Au  sin  (u  +  A  u)  sin  u      A  u 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

dcotu  =  1     odor  dcotu  csc>u  dUu 

>  du  stn2u 
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Differentiation  der  cyclometrischen  Functionen. 

Zufolge  der  Definition  von  aresin  X  zieht  die  Gleichung 

u  z=r  aresin  x 
die  umgekehrte  Gleichung  nach  sich: 

sin  u  —  x-, 

aas  der  geänderten  Gleichung 

h  -|-  du  —  aresin  (x  -f  d x) 

erhält  man  analog 

sin  (u  +  d  u)  =  x  -f  ^J*; 
und  nach  diesen  Bemerkungen  kann  mau  den  Diifereuzeuquotienten 
von  aresin  x  in  folgender  Form  darstellen 

d  aresin  x       aresin  (x  4-  z/x)  —  «m>7;<  .r 
z/#  dx 

du  1 
sin  (ff  +  z/  «)  —  sm  u  '     sin  (u  -f-  ^  '*)  —  M 

du 

Der  Nenner  des  letzten  Bruches  i&t  der  Differenzenquotient  von 
smm  und  geht  in  den  Differentialquotienteu  eosit  über,  wenn  dx 
und  du  gegen  die  Null  convergiren;  man  hat  daher 
d  aresin  x         1  1 

dx      ~   cos«  ~~  Yl  —  sin'u 
"der.  weil  sin  u  ~  ist, 

n       d  aresin  x  1  . 

I)  -—    .  ,     d  aresin  x  = 

(fo  Vi— 

Da  unter  aresin  X  ein  Bogen  zwischen  —  J  ;r  und  -f~  J  tc  ver- 
standen wird  und  jeder  Bogen  die.  er  Art  einen  positiven  Cosinus 
hat,  so  ist  das  vorkommende  Wurzelzeichen  immer  positiv  zu  nclimeu. 

Ein  ähnliches  Verfahren  wäre  zur  Differentiation  von  arecosx 
anwendbar,  man  gelangt  aber  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  von  der 
Relation 

arecosx  =  \  %  —  aresin  x 
Gebrauch  macht;  es  ergiel>t  sich 

d arecosx      areeos  (x  -f-  dx)  —  areeosx 
J  x  d  X 

aresin  (x  -\-  dx)  —  aresin  x  d  aresin  x 

dx  dx 
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mithin  auch  beim  Uebergange  zur  Grenze 

d  arccos  x  d  aresin  x 

dx  dx 

d.  i. 

_         d  arccos  x  1  7  1  . 

2)   =  — —  .  r  ,    d  arccos  x  =  —  - ;  et  j 

dx  Y\—  &  Vi—  *2 

Um  feruer  die  Function  u  —  aretan  x  zu  differenziren ,  geht 
wir  vou  folgenden  vier  Gleichungen  aus 

u  =  aretan  x  ,  tan  u  =  x 

u  -f  du  =  aretan  (x  -f  dx)  ,    tan  (u -\-  d  u)  =  x  -\-  d  x, 
und  stelleu  mit  Hülfe  derselben  den  Differenzenquotienten  von  aretan 
in  nachstehende  Form 

d  aretan  x      aretan  (x  4-  d  x)  —  aretan  x 
dx  dx 

 du  1  

tan  (u  -j-  d  u)  —  tan  u       tan  (u  -f  du)  —  tan  u 

du 

Der  letzte  Nenner  ist  der  Differenzenquotient  von  tan  u  um 
geht  in  den  Differentialquotienten  sec-  u  über,  wenn  dx  und  dt 
gegen  die  Null  convergiren;  diess  giebt 

d  aretan  x         1  1 
dx  sec'2u      1  -\-tan*u 

oder,  weil  tau  u  —  x  ist, 

d  aretan  x  1  1 

•>)   ;  —  T~i — 5»     d  aretan  x  =  — — -dx. 

dx  1+^  14-^ 

Die  Differentiation  von  arecotx  lässt  sich  mittelst  der  Formel 

arecot  x  =  J  n  —  aretan  x 

auf  die  Differentiation  von  aretan  x  zurückführen;  man  findet 

d  arecotx  1  1 

Setzt  man  u  — arcsec  x  mithin  secu  =  xf  so  gelangt  man  leicht 
zu  der  Gleichung 

d  arcsec  x      arcsec  (x  +  d  x)  —  aresecx 
dx  dx 

_   du   1 

sec  (n  4-  du)  —  secu  dsceu 

du 

woraus  durch  Uebergang  zur  Grenze  folgt 


Digitized  by  Google 


Cap.  I.  §.  5.  Differentiation  der  Aggregate  etc.  29 

d  arcsecx  1  1  1 

dx      ~~  d sec u  ~~  5tüT  ~~  Vsec^u^l 
du  cos2u 

i  i.  wegen  sec  u  =  x 

d  arcsecx  1  1 

dx  xVx'—l  *V>  —  I 

Mit  Hülfe  der  Relation 

arecsex  =  \  n  —  arcsecx 

gelangt  man  endlich  noch  zu  der  Formel 

6.    darecsex  1  _  1 

S)    —  =   ,    darecsex  —  ,  —  dx. 

dx  zV^-l  xVx*—  1 

Nachdem  hiermit  die  Differentiation  der  einfachen  Functionen 
erledigt  ist,  haben  wir  uns  nun  mit  der  Differentiation  zusammen- 
gesetzter Functionen  zu  beschäftigen. 


§•  5. 

Differentiation  der  Aggregate,  Producto  und  Quotienten. 

L  Sind  A  und  B  Constanten,  u  und  v  Functionen  der  unab- 
hängigen Variabelen  x,  so  bildet  das  Aggregat  Au  -f  Br  eine  zu- 
sammengesetzte Function  von  x,  welche  u.  A.  die  Summe  u  -{-  r, 
die  Differenz  u  —  v  und  das  Product  Au  als  specielle  Fälle  in  sich 
enthalt  Die  Aenderung  des  x  hat  gleichzeitige  Aenderungen  von  // 
und  r  zur  Folge  und  es  ist  demnach  der  DifTerenzenquotient 

d{Au  -f  Bv)      A  (u  +  du)  +  B  (r  +  d  r)  —  (A  u  +  Br) 
dx  dx 

^ dx      ^  dx 

Je  kleiner  dx  ist,  desto  weniger  unterscheiden  sich  die  Diffe- 
du  dv 

tenzenquotienten         und  -j^  von  den  entsprechenden  Differential- 

qnotienten,  und  man  kann  daher 

du      du  dv  dv 

~di~d^^~9li  dx~dx~+Qi 
setzen,  wo  px  und  o2  nicht  näher  bekannt  sind,  aber  gleichzeitig  mit 
dz  gegen  die  Null  convergiren.    Die  vorige  Gleichung  wird  jetzt 
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J(Au  +  Bv)       .du  dr 

-rzi —  =A  *z +  B  t*  + A(h  +  B(h 

und  hieraus  folgt,  indem  man  zur  Grenze  für  verschwindende 
Qi  und  02  übergeht 

1)  d(Äu  +  Bv)  ___  A  flu      ß  dr_ 

dx  dx  dx 

oder  auch 

2)  d  (Au  +  Bv)  =  Adu  -\-  B dr. 

Für5  =  +  1,  B  =  —  1  und  £  =  0  liefert  die  Formel  dr. 
specielle  Gleichungen,  die  man  leicht  in  Worte  fassen  und  als  Regel 
aussprechen  kann. 

Mittelst  derselben  Schluss  weise,  die  zur  Formel  1)  führte,  g- 
langt  man  auch  zu  dem  allgemeineren  Resultate 

3)  d(Au  +  Bi  -f  Cw  +  -)      A  du       ß  dr       c  dw  \ 

dx  dx  ~*       dx  dx 

worin  das  Aggregat  An  -f  Br  -\-  etc.  aus  einer  beliebigen  end 
liehen  Menge  von  Summanden  zusammengesetzt  sein  darf;  für  ein 
unendliche  Menge  derselben  gilt  aber  die  Formel  nicht  ohne  Weite 
res,  weil  es  in  diesem  Falle  fraglich  bleibt,  ob  A  Qi  -\-  B  Q%  4~  Cg 
+  •  •  •  in  inf.  die  Null  zur  Grenze  habe,  wenn  qu  o2,  .  .  .  gegei 
die  Null  convergiren. 

Mittelst  der  Formel  3)  kann  die  Differentiation  jeder  zusammen- 
gesetzten Function  ausgeführt  werden ,  die  sich  in  ein  Aggregat  ein- 
facher Functionen  auflösen  lässt.    So  hat  man  z.  B. 

d  [(g  +  5a;)»]  _  d  [a»  -f  3a*bx  +  3«&«ar*  -f  fr3*3] 
dx  dx 

dx  dx    1  dx  dx 

=  SaH         +  3ab2  .  2x    +  b*  .  3*2 

=  3b  (a2  +  2abx  +  b2*2)  =  3b  (a  +  b*)2- 
Ein  zweites  Beispiel  ist 

Vi  —  x  )      d  (1  -[-g-l-^la!8-!---}!11-1) 

da?        da        dx  da; 
=  1    -f-   2x    +        -f  (n  —  l)x"~2. 

II.  Sind  wieder  w  und  i>  Functionen  der  Variabelen  x,  so  ha 
man  als  Differenzenquotienten  des  Productes  ur 
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d  (m  r)       (1/  +  d  u\  (r  —  d  r)  —  w  r 

dx  d  x 

d  v  du        du  d* 

—  11    4-  r     •           -  d  j. 

dx  dx       dx  dl 

Die  Grenzwerthe  von  ^4-  •  —7—  nnd  dx  sind  der  Reihe  nach 

dx  dx 

^  ,  ^  und  Null:  mithin  wird 

d(ur)         dt    ,  rfw 

ud 

5)  <?(***)  ==  u  d  r  J-.  f  flu. 

Als  Beispiel  diene  der  Fall  u  —  xtt.  r  =  jr":  man  erhält 

wie  sich  auch  direct  ergiebt,  wenn  zusammengezogen 
wird. 

r 

III.    Behufs  der  Differentiation  des  Quotienten  —  bilden  wir 

M 

zunächst  den  Diffei  enzenquotienten 

/ v \       v       d v        v  dr  du 

d  \  —  )       —  u  —  r  — — 

\U/       u  -j-  du       u  dx  dx 

dx  d x  (u       du)  u 

und  erhalten  durch  U ebergang  zur  Grenze 


,  /  v  \  d  v  d  11 


oder 


dx  u- 

udv  —  vdu 


Hiernach  ist  z.  B. 


(1  —  x)  (—  na;»  ~  *)  —  (1  —  g«)  (—  1) 
dx        ~'  (1  —  x)* 

  l  —  nx*  ~  1  +  (n  —  l)  x« 

-  (1  -  *)» 

Derselbe  Ausdruck  wurde  schon  in  Nr.  I.  auf  anderem  Wege 
differenzirt;  vergleicht  man  beide  Differentialquotienten  mit  einander, 
so  hat  man  die  neue  Summenformel 
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1  +  2 x  +  3**  +  4x3  +  •  •  •  +  (n .  —  l)x«  ~2 
1  —  nxn  -  1  -\-  (n  — 

-       (i  -  *)» 

Ueberhaupt  lässt  sich  aus  jeder  analytischen  Gleichung,  die  eine 
willkührliche  Variabele  enthält,  immer  eine  neue  derartige  Gleichung 
durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  jene  Variabele  ableiten. 


§.  6. 

Differentiation  der  Functionen  von  Functionen. 

Wenn  z  eine  Function  von  ?/,  und  y  wieder  eine  Function  von 
x  ist,  so  hat  man  zwei  Gleichungen 

1)  *=/M.  ?/  =  <PM> 
welche  sich  auch  in  die  eine 

2)  z=f[cp(x)] 

zusammenziehen  lassen.  Ebenso  kann  umgekehrt  eine  Gleichung  der 
letzten  Art  in  zwei  Gleichungen  von  der  obigen  Form  zerlegt  wer- 
den, z.  B.  z  =  log  sin  x  in  z  —  logy  und  y  =  sinx.  Einer  Aende- 
rung  des  x  entsprechen  nun  Aenderungen  von  y  und  z,  mithin  ist 
nach  Nro.  1) 

An  =/fr  +  -/M. 
Ax  dx  ' 

dafür  kann  man  schreiben 

dz  _f[y  +  Ay]  —  /jjj  # 

z/z  dy  d x' 

und  hier  ist  der  Differenzenquotient  von  f\y]  ebenso  gebildet,  als 
wenn  y  eine  unabhängige  Variabele ,  mithin  <d  y  eine  willkührliche 
Zunahme  des  y  wäre.  Gehen  wir  nun  in  der  vorigen  Gleichung  oder 
in  der  folgenden  mit  ihr  identischen 

dz       dz  dy 

dx       dy  dx 
zur  Grenze  über,  so  gelangen  wir  zu  der  Formel 
9v  dz       dz  dy 

dx       dy  dx' 

oder 

o\  7         de  dy 

3)  d  z  —  —  •  -r-  ■  dx. 

dy  dx 
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Demnach  erhält  man  den  Differentialquotienten         wenn  man 

d  x 

de 

erst  den  Differentialquotienten  —  so  bildet,  als  wäre  y  eine  unab- 
hängige Variabele,  und  ihn  nachher  mit  ^  multiplicirt;  die  Werthe 

a  x 

von  ^  und        leitet  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  1)  ab. 

In  der  Anwendung  auf  das  Beispiel 

e  =  (a  +  bx*Y 
gestaltet  sich  die  Sache  folgendermaassen.    Statt  der  vorstehenden 
Gleichung  schreibt  man  die  beiden  Gleichungen 

*  =  yp,  y  =  a  +  ix* 

and  erhält  daraus 

mithin  durch  Multiplication  dieser  Differentialquotienten 

^  =  bnpyP~lx"-1 
oder  endlich,  wenn  man  für  y  und  e  ihre  Werthe  setzt, 

— ^ — L  LJ.  =  bnp      _|_  bxn)P  ~lz*  -  l. 

dx 

Bei  mehrfacher  Uebung  in  diesem  Verfahren  wird  man  finden, 
dass  es  nicht  nothwendig  ist,  die  Variabelen  y  und  z  in  Rechnung 
zn  bringen,  weil  sie  später  doch  wieder  daraus  verschwinden;  viel» 
mehr  kann  man  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  behalten  und 
dadurch  eine  wesentliche  Abkürzung  herbeiführen.  Auch  ist  es  be- 
quemer, nicht  gleich  auf  die  Entwickelung  des  Differentialquotienten 
auszugehen,  sondern  vorläufig  erst  das  Differential  der  gegebenen 
Function  zu  suchen.  So  würde  man  bei  dem  vorigen  Beispiele  sa- 
gen: analog  d  (tfp)  =  pyP  ~  1  dy  ist 

d[(a  +  bxn)P]  =  p  (a  +  bx*)P  -  'd(a  +  bxn) 

=  P  («  +  bx*)p  ~  1  bd(xn) 
=  p  (a  -f-  b  x*)p  ~  1  bnx*  ~  1  dz, 
was  mit  dem  früheren  Resultate  übereinstimmt 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Differentiation  von  x*.    In  der 
Form  einer  Exponential grosse  dargestellt,  ist  dieser  Ausdruck 

X*  =  {els)T  =  er,T; 

Schlömllch,  AnalyoU.  3 
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nach  der  Regel  d(ev)  =  e^dy  erhält  man  daraus 

d(xx)  =  ex  lxd(xlx) 

=  exlx(xdlx  -f  Ix  dx) 


—  exlx(x  ^-dx  +  Ix&xj 


=  xx(l  -f  lx)dx. 
Auf  demselben  Wege  gelangt  man  zu  der  folgenden 
Formelsammlung,  welche  später  von  Nutzen  sein  wird: 

d  x 
a  +  bx' 
dx 

(a  +  bxy* 
dx 

a*  +  ß*x*' 

dx 
a2  —  ß*x*' 

xdx 
a  -f  bx*' 
dx 

V~a  -f-  bx' 
dx 

dx 


d  [-1  l(a  +  bx)] 

d  [~  b  (a  +  bx)\ 
d  [—ß  arctan  -J 

d  j"2Va  -f-  bsj 


l(ßx  +  V  a*  +  ß*x*)^  = 


0 


LT  ~  TJ 


d  f-  1 — 1 

<2  ?  x  —  x] 
d  [ —  l  cosu] 
d  [l  sin  u] 


xdx 


(a  +  ß  ton  «VI  _ 
\«  —  ß  tarnt/ 1 


Va  +  bx*y 
dx 

Y(a  +  bx*)*' 
xdx 

V(a  +  b*')8' 
taw?*  dt«, 

da 

a*cos2w  +  ß*sin*u 
du 
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Anwendungen  der  vorigen  Formeln. 

I.  Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  liefert  die 
wirkliche  Ausführung  der  durch  (1  -f  *)m  angezeigten  m  Multiplica- 
tionen  ein  Resultat  von  der  Form 

i)  (i  4.  x)m  —  l  +  dx  -f        +  ft*1  +  -"  +  Cwim, 

worin  d  ,  Cj ,  ,  .  .  .  Cm  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Zah- 
iencoefficienten  bedeuten.  Um  sie  zu  bestimmen,  differenziren  wir  bei- 
derseits, und  erhalten 

jw(l  +  x)m  ~  1  =  1  Ci  +2C,a;-r303iH<"+»'  ft,  xm  -  L 
Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  1  +  x,  die  Gleichung  1) 
dagegen  mit  Hl,  dann  sind  die  linken  Seiten  der  beiden  neuen  Glei- 
chungen dieselben,  mithin  müssen  auch  die  rechten  Seiten  gleich 
sein,  d.  h. 

1  ft  +  (2  +  1  (\)x  +  (3  +  2  -f  (4  <74  +  3  C;{)x3  +  .  . . 
=  m  -f-  m  C'i  x  -\-  m  C-2  x'2  -\-  m  Cs  xi  + 

Die  vorstehende  Gleichung  kann  aber  für  jedes  beliebige  x  nur 
dann  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x  gleich 
sind;  es  ist  daher  der  Reihe  nach 

m              ~  wi  — *  1        tu     m  —  1 
C,  =  —  ,  t,  =  C,  -  -j  g—, 

Ca  _  C,  — g—  =   g  g— 

11.  s.  w. 


Durch  Substitution  dieser  Coefficientenwerthe  erhält  man  aus 
Xro.  1)  die  Gleichung 

UV/«  .    x        ,       m      ,   m(m — 1)  o  .  *H(m—l)(m  —  2)  m 

i)(l+xy*  =  l+—x  +    l   2  V-f      x  t  2  3 — W- 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 
Exponenten  führt.  Die  darin  vorkommenden  Coefficienten  heissen 
Binomialcoefficienten  und  werden  am  zweckmässigsten  auf  fol- 
gende Weise  bezeichnet: 

(m)0  =    (m)i  =  y-'      =  m  (7.~2  ^ 

(m)   _         —  l)(m  —  2)  ...  (m  —  [A;  —  1]) 

3* 
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Setzt  man  x  =  —  und  multiplicirt  beiderseits  mit  am,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

3)   (a  +  b)m  —  (m)0am  +         »*  "  1  h  +  (»«)*  »*"  f     +  -  •  - 

 1-  (»Om  -  1  «  ^m  "  1  +  ("l)m  *>m> 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grösse  auf  eine  beliebige  ganze  po- 
sitive Potenz  erhoben  werden  kann. 

Die  Gleichung  2)  dient  auch  zur  Berechnung  der  Zahl  e,  wenn 

x  ss  —  genommen  und  m  als  unendlich  wachsende  Zahl  betrachtet 

IM 

wird.    Man  erhält  zunächst 

(■+v)'='^^-T-f  +  V  7T7TI 

(-i)(-4-)-(--=eJ) 

~  1  .  2  .  3  .  .  .  m 

wobei  die  rechte  Seite  m  -f-  1  Summanden  zählt.     Verstehen  wir 
unter  k  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  <|  m,  so  können  wir  die 
rechte  Seite  in  zwei  Theile  zerlegen,  deren  erster  die  h  +  1  ersten 
Summanden  enthält,  während  der  zweite,  welcher  R  heissen  möge. 
den  noch  übrigen  Rest  von  m  —  k  Summanden  umfasst;  dies  giebt 

(>  +  i)" 
t     1  — -    (1  _  _L)  (1  _  iL) 

T1T1.2T  1.2  T 

,  0        1»")  (X  ~  »r)     '  (*  >»    )  ^ 

1.2.3.../»' 


_(i-i)0  -JH-i): 


1  fc+j 


"      1  .  2  ...  (k  +  1)  (        fc  +  2 


.  .  .  . 


+"         (A-  4-  2)  .  .  .  m  ) 


+         (*  +  2). 
In  der  zuletzt  eingeklammerten  Summe  sind  die  Zähler  aller 
Summanden  positive  ächte  Brüche;  setzen  wir  statt  derselben  durch- 
weg die  Einheit  und  nehmen  statt  der  Nenner 
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*  +  2,      (fe  -f-  2)  (k  +  3),  .  .  .      (Jfc  4-  2)  (ifc  +  3)..,« 
die  kleineren  Nenner 

k+1.  (*+!)•  

so  erhalten  wir  zu  viel,  mithin  ist. die  erwähnte  Summe  kleiner  als 

1  +  d^  +  (rti),+  ---+(rrr)'"_"1 

_         Vfe  4-  1^  1 

1-^  1-  1 


fc  +  1  A-  -f  1 

Andererseits  beträgt  jene  Summe  mehr  als  Null ,  sie  liegt  also 
zwischen  ^ 

1  fc  +  1 


0  und 


i  -  1 


£  +  1 


k  4-  1 

und  kann  folglich  =  *  — - —  gesetzt  werden,  wo  e  einen  nicht  nä- 
her bestimmten  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet;  es  ist  dann 

(-*)(•-*) -0-i)  . 


5)       72  = 


1  •  2  .  3  .  .  .  / 


Gehen  wir  nun  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  zur  Grenze  für 
unendlich  wachsende  m  über,  ohne  die  Zahl  k  zu  ändern,  und  be- 
räci^ichtigen  die  Gleichungen 

12  k 
Lim  —  =  Lim  —  =  ••••  =  Lim  —  =  0, 


m 


so  gelangen  wir  zu  folgender  Formel 


*=1  +  T  +  r:i  +  ----+  i. ».»...*  +  * 


R  = 


1  •  -  .  -  >  .  . .  k  k 


worin  k  eine  beliebige  endliche  positive  ganze  Zahl  ist.  Indem  man 
für  e  einmal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit  setzt,  erhält  man  zwei 
verschiedene  Summen,  zwischen  denen  e  liegt;  weil  aber  R  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann,  wenn  man  k  gross  genug  wählt,  so  las- 
sen sich  jene  Summen  einander  beliebig  nahe  bringen  und  liefern  den 
Werth  von  e  so  genau,  als  man  es  verlangt   So  ist  z.  B.  für  k  =  10 
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1  +  T  +  V-2  +  •  •  •  +  1.2...10  -  2,718281801! 

R  =  - — -i  —  .  JL  =  0,0000000276  • 

1  .  2  ...  10  10 

mithin  für  6  =  0  und  6  =  1 

2,7182818011  <  e  <  2,7182818287, 

womit  e  auf  sieben  Decimalstellen  genau  bestimmt  ist. 

II.   Setzt  man  zur  Abkürzung 

 cosnu  '  sin  n  u 

n  ~~  cosnu'  ^n  ~~  cos*u' 

so  findet  man  sehr  leicht  folgende  zwei  Relationen 

Pn  +  1  =  ?n  —  Qn  tan  M,  Qn  4-  l  =  Qn  +  Pn  t(l1l  H  j 

von  den  Werthen  P0  =  1  und  Q0  =  0  ausgehend,  kann  man  diese 
Formeln  der  Reihe  nach  für  n  =  0,  1 ,  2 ,  3,  .  .  .  anwenden  und 
erhält 

Pl  =  1 ,  Qi  =  tanu, 

Pa  =  1  —  tan2u,  §j  =  2  fawtt, 

P3  =  1  —  3  tan2uy  Q3  ss  3  frutu  —  tan3u, 

P4  =  1  —  6  to2«*  +  fcw4M,    &  =  4  tanu  —  4  tan3u, 


Die  vorstehenden  Gleichungen  berechtigen  zu  dem  allgemeinen 
Schlüsse,  dass  für  jedes  ganze  positive  m  sein  werde 

6)  Pm  = 

'  cosm  u 

=  1  —  Ci  fow2w  +  C4  fem*«  —  C6  to6w  + 

.  sin  m  u 

=  Ci  to«  —  C3  tan*u  +  Cb  tanbu  —  

worin  C\ ,  C8 ,  C3  etc.  gewisse  vorläufig  unbekannte  Zahlencoefficien- 
ten  bedeuten.  Um  diese  zu  bestimmen,  differenziren  wir  jede  der 
vorigen  Gleichungen  und  bemerken  dabei,  dass 


du 


=  —  mQm  -f  mPmtanu, 


dQm 

--2=.  =  -f  mPm  -f  m  Qm  to  u , 

d(tan  u)      ^        -  i  u  sec2  u 
du 
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ist,  wie  sich  bei  wirklicher  Ausführung  der  Differentiation  leicht  fin- 
det; wir  erhalten 

8)  —  Ml  Pm  tan  u  -f  m  Qm 

=  (2  Cj/aw  m  —  4  C4  ton»M  +  6C«  tan6u  •  •  )  sec*  u, 

9)  mPm  -\-  m  Qm  tan  u 

=  (1C,  —  3Cjtan*u  +  5C5/«n4«  —  7C7tan«u  4-  . ■  • )  *>c» w. 

■ 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  tanu  und  ziehen 
das  Product  von  der  zweiten  Gleichung  ab,  so  bleibt  linker  Hand 
i*Pn(l  -\-  tan*u)  =  mPmscc2u  übrig,  wobei  sich  der  Factor  sec *  N 
hebt;  gleichzeitig  setzen  wir  statt  Pm  den  in  Nro.  6)  verzeichneten 
Ausdruck  und  gelangen  so  zu  der  Gleichung 

10)  m  —  m  C2tan*u  +  m  CAtan*u  —  m  C*tan*u  -f-  •  •  • 
=  IC,  —  (2C2  4-  3C3)tan*H  +  (4  C4  +  SCJtanUi 

—  (6  C6  +  7  C7)tan*u  H  

Das  Seitenstück  hierzu  ergiebt  sich,  wenn  wir  aus  den  Gleichun- 
gen 8)  und  9)  die  Grösse  Pm  eliminiren  und  statt  des  übrig  bleiben- 
den Qm  den  in  Nro.  7)  verzeichneten  Ausdruck  setzen ;  es  wird 

11)  m  C\  tanu  —  mG-Atan*u  -f-  mC^tan^u  —  •  •  • 
=  (ld  +2  Otanu  —  (3  C,  +  4  C\)tan*u 

4-  (6ft  +  6C«)tan>u  -  

Vergleichen  wir  nun  wechselweise  in  10)  und  11)  die  Coefficien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  tanu,  so  erhalten  wir 

n       m    n       n  m  —  1       m    w  —  1 

c  =  — ,  c,  =  c,  —3—  =   — 

<i  -  a  — j-  =  -j — -  —>»■*■<■ 

woraus  augenblicklich  hervorgeht,  dass  C{ ,  C,y  C3  etc.  mit  dem  Bi« 
nomialcoefficienten  (m)l ,        ,  (m)^  etc.  identisch  sind.  Demnach  ha- 
ben wir  nach  Nro.  6)  und  7)  folgende  Formeln 
10v  cosmu 

col^  ~  (w)o  ~~  (m^2 1     "  +  ^4  tmi  11 

—  (m\tan6u  -\-  

io\        sin  m  u 

l6>  — —  =       tan  u  —  (w)j  ta»3  u  4-  (ro)5  ton5  w  — 

brauch  durch  beiderseitige  Multiplication  mit  cos'n  u 
l*)        cos  m  u  =  (w)0  cos m  u  —        cosm  ~  2 14  siw2  u 

4-  (tw)4  cos"1  ~  4  n si»4  u  — 


•  •  .  . 
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15)  sin  mu  =  (m\  cosm  ~  1  u sin  u  —  (m)6  cos'n  ~  3  u  sin*u 

+  W&  cos  m  ~  5usinbu  — 
Diese  Formeln  lassen  noch  einige  Umgestaltungen  zu,  die  wir 
kurz  andeuten  wollen.   Die  Gleichung  14)  enthält  nur  gerade  Poten- 
zen von  sin     d.  h.  ganze  Potenzen  von  sin2u  =1  -  cos2u,  man 
kann  daher  den  binomischen  Satz  anwenden,  indem  man 

sin2ku  =  (1  —  cos2u)k 
=  1  —  (k)i  cos2  u  +  (k)>2  cos4  u  —  (k)i  cose  u  +  *  *  • 
und  h  =  1,  2,  3  etc.  setzt;  nach  Zusammenfassung  aller  Glieder, 
welche  gleiche  Potenzen  von  cosu  zu  Factoren  haben,  gelangt  man 
zu  einem  Resultate  von  der  Form 

16)  cos  m  u  =  A0  cosm  u  -f  A3  cosm  ~  2  u  +  , 

worin  «4$,  A%,  A±  etc.  gewisse  constante  Coefficienten  bedeuten,  deren 
Wert  he  sich  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  von 
selbst  ergeben.   Schreibt  man  ferner  statt  Nro.  15) 

sinmu  =  sin u  [(w)i  cosm  ~1u  —  (w)3  cosm  ~  *usin2u  -f-  •  • 
so  ist  innerhalb  der  Parenthese  wieder  die  vorige  Transformation  an- 
wendbar und  führt  zu  einem  Resultate  von  folgender  Form 

17)  sinmu  —  sinn  [Bi  cosm  ~~  1  u  +  B^cos™  ~  3u  +  •  •  •  •]• 
Will  man  die  Cosinuspotenzen  in  Sinuspotenzen  umsetzen,  ßo 

braucht  man  nur  u  —  In  —  v  zu  substituiren,  doch  hat  man  dann 
linker  Hand  gerade  und  ungerade  m  zu  unterscheiden. 

§.  8. 

Zusammenhang  zwischen  einer  Function  und  ihrem  Diffe- 
rentialquotienten. 

I.  Wie  in  §.  1,  Formel  3)  bezeichnen  wir  mit  p  den  Unter- 
schied zwischen  dem  Differenzenquotienten  und  dem  Differentialquo- 
tienten einer  Function  f(x),  wir  setzen  also 

wo  p  zwar  nicht  näher  bekannt  ist,  aber  gleichzeitig  mit  /ix  gegen 
die  Null  convergirt.  Eben  desswegen  lässt  sich  auch,  wenn  A  x  hin- 
reichend klein  genommen  wird,  p  so  weit  verringern,  dass  sein  abso- 
luter Werth  weniger  als  der  absolute  Werth  von  f'(x)  beträgt;  für 
noch  kleinere  dx  findet  diese  Ungleichung  um  so  mehr  statt  wegen 
der  weiteren  Abnahme  des  p.    Die  rechte  Seite  der  obigen  Glei- 
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chung  hat  jetzt  dasselbe  Vorzeichen  wie/#(x),  mithin  kommt  das 
nämliche  Vorzeichen  auch  der  linken  Seite  zu.  Ist  nun  f  (x)  und 
daher  /'  (x)  -\-  Q  positiv ,  so  folgt ,  z/x  immer  als  positiv  vorausge- 
setzt, dass  f(x  -j-  4x)>f{x)  sein  muss ;  in  diesem  Falle  entspricht 
der  grösseren  Variabele  ein  grösserer  Functiouswerth.  Wenn  da- 
gegen f  (x)y  mithin  auch  f'(x)  -\-  Q  negativ  ist,  so  ergiebt  sich 
f(x  -f  x)  <C  f(x) ,  und  hier  gehört  zur  grösseren  Variabele  ein 
kleinerer  Functions  wert  h.  Man  hat  daher  folgenden  Satz:  Je  nach- 
dem der  Differentialquotient  einer  Function  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen  besitzt,  ist  die  Function  selber 
im  Wachsen  oder  im  Abnehmen  begriffen,  und  umgekehrt. 

Hieraus  erklärt  sich  z.  B.,  warum  der  Differentialquotieut  des 
Sinus  positiv,  der  des  Cosinus  negativ  ist,  wenn  der  Bogen  im  ersten 
Quadranten  liegt. 

IL  Wir  betrachten  ferner  die  Function  <jp  (x)  als  endlich  und 
continuirlich  von  x  =  a  bis  X  =  6,  und  setzen  voraus,  dass  ihre 
Derivirte  <p' (x)  die  nämliche  Eigenschaft  besitze;  durchläuft  nun  x 
das  genannte  Intervall,  so  wird  q>*  (x)  das  eine  Mal  einen  grössten 
Werth  äf\  ein  anderes  Mal  einen  kleinsten  Werth  N'  annehmen,  mit- 
hin ist  innerhalb  jenes  Intervalles 

<p'  (x)  —  M'  negativ,       <p' (*)  —  N1  positiv. 

Andererseits  lässt  sich  g/  (x)  —  M'  als  Differentialquotient  von 

u  —  <p  (x)  —  (p  (a)  —  (x  —  a)  M* 
betrachten,  ebenso  (p'  (x)  —  N*  als  Differentialquotient  von 

v  =  <p  (x)  —  <p  («)  —  (x  —  a)  N\ 

und  nun  folgt  aus  dem  in  Abschn.  I.  bewiesenen  Satze ,  dass  u  eine 
abnehmende,  dagegen  r  eine  zunehmende  Function  ist.  Für  x  =  n 
verschwinden  diese  Functionen ;  demnach  fängt  u  seine  Abnahme  mit 
dem  Werthe  u  =  0  an  und  muss  folglich  immer  negativ  seiu;  v  be- 
ginnt sein  Wachsthum  mit  v  =  0  und  ist  daher  positiv.  Dies  gilt 
von  x  =  a  bis  x  =  6,  mithin  ist  auch 

j    <]p  (b)  —  q>  (a)  —  (b  —  a)  M'  negativ, 
I    qp  (6)  —  qp(«)  —  (b  —  «)2V  positiv. 
Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

w  =  (p  (b)  —  (p  (a)  —  (b  —  a)  q*'  (x) 
die  Variabele  x  das  Intervall  x  =  a  bis  x  =  b  durchlaufen,  so  er- 
reicht qp'(x)  einmal  den  Werth  M\  ein  anderes  Mal  den  Werth  N* ; 
im  ersten  Falle  wird  w  negativ,  im  zweiten  positiv.    Dieser  Ueber- 
gang  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  continuirlichen  Func- 
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tion  nur  mittelst  Durchganges  durch  den  Werth  w  =  0  möglich 
zwischen  a  und  b  inuss  es  daher  wenigstens  einen  speciellen  Wert 
x  =  £  geben,  für  welchen  w  =  0  oder 

<PQ>)  -  <p(a)  =  (b  -  a)<p'(g) 
wird.     Dass  a  <  f  <  b  ist,  kann  man  durch  die  Gleichung  £  = 
a       &  P>  —  <*)  ausdrücken,  wenn  man  unter  #  einen  nicht  näher  be 
kannten  positiven  ächten  Bruch  versteht ;  die  vorige  Gleichung  laut*1 
dann : 

2)  <p(b)  —  y(a)  =  (6  —  «)y'(a  -f  #  [6  —  a]),  0  <  #  <  1 
oder  auch,  wenn  b  =  a  -\-  h  gesetzt  wird, 

3)  y(a  -f  h)  =  y(a)  -f  h(p'(a  -f-  0  <  #  <  1 
wobei  jede  der  Functionen  y  (x)  und  y'  (x)  endlich  und  stetig  blei 
ben  muss  von  x  —  a  bis  x  =  b. 

Die  Wichtigkeit  der  Formel  2)  wird  es  rechtfertigen,  wenn  wii 
einen  zweiten  Beweis  derselben  mittheilen,  welcher  noch  einfacher  ist 
und  die  Kenntniss  des  in  Abschn.  1.  entwickelten  Theoremes  nicht 
voraussetzt.  Denken  wir  uns  die  Differenz  b  —  a  in  n  gleiche  TheiU 
getheilt  und  bezeichnen  wir  einen  solchen  Theil  mit  <5,  so  ist 

ö  —  -  -,      b  —  a  —  nd\      b  =  a  4-  nd 

n 

und  identisch 

<p(b)  —  (p(a)  y(b)  —  <jP(") 

b  —  a  nÖ 

_  1  \(p(a  -f  6)  —  <p(a)  <p(a  +  26)  —  y(a  -f  8)  , . . 
~   n  L  d  +  ö  "+" 


y  (a  -j-  w  ä)  —  y  (a  -f  w  —  1  jj] 
+  ä  J 

In  Worten  heisst  dies:  der  Quotient         ~~  y(a)  ist  dasarith- 

o  —  a 

metische  Mittel  aus  den  n  Werthen ,  welche  der  Differenzenquotient 

<p(x  -f  ö)  -  <p(x) 
d 

annimmt,  wenn  der  Reihe  nach 

x  ==  a,    a  -f-  8,    a  +  20,  ,  . .  .    a  +  (n  — 
gesetzt  wird,  oder,  wenn  x  das  Intervall  a  bis  &  —     in  Absätzen 
von  Ö  zu  Ö  durchläuft.    Das  arithmetische  Mittel  aus  mehreren  Zah- 
len liegt  immer  zwischen  der  kleinsten  und  grössten  derselben; 
zeichnen  wir  daher  mit  M  den  grössten  und  mit  N  den  kleinsten 
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Werth,  welchen  der  genannte  Differenzenquotient  erreicht,  wenn  x 
rieh  auf  die  vorgeschriebene  Weise  ändert,  so  ist 

o  —  a 

Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  Ö  gegen  die  Null,  und 
dann  durchläuft  x  stetig  das  Intervall  a  bis  b;  der  Differenzenquo- 
tient wird  zum  Differentialquotienten,  M  geht  über  in  M ',  N  in  N\ 
und  die  vorige  Ungleichung  lautet  jetzt 

m'  >  *®  ~  *(a)  >  n: 

o  —  a 

Dies  ist  einerlei  mit  Dem,  was  unter  Nro.  1)  gefunden  wurde; 
die  übrige  Schlussweise  bleibt  dieselbe. 

Der  gewonnene  Satz  kann  auf  verschiedene  Weise  geometrisch 
interpretirt  werden,  je  nachdem  man  (p  (x)  als  die  zur  Abscisse  x  ge- 
hörende Ordinate  einer  ebenen  Curve,  oder  als  die  über  der  Abscisse 
/  stehende  Fläche  einer  anderen  Curve,  oder  als  Volumen  betrachtet. 
Wir  wollen  die  erste  Voraussetzung  genauer  untersuchen. 

pjg  7  In  Fig.  7  sei  die  ebene  Curve 

CPD  durch  die  Gleichung  y =qp  (x) 
bestimmt,  OA  =  a,  OB  =  6, 
AB  =b  —  a  =  h,  AC  =  <p  («), 
BD  =  (f(b)  =  cp(a  -j-  ä),  end- 
lich CE  parallel  und  gleich  AB; 
man  hat  dann  einerseits  DE=  BD 
—  AC  =  cp(b)  —  <p  (a),  ande- 
rerseits DE  =  CE  •  tan  DCE, 
mithin 

(p(a  -f  h)  —  (p(a)  =  h  tanDCE. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  von  C  bis  D  ununter- 
brochen verläuft  und  dass  die  Tangente  an  derselben  ihre  Richtung 
stetig  ändert,  wenn  der  Berührungspunkt  den  Bogen  CD  durchläuft, 
giebt  es  jedenfalls  eine  zur  Sehne  CD.  parallele  Tangente,  deren  Be- 
rührungspunkt P  zwischen  C  und  D  liegt;  es  ist  dann  Z.  D  CE 
~  <L  P  TM  =  x  und 

(p(a  -f-  h)  —  qp(o)  =  h  tanz. 
Für  OM  =  |  ist  weiter  tanz  =  qp'(£)  =  <p'(a  -f-  AM),  und 
da  AM  einen  Bruchtheil  von  AB  ausmacht,  so  kann  AM  =  fth 
gesetzt  werden.    Nach  diesen  Substitutionen  geht  die  vorige  Glei- 
chung in  Nro.  3)  über  und  bedeutet  geometrisch ,  dass  es  im  Allge- 

Sehne  einer  Curve  eine  parallele  Tangente  giebt 
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Nicht  überflüssig  ist  es,  sich  von  den  Ausnahmen  zu  überzeugen, 


Fig.  8. 


0 


welche  dieser  Satz  erleidet,  wenn  entweder 
(p(x)  oder  <p' (x)  oder  beide  Functionen 
discontinuirlich  werden.  So  erkennt  man 
augenblicklich  aus  Fig.  8,  dass  der  Satz 
nicht  mehr  richtig  zu  sein  braucht,  wenn 
die  Curve  von  C  bis  D  durch  imaginäre 
Ordinaten  unterbrochen  ist.  Setzen  wir 
ferner  voraus,  dass  <jp(.r)  zwar  reell,  aber 
discontinuirlich  zwischen  x  =  a  und  x  =  b,  dagegen  q>'  (x)  conti- 
nuirlich  sei,  so  besteht  die  Curve  aus  zwei  nicht  zusammenhängenden 
Bögen  C  H  und  KD,  wobei  die  Tangenten  in  H  und  K  parallel  lau- 
fen (Fig.  9);  auch  hier  giebt  es  keine  zu  CD  parallele  Tangente,  de- 
ren Berührungspunkt  zwischen  C  und  D  fällt.  Im  dritten  Falle,  wenn 
nämlich  (p(x)  continuirlich,  aber  cp'(x)  discontinuirlich  ist,  erleidet  zwar 
die  Curve  keine  Unterbrechung,  dagegen  ändert  die  Tangente  ihre 
Lage  sprungweise  zwischen  Cundl)  (Fig.  10),  d.h.  sie  geht  in  einem 
Fig.  9.  Fig.  10. 


Punkte  G  plötzlich  von  GH  nach  GK  über,  wodurch  die  Curve  eine 
Spitze  erhält.  Wiederum  gilt  hier  der  Satz  nicht,  da  eine  Parallele 
zu  CD  zwischen  Gr  7/ und  GK,  etwa  nach  GJ,  fallen  kann  und  dann 
keine  Lage  der  Tangente  darstellt.  Sind  endlich  (p(x)  und  qp'  (jr) 
gleichzeitig  discontinuirlich,  so  erhält  man  eine  ähnliche  Figur  wie 
Nro.  9),  nur  sind  in  diesem  Falle  die  Tangenten  in  H  und  K  nicht 
parallel;  die  Folgerung  bleibt  aber  dieselbe. 

Behufs  einer  zweiten  geometrischen  Deutung  denken  wir  uns 
(p  (x)  als  die  über  der  Abscisse  X  stehende  Fläche  einer  Curve ;  die 
Gleichung  der  letzteren  ist  dann  y  =  <p'  (x\  und  die  Formel  2)  ent- 
hält nun  den  unmittelbar  klaren  Satz,  daBS  die  über  der  Strecke  A  B 
stehende  Fläche  als  ein  Rechteck  angesehen  werden  kann,  welches 
A  B  zur  Basis  und  eine  mittlere  Ordinate  zur  Höhe  hat.  Aehnlich 
gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  <jp  (x)  als  ein  Volumen  be- 
trachtet  wird. 
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Trotz  ihrer  Einfachheit  ist  die  Formel  2)  doch  eine  sehr  wich- 
tige, die  viele  Anwendungen  gestattet.  Hier  nur  eine  derselben.  Für 

<p  (x)  =  log  sc  wird  <p'  (x)  =  — —  , 


log(a  +  h)  -  loga  -=  h  - 

setzt  man  an  die  Stelle  des  ächten  Bruches  #  das  eine  Mal  die  Ein- 
heit, das  andere  Mal  die  Null,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Unglei- 
chungen 

h  log  c. 


4)  log  (a  -f  /*)  >  log  a  -f 

5)  log  (a  -f  //)  <  log  a  -f 


h  löge 


a 

Bei  grossen  a  und  kleinen  h  können  diese  Formeln  zur  Berech- 
nung von  log(a  -\-  h)  dienen,  wenn  loga  bekannt  ist.  Wollte  man 
z.  B.  eine  bis  zur  Zahl  100000  gehende  Tafel  der  Brigg'schen  Loga- 
rithmen erweitern  und  etwa  log  100003  berechnen,  so  hätte  man  nach 
dem  Obigen 

<*>««>»»  >^'-^^- 


log  100003  <  5  -f 


3  .  0,43429448 
100000 


oder 

%  100003  >  5,000013028,       log  100003  <  5,000013029; 
beide  Zahlwerthe  stimmen  in  8  Decimalen  überein,  daher  ist,  mit 
Bäcksicht  auf  die  neunte  Stelle 

log  100003  =  5,00001303 
zu  setzen,  wie  man  auch  in  grösseren  Tafeln  angegeben  findet. 

III.  Durch  Verallgemeinerung  der  Schlüsse,  welche  zu  Formel  2) 
führten,  kann  man  noch  weiter  gehende  Resultate  erreichen.  Sind 
z.  B.  (p  (j-),  <p'  (jr),  $  (.r)  und  ty'  (x)  Functionen ,  die  von  x  =  a  bis 
x=b  endlich  und  stetig  bleiben,  und  deren  letzte  innerhalb  des 
genannten  Intervalles  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  be- 

w'(x) 

sitzt,  so  ändert  sich  der  Quotient      ;  ;  continuirlich  von  x  =  ah\B 

x  =  b\  sein  grösster  Werth  innerhalb  dieses  Intervalles  sei  M\  sein 
kleinster  N\  so  ist 

£gj  -  M'  negativ,       £||  -  N'  po»itiv, 
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ferner  wegen  des  positiven  ty'  (x) 

<jp'  (x)  —  M '  ty'  (x)  negativ,       qp'  (x)  —  N*  ty*  (x)  positiv. 

Der  erste  Ausdruck  kann  als  Differentialquotient  von 
u  =  (p(x)  -  <p(a)  —  M'[i\>(;x)  —  tl>(a)] 
angesehen  werden,  der  zweite  als  Differentialquotient  von 
v  =  <p  (x)  —  m  (o)  —  N'  [tp  (x)  —  i>  (a)l 
und  wie  in  Absch.  I.  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  u  eine  abneh- 
mende und  negativ  bleibende  Function  ist,  dagegen  v  eine  wachsende 
und  positive;  daraus  folgt 

(p(b)  —  cp(a)  —  Mf[tp(b)  —  ^(a)]  negativ, 
qp  (b)  —  <p  («)  —  N'  [^»  (b)  —  ij>  (aj]  positiv. 

Da  ferner  ty*  (x)  als  positiv  vorausgesetzt  wurde ,  so  ist  ip  (jr) 
eine  wachsende  Function,  (b)  —  i>(a)  positiv  und  nach  dem  Vo- 
rigen 

Lässt  man  in  dem  Ausdrucke 

(p(b)  —  _  (p'(x) 

l>Q>y  —  i>  («)     i?  (x) 

x  das  Intervall  a  bis  b  durchlaufen,  so  ändert  sich  der  Quotient  rech- 
ter Hand  stetig,  erreicht  einmal  den  Werth  M',  ein  ander  Mal  den 
Werth  N'  und  wird  demnach  einmal  grösser  und  einmal  kleiner 
als  der  links  stehende  Quotient;  es  giebt  daher  zwischen  a  und  b  we- 
nigstens einen  Werth  x  —  |  oder  x  =  a  +  &(b  —  fl),  für  welchen 
die  Gleichheit  beider  Quotienten  eintritt,  nämlich 

y(b)  -  y(q)      y'(a  +  »P>  -  "])     n   .  .  ^  1 
'      i>Q>)  -  *(a)  ~~  *'(a  4-  #p>  —  a])'       <^  *^ 

oder  für  &  —  a  =  /*, 

y(a  +  h)  -  y(a)  _  y'(a  +  *h)  . 
}      i>(a  +  h)  —  l>(a)  ~  WJ<*  + 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  auch  durch  folgende  Betrach- 
tung.   Wenn  wie  früher 

8  =   ,  mithin  b  —  a  4-  n  8 

n 

gesetzt  wird,  und  wenn  ferner  cp  (x)  und  ijf  (x)  von  x  —  a  bis  x  =  b 
endlich  und  durchaus  eindeutig,  d.  h.  continuirlich  bleiben,  so  hat 
man  zunächst  die  identische  Gleichung 
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_  y  (b)  —  <p(a)  _ 

y^-j-tfj  — y(g)-|-y(a-^-2cr)  —  yfa-j-J)-!  L  y<g -f- W(T)  —  qia  -f  yT^l<f) 

^(d-hcf)-  V'(«)-r-V'(a+2rf)-i/-(a-f  if)  + ...+  *<a  +  nS ,  -  ,:<a  -f^cT)' 
wobei  sowohl  im  Zähler  als  im  Nenner  n  Summanden  stehen ,  wenn 
jede  Differenz  als  ein  Summand  gerechnet  wird-  Hier  lässt  sich  der 
bekannte  Satz  anwenden,  dass  der  Werth  des  Quotienten 

Vi  4-  r»  4-  v,  4-  •  •  •  +  r. 
TT,  +  TT,  +  tf,  +  .  •  •  4-  tt, 

zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  der  einzelnen  Quotienten 

Jj_  Jl  J1 

liegt,  falls  IPii  TF2,  •  •  •  W„  sämmtlich  positiv  sind*).  Die  letzte 
Bedingung  ist  hier  erfüllt,  wenn  tp(x)  eine  wachsende  Function  von 
/  bedeutet,  und  unter  dieser  Voraussetzung  liegt  nun  Q  zwischen  dem 
trösten  und  kleinsten  der  Quotienten 

<p(a  -f  ö)  —  qp(q)         cp(a  +  2b)  —  y(a  +  6) 
*<a  +  ö)  -  *,(<,)'       *(«  +  26)  -  *(*  +  d)'"  W' 
d.  h.  ^  bildet  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  n  Werthen ,  welche 
der  Quotient 

y(*  4-  <*)  — 

qp(s  4-  d)  —  q,(x)   __   d  

+  (X  4.  0)  -  *r(jr)         *(.r  +  g  -  »(r) 

 3  

annimmt,   sobald  jp  die  n  Werthe  o,  a  4-  d,  o  4  2i,  

a  4  (n  —  1)  5  erhält    Bei  unendlich  wachsenden  n  wird 

y(s  4-  6)  —  (f(x) 

Lim  d  - 

t(x  +  <3)  -  »fr) 

  5  

*)   Der  grösste  der  genannten  Quotienten  sei  Mt  der  kleinste  N; 
*Q  hat  dann 


M  > 


i  >  JT,    Jlf>  ^  >  IT ,  .  .  .    *  >  £  >  N, 


*  ■  - 

and  durch  Multiplication  mit  den  positiven  Factoren  Wl ,  TF2 , . . .  TT« 
*  ^1  >  Vi  >  Ä"  TT, ,      M  W2  >  F2  >  N  W2  u.  s.  w. 
Indem  man  diese  Ungleichungen  addirt  und  nachher  mit  TFj  4~  JF2 
4  r-  ^-  dividirt,  erhält  man 

^  TFj  4-  TF2  -|-  •  •  •  -|-  TF„  ' 
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und  es  ist  nun  Q  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  unendlich  vie 

w'(x) 

Werthen ,  welche  -77-7-T  annimmt,  sobald  x  das  Intervall  a  bis  b  s 

V  (*) 

tig  durchläuft.  Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  einer  dieser  Wert 
etwa  der  für  x  —  £  ==  a  -{-  &  (b  —  a)  eintretende,  dem  Quoti 

ten  Q  gleichkommen  muss,  wofern  sich  ^fjjj  continuirlich  ändert  \ 

x~a  bis  x  =  b.  Uebrigens  kann  hierbei  ip'  (a)  oder  ip'  (b)  verschw 

q>'(x) 

den,  denn  es  wird  dadurch  die  Continuität  von    ,       innerhalb  1 

V  {?■) 

Intervalles  a  bis  b  nicht  gestört. 

Den  für  #(.r)und  ip'  (x)  angegebenen  Bedingungen  genügt  z. 
die  Function 

ip  (x)  =  bP  —  (b  —  x)p,        ip'(x)  =  p(b  —  x)p~  l, 
bei  welcher  in  der  That 

continuirlich  bleibt,  so  lange  #  die  Stelle  x  =  b  nicht  überschreit) 
und  9>'(^)  continuirlich  ist;  man  erhält  in  diesem  Falle  aus  Nro.  6 

8)      tpQ>)  -  9(*)  =  pilhS#y-i  ?>>  +  *P  ~  «])' 

Für  den  speciellen  Werth  _p  =  1  geht  diese  Gleichung  ii  di 
früher  unter  Nro.  2)  entwickelte  Formel  über. 


§.  9. 

Differentiation  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

I.  Wenn  z  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Variab 
x  und  y  betrachtet  und 

1) 

gesetzt  wird,  so  sind  drei  verschiedene  Aenderungen  zu  unterscl 
den;  es  kann  nämlich  entweder  x  allein  geändert  werden,  wahrem 
constant  bleibt,  oder  man  lässt  ?/  bei  constanten  x  sich  ändern,  01 
endlich,  man  setzt  voraus,  das  x  und  y  gleichzeitige  Aenderungen 
leiden.  Begreiflicherweise  ändert  sich  z  in  jedem  Falle,  da  aberui 
Aenderungen  verschieden  sein  können,  so  bedarf  es  einer  Unterscl 
dung  derselben,  und  zwar  nennt  man  die  erste  die  partielle  Aen< 
rung  von  z  nach  x,  die  zweite  die  partielle  Aenderung  nach  .v,  « 


4 
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die  letzte  die  totale  Aenderung  des  e  (nach  x  und  y).    Diese  drei 

Aenderungen  kann  man 
Fi*-  11  sich  leicht  veranschauli- 

chen, wenn  man  die  Glei- 
chung 1)  als  Gleichung 
einer  auf  rechtwinklige 
Coordinaten  bezogeneu 
Fläche  betrachtet,  etwa 
wie  in  Fig.  11,  wo  0  M 
=  *,  MN—y,NP  —  s 
ist.  Läset  man  hier  X 
allein  um  dx  —  M  Mx 
wachsen,  so  rückt  N  nach 
AT, ,  P  bewegt  sich  auf 
dem  Durchschnitte  der 
Fläche  mit  der  Ebene 
PNNi  und  erhält  die  neue 
Lage  1\  ;  der  Aenderung 
d  x  entspricht  daher  die 
partielle  Aenderung 

4  Z(x)  =  P\  Qi  =  /(*  +  y)  —  /(*,  y). 

Wenn  zweitens  y  allein  um  Jy  —  NN2  zunimmt,  so  rückt  P 
parallel  zur  Ebene  yz  auf  der  Fläche  fort,  etwa  bis  Pj,  und  et«  ist 
die  zagehörige  partielle  Aenderung 

4*<d  —  &2  Qt  =  /(*i  y  +  4y)  —  /"(*.  .*/)• 

Im  Fall  endlich  x  um  4x,  und  gleichzeitig  y  um  J  y  zuuimmt, 
gelangt  N  nach  N:U  P  nach  Pn  und  es  entsteht  die  totale  Aenderung 

dz{x,  y)  =  -ft  &  =      -f  -^»i  y  +  ^?/)  — :'/). 

Was  nun  die  partiellen  Aenderungen  betrifft,  so  sind  dieselben 
sehr  leicht  zu  behandeln.    Der  Differenzenquotient 

^g(x)  _  f{p  +        y)  —  fix,  y) 
Ax  /ix 

ist  nämlich  ganz  so  gebildet,  als  wäre  y  eine  Constante,  und  es  be- 
darf daher  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  dx  nur 
eines  Zeichens,  dass  x  hier  als  alleinige  Variabele  angesehen  wurde. 
Für  den  Grenzwerth  linker  Hand,  d.  h.  für  den  partiell  nach  x  ge- 
nommenen Differentialquotienteu,  benutzt  man  eins  der  Zeichen, 

dx   9  \dx)  '  dx  ' 

von  denen  das  letzte  am  bequemsten  ist  ;  den  Grenzwerth  rechter 
»chiömilch,  Analyst*  4 
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Hand,  d.  h.  die  partiell  nach  x  derivirte  Function,  bezeichnet  man  mi' 
/*(**,  y),  und  hat  nun 

oder 

2)  8,*==/{(*,y).d*. 

Dem  entsprechend  ist  für  das  zweite  partielle  Differential 

3)  a,*  Jf).  8* 

So  erhält  man  z.  B.  aus 

V 

z  —  arctan  -L— 
x 

nach  den  gewöhnlichen  Regeln  die  beiden  partiellen  Differentiale 

dTz  —  -  dx  ,      duz=-\  dy. 

x*  -f-  ?/2      '        *        T      +  ?/2  y 

Was  endlich  die  totale  Aenderung  betrifft,  die  man  schlechthin 
mit  zu  bezeichnen  pflegt,  so  kann  man  dieselbe  in  folgender 
Form  darstellen 

/fr,  g  -j-  dy)  — /(*,  y)  . 

und  es  ist  nun  zu  untersuchen,  welchen  Grenzen  sich  die  vorkommen- 
den Quotienten  bei  gleichzeitig  verschwindenden  dx  und  dy  nä- 
hern. Beachtet  man,  dass  der  Zähler  des  ersten  Quotienten  ebenso 
gebildet  ist,  als  wenn  y  +  dy  constant  und  nur  x  um  dx  geändert 
wäre,  so  erhellt  augenblicklich  die  Anwendbarkeit  der  Formel  2) 
des  vorigen  Paragraphen  und  dann  hat  man  für  a  =  a:,  /*  =  ^.r 

f{x  ±dx,yA-dy)  =f(x,y  +dy)  +  dxfl(x  +  &dx,y+  dy\ 

mithin  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende 

5)  dz  —  fr(x  +  %  dx,  y  +  dy)  .  dx 

(  /Qr,  y  +  zfy)  —  f(x>V)  jj. 
dy 

Bei  verschwindenden  ^/x  und  dy  wird  nun 

Limfi(x  +  ftdx,  y  +  dy)  =  /{(»,  y), 

mitliin  aus  der  vorigen  Gleichung 

<i)  dz  =r  /T'(z,     .  </*  4-  yj(*f  i/)  .  dy 
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oder 

7) 


mehrerer  Variabelen. 


dz  dz  , 

de  =  dSdx  +  ä^* 


51 


Statt  der  Gleichung  6)  kann,  den  Formeln  2)  und  3)  zufolge 
anch  geschrieben  werden 

8)  de  =  dxz  +  dp  z, 

und  es  liegt  hierin  der  Satz,  dass  das  totale  Differential  einer  Func 
tion  gleich  ist  der  Summe  ihrer  partiellen  Differentiale. 

Der  geometrische  Sinn  dieses  Resultates  erhellt  aus  folgender 


Fig.  12. 


Betrachtung.  Denkt  man  sich 
in  der  Gleichung  z  —  /(*,  jf) 
vorerst  y  als  constant,  so  hat 
man  die  Gleichung  der  Curve 
P  P\ ,  in  welcher  die  Fläche 
von  der  Ebene  PN  Nx  \\  xz 

geschnitten  wird,  daher  ist  — 

ex 

die  Tangente  des  Winkels 
QxPTx  (Fig.  12),  welchen  eine 
durch  P  an  die  Curve  P  P,  ge- 
legte berührende  Gerade  mit 
der  x-Achse  einschliesst.  Aus 
ganz  ähnlichen  Schlüssen  folgt, 


cz 


fllN  —  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  (J9  P  1\  dar- 
stellt, welchen  die  Tangente  am  Schnitte  PP2  mit  der  y-  Achse  bil- 
det   Es  gelten  daher  die  Gleichungen 


flbH-Jj-J»*. 


Durch  die  Tangenten  P  T\  und  P  T2  kann  man  eine  Ebene  le- 
gen, welche  von  P3  QA  in  einem  Punkte  2a  geschnitten  wird;  das 
Viereck  P  2\  T3  T2  ist  dann  ein  Parallelogramm,  und  wenn  man  noch 
Tj  17 1|  2>  Qt  zieht,  so  erhält  man  die  congruenten  Dreiecke  Ja  t/  T:i 
and  JP  ft  Tlf  mithin  T3  U  =  Tx  Q{.    Dies  giebt 

T,  =  T$  V  +  tffc  ss  &  Ti  +  %  r* 

Je  kleiner  nun  P  @,  und  P  Qi  genommen  werden,  um  so  näher 
rückt  P,  an  T, ,  P9  an  1\ ,  P;1  an  T3 ,  um  so  genauer  gelten  daher 
auch  die  Beziehungen 

4* 
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diese  sind  identisch  mit  den  Gleichungen  2),  3)  und  8),  weil  ein  ge- 
gen die  Null  con vergütendes  PQ\  mit  dx,  ebenso  P  Qj  mit  dy  be- 
zeichnet werden  inuss  und  Qi  P\ ,  Q2  P<§  ,  Qa  P%  die  entsprechenden 
Zunahmen  dx z ,  dvz,d z  darstellen.  Mit  einem  Worte :  je  näher  die 
Punkte  Pj ,  P2 ,  P.i  dem  Punkte  P  liegen ,  um  so  eher  ist  es  erlaubt. 
P,  und  P2  als  Punkte  der  Tangenten  P  Tx ,  PT2,  und  P3  als  einen 
Punkt  der  anschliessenden  Ebene  Tx  P  jf2  zu  betrachten.  In  der  That 
wird  sich  in  Cap.  III.  zeigen,  dass  diese  Ebene  die  Fläche  berührt. 

II.  Bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  gestaltet  sich  die  Sache 
sehr  ähnlich.  Aus 

u  —  F(«,y,*) 
erhält  man  für  die  totale  Differenz 

du  =  F(x  -f  dx,  y  +  dy,  z  -f  dz)  —  F(x,  y,  z), 
wofür  geschrieben  werden  kann 

ju  =  F(x-\-dx,y  -\-  dy,z  +  dz)  —  F(x,y  +  dy,z  -f        ^  x 

dx 

F(x,y  +  dy,z  +  dz)  —  F(x,y,z  -f  ^z)J 

d y 

,   F(x,y,z  +  dz)  —  F{x,y,z)dc 

dz 

Unter  Anwendung  der  Formel  2)  in  §.  8  wird  hieraus,  wenn 
und  i\  positive  ächte  Brüche  bezeichnen, 

du  —  F£(x  -f  d dx,  y  +  dy,  z  -f  dz)  .  dx 

+  Ffa,  V  +  *  +  • 

F      y,z  +  £g)  -  F(s,yt  g) 
T  dz 
und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

9)    </«  =  Fr' (#,*/,*)  .  dx  +  F{(x,y,z)  .       +  F,' (#,?/,*)  .  dz 
oder 

.  du  ,      ,    tf«  . 

=  d«  W  -f-  #  *  W  +  Ör  «  • 

Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  beliebig  viele  Variabele  aus- 
zudehnen und  führen  zu  dem  allgemeinen  Theoreme:  Das  totale 
Differential  einer  Function  beliebig  vieler  Variabelen  ist 
die  Summe  der  partiellen  Different ial e  jener  Function. 
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§.  10. 

Differentiation  unentwickelter  Functionen. 

* 

I.  Besteht  zwischen  zwei  Variabelen  x  und  y  eine  Gleichung, 
die  man  immer  auf  die  Normalform 

1)  f(x,y)  =  o 

bringen  kann,  so  sind  nicht  beide  Variabele  willkührlich ;  denn  durch 
Auflösung  der  Gleichung  nach  y  würde  man  ein  Resultat  von  der 
Form 

y  =  <p(*0 

erhalten,  wo  nun  y  von  x  abhängig  ist.  Lässt  sich  diese  Reduc- 
tion  ausführen,  so  kann  auch 

dy  _ 

nach  den  früheren  Regeln  abgeleitet  werden ;  dies  geht  jedoch  nicht 
mehr,  wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  mithin  y  eine  unent- 
wickelte (implicite)  Function  von  x  ist  Man  hilft  sich  dann  auf 
folgende  Weise. 

Aus  der  Gleichung  1)  erhält  man  zunächst,  weil  sie  für  alle  x 
und  die  zugehörigen  //  bestehen  soll, 

l)  f{x  +  Jx,y  +  Ay)  =  0; 

Die  Differenz  der  Gleichungen  2)  und  1),  dividirt  durch  /Ix, 
liefert  weiter 

f(x  +  Jx,y  +  Jy)  —  f(x,  y) 

—   —  u. 

Auf  der  linken  Seite  kann  man  dieselbe  Transformation  vorneh- 
men, die  im  vorigen  Paragraphen  benutzt  wurde,  nämlich 
Hi  +  4x,y  +  4y)—f{x,y  +  Jy)     f(x,y-\-Ay)—f(x,y)  Ay  Q 
Ax  dy  dx 

and  hier  gelten  fast  wörtlich  dieselben  Schlüsse  wie  dort;  man  erhält 
r*im  Grenzübergange 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  sobald  man  in 
Formel  6)  des  vorigen  Parapraphen  z  =  0  setzt  und  die  entstehende 
Gleichung  durch  dx  dividirt;  in  der  That  ist  es  auch  für  die  Unter- 
suchungen des  §.  9  vollkommen  gleichgültig,  ob  man  xy  y,  z  etc.  als 
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willkührlich  oder  als  von  einander  abhängig  betrachtet.  Aus  Nro.  3) 
folgt  nun 

}  dx  -      fl(x,  y) 

oder,  wie  man  liäufig  kürzer  schreibt, 

8/ 


5) 


dy  dx 


dx  df 


dy 


Die  hiermit  f ür  4^  =  9>'(#)  gewonnene  Formel  enthält  zwar 

dx 

noch  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben ,  dessen  Werth 
aber  gefunden  werden  kann,  sobald  x  einen  speciellen  Zahlwerth  be- 
kommt; dann  wird  nämlich  die  Gleichung  f(x ,  y)  =  0  zu  einer  nu- 
merischen Gleichung  mit  der  einen  Unbekannten  y,  und  jede  solche 
Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  aufgelöst  werden. 

Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichung: 

f(x,  y)  =  y*x»  —  2y*x*  +  3#  —  6s  =  0, 

die  in  Beziehung  auf  y  nicht  lösbar  ist,  so  folgt: 

Up*}  =  3l,>z'-ty*x-6 
ex 

und  mithin  ist 

dy_ 


dx 


_       3y*x*  -  4y*x  -  6 


Für  x  =  1  z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in  die 
numerische  Gleichung  über: 

*/*  —         +  Sy  —  6  =  0, 

deren  einzige  reelle  Wurzel  «/  =  2  ist;  dem  Werthe  x  =  1  ent- 
spricht also  g>  (1)  =  2  und 

,   .  _  _  3  .  2»  —  4  .  2*  —  6       _  26 
V  ^  '  ~~       5  .  2<  —  8  .  2»  +  3  ~~  19 

Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  von 
*  die  zugehörigen  Zahl  werthe  von  <p(x)  und  (p'(x)  aufsuchen  können. 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

4#3  —  3y  -j-  sinx  =  ü. 
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Hier  ist 


cf(x, 


dx  '  dy 

mithin 

dy  cosjc 

dx  ~  3(1  —  4y*)  ' 
Der  vorliegende  Fall  gestattet  eine  Probe.    Die  Wurzel  der 
obigen  Gleichung  ist  nämlich  y  ==  sin  \  x,  wie   man  mittelst  der 
goniometrischen  Formel: 

4sin*A  —  SsinA  +  sinSA  =  0 
leicht  finden  wird.    Es  müsste  also 

 cosx  d  (sin  \  x) 

3(1  —  4 s/m2  Ja;)  dx 
sein,  und  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel 

cos  3  A  =  cos  A  (1  —  4sin2A) 
für  A  =  |  x  anwendet  und   andererseits  sin  \  x  auf  gewöhnliche 
Weise  differenzirt. 

II.  Bei  Functionen  von  drei  und  mein*  Variabelen  gestaltet  sich  die 
Sache  ganz  ähnlich.  Besteht  z.  B.  zwischen  den  drei  Variabelen  x, 
V,  z  die  Bedingungsgleichung 

6)  F(x  ,  jf,  jr)  =  0    oder  kürzer  F  =  0, 

so  würde  durch  Reduction  auf  z  ein  Resultat  von  der  Form 

1)  z  =  #(x,  y) 

zum  Vorschein  kommen,  und  dann  hätte  es  keine  Schwierigkeit,  die 

»- »"■"'■ "  fe-'S---  — - 

Ohne  jene  Reduction  vorzunehmen,  kann  man  aber  auch  folgender- 
maassen  verfahren.    Nach  Nro.  9)  des  vorigen  Paragraphen  ist  für 

0  =  Fi  .  dx  +  Fl  .  dy  -f  Fl  .  dz 

oder 

dFj     ,  ÖF,     ,   dl»'  . 
0  =  ~-dx  4  -f  ^-dz\ 

dx  dy  dz 

»eil  ferner  z  von  x  und  y  abhängt,  so  hat  man  auch  nach  Nro.  7) 

m§.  9 

dz  dz 

d2=d-xdx  f  diidlh 

mithin,  wenn  dieser  Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  und 
mit  d  x  dividirt  wird, 
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n  _  /dF  .   dF    dz\   .   fdF  .   dF    dz\  dry 
~  \  dx  +  dz  '  dx)  +  \dy  +  dz  '  dy)  dx' 
Da  x  und  1/  von  einander  unabhängig  sind,  so  hängt  auch  dt 

dy 

nicht  von  dx  ab,  folglich  ist  -j^  ein  Quotient,   dessen  Zähler  unc 

Nenner  ganz  beliebige  (nur  gegen  die  Null  convergirende)  Grössen 
sind,  und  der  ebendesshalb  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann;  in 
der  That  würde  es  frei  stehen,  dy  —  qdx  zu  setzen,  wo  q  irgend 
eine  willkührliche  Grösse  bezeichnet.  Unter  diesen  Umständen  ist 
die  vorige  Gleichung  so  lange  unmöglich,  als  nicht  der  Inhalt  jedei 
Parenthese  für  sich  =  0  ist;  dies  giebt 

dF  dF 
dz  dx  dz  dy 

}  ~dx  ~~  ~    dF  1  dTi  —  ~   dF  ' 

dz  dz 
Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  viel  kürzer  durch  fol- 

dz 

gende  Ueberlegung.    Wenn  —  gesucht  wird,  so  gilt  y  als  Constante 

ox 

und  daher  kann  für  diesen  Zweck  die  Gleichung  F  —  0  so  ange- 
sehen werden,  als  enthielte  sie  nur  die  unabhängige  Variabele  x  und 
die  abhängige  Variabele  z\  es  ist  folglich 

dF,  dF^ 

und  hieraus  erhält  man  die  erste  der  Formeln  in  Nro.  8).  Die  zweite 
Formel  findet  sich  durch  die  analoge  Bemerkung,  das«  bei  der  Ent- 

dz 

Wickelung  von  5—  keine  Rücksicht  auf  x  zu  nehmen  ist. 
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Mehrfache  Differentiationen. 

§.  n.' 

Grundbegriffe  und  Bezeichnungen. 

Da  im  Allgemeinen  der  Differentialquotient  einer  Function 

V  =  /(*) 

wiederum  eine  Function  von  x  ist,  so  kann  die  Operation  des  Diffe- 
renzirens  auch  auf  diese  neue  Function  angewendet  werden  und  dann 
entsteht  der  Differentialquotieut  des  Differentialquotienten,  der  sogen, 
zweite  Differentialquotient.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrene 
(tagt  man  zum  dritten,  vierten  u.  s.  w.  Differentialquotienteu.  So 

prh«]t  man  z.  B.  von  '\  x  V x  als  ersten  Differentialquotienten  : 

d  (Ix*)  i 
— — — -  =  x  *  —  V  x, 
dx 

tk  zweiten : 
l«  dritten : 

— —  2___77u.6.w. 

Wie  mau  sieht,  hat  eine  solche  successive  Entwickelung  der 
Merentialquotienten  höherer  Ordnungen  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit, und  es  bedarf  daher  nur  noch  einiger  Worte  über  die  rich- 
tige Bezeichnung  derselben. 

Da  schon  früher  der  Differentialquotient  oder  die  derivirte  Func- 
tion von/(.r)  mit  f'{x)  bezeichnet  wurde,  so  liegt  es  nahe,  für  die 


Digitized  by  Google 


58      Cup.  II.   §.  11.   Grundbegriffe  und  Bezeichnungen. 

weiteren  Differentialquotienten  oder  derivirten  Functionen  \on/(x) 
die  Symbole  f"  (x),  /'"  (x)  etc.  zu  benutzen ;  hiernach  ist 

überhaupt  allgemein,  wenn  9»  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

wobei  /(o)  (#)  für  /(sc)  zu  rechnen  ist. 

Eine  ganz  ähnliche  Bezeichnung  wird  auch  in  Beziehung  auf  y 
gebraucht;  man  setzt  dann 

mithin  ist 

ff  <*>=/«>(») 

das  symbolisch  ausgedrückte  Resultat  einer  n  maligen  Differentiation 
der  Gleichung  1). 

Nicht  selten  bezeichnet  man  einen  Differentialquotienten  durch 
ein  vorgesetztes  B  z.  B. 

B  (x2)  —  3  x2,  B  sin  x  =  cosx\ 

die  successiven  Differentialquotienten  von  y  müssen  dann  folgender- 
maassen  geschrieben  werden: 

By  ,  BBy  ,  BBBy  u.  s.  w. 
Da  jedoch  ein  vielmaliges  Hinsetzen  von  B  weder  bequem  noch 
übersichtlich  ist,  so  hat  man  sogen.  Wiederholungsindices  eingeführt 
und  schreibt 

By,   D*y,   B*y  u.  s.  w., 

also  allgemein 

Bny  =  Bnf(x). 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  dass  hier  n  keinen  Po- 
tenzexponenten von  D,  sondern  nur  die  n  malige  Anwendung  der 
Operation  B  (der  Differentiation)  bedeuten  soll. 

Die  zwar  umständlichste  aber  consequenteste  Bezeichnung  er- 
giebt  sich,  wenn  man  in  Nr.  3)  jede  Gleichung  in  die  nächstfolgende 
substituirt.    So  ist  zuvörderst 


ä 


y"  = 


\dx) 


dx 

doch  lässt  sich  dies  noch  abkürzen.  Unter  der  Voraussetzung  näm- 
lich, dass  x  die  unabhängige  Variabele  ist,  bedeutet  dx  einen  gegen 
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die  Null  convergirenden ,  im  Uebrigen  aber  willkührlichen  Zuwachs 

1 

des/,  den  man  z.  B.  dadurch  bilden  kann,  dass  man  dx  =  — 

CO 

setzt  und  co  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchlaufen  lasst, 
Ebendesswegen  ist  dx  nicht  von  x  abhängig,  sondern  constant  in 
Beziehung  auf  x,  wie  es  sich  sonst  auch  ändern  möge.  Dagegen  ist 
dy  kein  willkührlicher  Zuwachs  des  y,  sondern  von  x  abhängig 

dy 

[dj/=/'(a:)  .  dx],  mithin  besitzt  der  Bruch        eineu  variabelen 

Zähler,  aber  einen  im  obigen  Sinne  constanten  Nenner  und  folglich 

ist  nun 

ddy 

V  — 


dx  .  dx 

Im  Zähler  benutzt  man  zur  Abkürzung  den  Wiederhol ungsindex, 
im  Nenner  ist  dx  .  dx  das  Quadrat  von  dx,  wofür  man  (dx)*  oder 
kürzer  dx2  zu  schreiben  pflegt;  demnach  hat  man 

'  dx* 


Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 


,„  _  ^1:_L  __    ddly    _  (p£ 
*  dx  dx  .  dx*       dxs  U"  8'  W' 

Für  den  wten  Differentialquotienten  von  //  =  f(x)  gelten  also 
folgende  Bezeichnungen 

dx*  *  J 

dnf(x) 

^dx^-  =  I)nf{x)=f 

wovon  man  in  jedem  einzelnen  Falle  die  gerade  bequemste  wählt. 

In  dem  Vorigen  gilt  der  n  te  Differentialquotient  immer  als  das 
Resultat  von  n  nach  einander  ausgeführten  Differentiationen,  und  dem 
entsprechend  haben  wir  bis  jetzt  keine  andere  Definition  desselben 

^-'»«te^M.  /'"-'>(*  +  ^)-/«--.>(*); 

man  kann  aber  fragen,  nach  welchem  Gesetze  f^n)(x)  mit  der 
ursprünglichen  Function  f(x)  zusammenhängt,  oder  welche  Opera- 
tionen mit  f(x)  vorgenommen  werden  müssen ,  wenn  man  daraus 
sofort  /W  (x)  herleiten  will ,  ohne  die  zwischenliegenden  Functionen 
/'(*)  »/"(*)  ,  •  •  -  /(n  "  !)(*)  zu  berechnen.     Da  /'(*)  der  Grenz- 
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werth  des  ersten  Differenzenquotienten  ist,  so  lässt  sich  vermuthen, 
dass  f(n)(x)  der  Grenz  werth  des  nten  Differenzenquotienten  sein 
werde;  dies  wollen  wir  genauer  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  /ix  kurz  mit  h,  so  ist  der  erste  Differenzen- 
quotient von  f(x) 

/lf{x)  _  f{x  +  h)  -/(*), 
*}  h 

daraus  erhalten  wir  den  zweiten  Differenzenquotienten,  wenn  wir 
rechter  Hand  x  um  h  wachsen  lassen,  von  dem  so  gebildeten  Aus- 
drucke den  ungeänderten  Bruch  abziehen  und  den  Rest  durch  Ax 
==  h  dividiren;  es  ist  also 

A  ± m   /(*        ^x  ±  ®  _  f(*  ± ;t)  - 

/fx  h  h 


Jx  h 
oder  kürzer 

4*f(x)  _  f(x  +  2h)  -  2f(x  -ffe)+  m 
}            /Ix*    ~~  h* 

Durch  die  nämlichen  Operationen  gelangt  man  zu  dem  dritten 
Differenzenquotienten 

f(x)  _  /  (x  +  3  Ii)  -  Sf(x  -f2/0-f3/(x  4-  h)  -/W 
;  Jx'    ~  h* 

und  indem  man  auf  diese  Weise  fortgeht,  bemerkt  man  leicht,  dass 
der  wte  Differenzenquotient  unter  folgender  Form  enthalten  ist 

«  «*•/<*) 


/(x  +  nh)  —  C,f(x  +  n—  lh)  +  df(x  +  n—  2h)  ±/(*) 

=   h~"  1 

wonn  C\ ,  G> »  etc.  gewisse  Zahlencoefficienten  bedeuten.  Diesi 
hängen  zwar  von  n,  nicht  aber  von  der  speciellen  Natur  der  Fun«? 
tion  f(x)  ab,  sie  lassen  sich  daher  bestimmen,  wenn  man  f(x)  m 
wählt,  dass  der  nte  Differenzenquotient  von  f(x)  unmittelbar,  d.  Ii 
ohne  Anwendung  der  Formel  7)  entwickelt  werden  kann.  Die  pas 
sendste  Wahl  dieser  Art  ist  f(x)  =  ax\  man  hat  dann 
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Ja'  ah—  1 

—z —  =  aT  :  , 

dx  h 

a»  —  1  «A  —  1 

or+  *  .  —  a*  - 

Jig*  h  


s-=..(^)' 


mithin  aus  Formel  7)  nachdem  man  ^/j*"  gegen  /i",  und  beiderseits 

abgestrichen  hat, 
(ak         J)«  _  anh  _  Q        -  DA  Ä(Ä  -  |)A  _  .  .  .  j-  ^ 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Coefßcienten  C'i,  C|t  C3  etc. 
mit  den  Binomialeoefncienten  (n), ,  (w)j ,  (w) .  etc.  identisch  sind ;  die 
allgemeine  Formel  7)  lautet  daher 


f(s  +  nh)  -  («),  fix  +  »  -  1  /Q  +  (»),  /(,  +  »  -  2  /,)  

 t-  

Um  nun  zu  entscheiden,  welchen  Grenzen  sich  die  in  5),  6)  und 
ä)  verzeichneten  Ausdrucke  nähern,  falls  J x  =  h  gegen  die  Null 
convergirt,  setzen  wir  für  den  Augenblick 

/(J  +  ;p  -  /(x)  ^  9  w 

und  erhalten 

wo  p  gleichzeitig  mit  /*  die  Null  zur  Grenze  hat.  Aus  der  vorher- 
gebenden Gleichung  ergiebt  sich 

mithin  ist  nun 

±m  __  f\*  ±  *)  -SM  ,  fl  _  ^rw  ,  0 

tmd  durch  Uebergang  zur  Grenze 

Setzen  wir  ferner 

/(s  +  2»)  -2/(*  +  *)+/(*) 

^  =  vW. 
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so  haben  wir 

lim  _  »(*  ±  »  -  »w        .  n 

_  /'(»  +  2ft)  —  2/'(s  +  g  +/'(x) 

durch  Uebergang  zur  Grenze  wird  hieraus,  wenn  man  von  der  Glei 
chung  9)  in  der  Weise  Gebrauch  macht,  dass  man  f  für  /  schreibt, 

Der  weitere  Fortgang  dieser  Schlüsse  ist  leicht  zu  überseher 
und  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 

11)  Um^ß-=r*{x\ 

womit  die  aufgestellte  Vermuthung  ihre  Bestätigung  findet. 

Auch  in  diesen  successiven  Differentiationen  kann,  wenigstens 
bis  zu  gewisser  Ordnung,  ein  geometrischer  Sinn  liegen.  Denken 
wir  uns  z.  B.  f{x)  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  einer 
ebenen  Curve,  so  ist  f{x)  die  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate, 
und  f"(x)  die  trigonometrische  Tangente  des  entsprechenden  Be- 
rührungswinkels. Hiernach  lässt  sich  das  anfangs  erwähnte  Beispiel 
leicht  interpretiren,  und  zwar  gelten  die  erwähnten  Beziehungen  für 
eine  Parabel,  deren  Parameter  =  1  ist. 


§.  12. 

Höhere  Differentialquotienten  der  einfachsten  Functionen. 

L  Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  für  die  Potenz  gelten- 
den Differentiationsregel  findet  man  sehr  leicht 

D*(xf)  =  ft  O  -  1)  xt*-2, 
D*(xf)  =  p  (f*  —  1)  Ü*  —  2)  ^~3, 
und  überhaupt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 

1)       Dn  (xf4)  =  ft  (ft  —  1)  (fi  —  2)  .  .  .  (fi  —  [«  —  1]) 
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Auf  gleiche  Weise  kann  die  Differentiation   der  allgemeineren 
Potenz  (a  +  bx)**  ausgeführt  werden;  das  Resultat  lautet 
2)      D*(a  +  bx)P=n(ii— 1)0*— 2)...(ji— [n—  l])6"(«+6x)'M-". 

Ist  fi  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  itte  Differentialquo- 
tient  constant,  mithin  haben  alle  folgenden  Differentialquotienten  den 
gemeinschaftlichen  Werth  Null. 

Für  u  =  —  1  und  für  u  =r  —  }  ergeben  sich  aus  Nr.  2)  die 
häufig  vorkommenden  specielleren  Formeln- 

1       _  (-1)"  1  .  2  .  3  ...  n.b* 

';  -|-  6  *  (a  +         +  1 

41  n*         1        =  (-l)*l*3.5...(2»-l)b« 

4-  fe/  2"      4-  bx)«  Va  ±bx 


II.  Bezeichnet  M  den  Modulus  des  Systems,  worin  logx  ge- 
nommen wird,  so  hat  man 

mithin  durch  beiderseitige  (w  —  1) malige  Differentiation 

D*  logx  =  MD«  -  1  —  • 

Der  Werth  des  rechts  stehenden  Differentialquotienten  lässt  sich 
aus  Nr.  3)  ableiten,  wenn  man  «  =  0,6=1  und  n  —  1  für  w 
setzt,  man  erhält 

ci  t,„  i  ^  (  —  1)"  -  1  1  .  2  ...  (,/  —  1) 

5J  D*  logx  =  M  -   . 

xn 

Auf  gleiche  Weise  gelangt  man  zu  der  allgemeineren  Formel 

a\  j-v „  ,     ,        h,       „(—  1)"-  1  1.2...  (n—  1)6" 

6)  D*  log  («  +  bx)  =  *  i  -  +  — i  L_. 

III.  Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  successive  Differentiation 
der  Exponentialgrösse ;  es  ist  nämlich 

Da*  =  ax  la  ,  Wa*  =  a*  (la)«  ,  7)3      =  a*  (/a)3,... 
daher  allgemein 

7)  D»  a'  =  a1  (/«)". 

Für  «  =  e^,  woraus  la  =  ß  folgt,  hat  man 

8)  D*       =  /3«  e^*. 

IV.  In  Beziehung  auf  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar 
verständliche  Gleichungen 
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D  sinx  —  cosx  —  sin  (\  n  +  x), 
D*sinx  =  —  sinx  =  sin  it  +  z), 
D*sinx  =  —  cosx  =  sin  (  %  tc  -f-  x), 
D*sinx  =  -f  sfwic  —  s/w  (|  jr  -f-  #)> 

u.  s.  w. 

die  allgemeine  Formel  lautet  demgemäss 

9)  Dn  sinx  —  sin  (j-  %  +  x^  • 

V.  Für  den  Cosinus  gilt  eine  sehr  ähnliche  Rechnung,  aus  der 
man  findet 

10)  Dn  cosx  —  cos        n  + 

Weit  verwickelter  gestalten  sich  die  höheren  Differentialquotien- 
ten von  spcx,  tcmx,  cscx,  cot  r,  aresin  x  und  aretanx;  bevor  wir 
etwas  Genaueres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  erst  die  Diffe- 
rentialquotienten zusammengesetzter  Functionen  untersuchen. 


§.  13. 

Die  höheren  Differentialquotienten  zusammengesetzter 

Functionen. 

I.  Sind  u  und  ?•  Functionen  der  unabhängigen  Variabelen  ff, 
ferner  a  und  b  constante  Grössen,  so  hat  man  nach  §.  6,  Nr.  3) 

D(au  -\-  bv)  =  a  Du  -\-  b  Dr\ 
hieraus  folgt,  wenn  beiderseits  weiter  differenzirt  wird, 
D*(a«  +  bv)  =  a  D*u  +  b  2)2r, 

D3(at(  +  bv)  =  ö  2)3?f  +  bZ)*f\ 
und  allgemein 

1)  Dn{au  4-  6»)  =  a  Dnu  +  b  Dnr. 

Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck   sehr  leicht 

1  —  x- 

zu  differenziren,  wenn  man  die  identische  Gleichung 

_L_  _  .  i_JL_  + 


1  —  x*      Ml  —  z   1    1  4- 
beachtet;  mit  Hülfe  von  Formel  3)  des  vorigen  Paragraphen  erhält 
man  nämlich 

,    1    ,  =  2.3.4...«  L  V-TT  +  /,  ^""SItI ' 
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IL  Die  Regel  für  die  Differentiation  eine»  Productes  aus  zwei 
veränderlichen  Factoren  liefert,  mehrmals  nach  einander  angewendet, 
folgende  Gleichungen 

D  (u  r)  =  u  .  Dv  -\-  Du  .  v 

DHu  v)  =  u  .  DV  +  2  Du  .  Dv  +  Dhi  .  v 

D*(uv)  =  u  .  D*v  -f  3  Du  .  IPv  +  SD*M  .  Dt  +  2>»fi  .  v. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  der  nie  Differentialquotient  folgende 
Gestalt  besitzen  muss 

2)  fr(uv)=  AqU.D"!-  +  Ax  Du.D*  ~  lv  +  At D*u.  IT  ~  2v+~- 

 +  Au  _  i  D"  -  1  m  .  Dr  -f  An  D*u  .  r, 

worin  Aq  ,  ,  -4a ,  .  .  .  .A*  gewisse  noch  unbekannte  Zahleneoeffi- 
rienten  bedeuten,  die  nicht  von  der  Natur  der  Functionen  u  und  t?, 
sondern  nur  von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differentiationen,  d.  h. 
tob  w  abhängen.  Wählt  man  demnach  u  und  v  im  speciellfn  Falle 
§0,  dass  die  beiderseits  in  Nro.  2)  angedeuteten  Differentiationen  auf 
gewöhnlichem  Wege  ausführbar  sind,  so  erhält  man  eine  Bedingungs- 
t'ltichung  für  jene  Coefficienten.  Diese  Bemerkung  dient  zur  Be- 
stimmung von  Ao ,  A\  ,  .  .  .  An.    Wir  setzen  nämlich 

u  =  t**,   v  =  ex,  mithin  uv  =  e11  + 
woraus  für  ganze  positive  p,  q  und  n  folgt 

D>u  =  ßPeP*,    D*v  =  e*y     Dn(ui)  =  (1  +  ß)neV  +  Vr; 
indem  wir  diese  Werthe  für  die  Gleichung  2)  benutzen  und  am  Ende 

den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Factor  e&xex  =  e^l^~^x  weg- 
lassen, gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

(i  +  »- 

=  A,  +  Atß  +  A,ß*  +  ••••  +  A.-X{i'-i  +  A.ß'. 
Hieraus  erkennt  man  sofort,  dass  die  Coefficienten  Aq  ,  A\ ,  A  * 
etc.  die  sogenannten  Binomialcoefficienten  des  Exponenten  n  sind: 
demzufolge  gilt  für  die  n-  malige  Differentiation  eines  aus  zwei  va- 
riablen Factoren  bestehenden  Productes  die  Formel 
\)      Dn  (uv)  —  (w)0u  .  D«r  +  (w)i  Du  .  D%  lv 

+  (n\  D2u  .  Z>"-*r  +  

Mau  kann  dafür  auch  schreiben 

4)  Z)-  (u  r)  =r  (w)o  «{0)  r(m>  +  Mi  «' '-("  ~  1}  +  M«  *"  *'<n  -  2)  4- , 
wobei  t*(°'  für  u  zu  rechnen  ist.  Die  rechte  Seite  hat  die  Form  des 
Unomischen  Satzes  und  man  könnte  daher  symbolisch  schreiben, 

D*  (u  r)  =  (u  +  v)  <"> , 

nur  muss  man  sich  in  diesem  Falle  erinnern,  dass  nach  geschehener 

feblAnlleh.  Analyst«  5 
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binomischer  Entwickelung  auf  der  rechten  Seite  jeder  Potenzexponen 
durch  einen  gleichhohen  Wiederholungsexponenten  zu  ersetzen  ist. 

Beispielweis  sei  u  =  Ix,  v  =  -j- ;  die  Formel  3)  giebt  dan 

nach  gehöriger  Reduction 

1)V.;r"["-(4-+4-+----+a 

§.  14. 

Anwendungen  der  vorigen  allgemeinen  Formeln« 

I.  Bezeichnet  man  secx  kurz  mit  v,  so  ist  identisch 

1)  cosx  .  v  =  1, 

mithin  durch  «-malige  Differentiation,  wobei  die  Formel  4)  fu 
=  cosx  in  Anspruch  genommen  wird, 

(n)o  cos  —       eos  &  .  t,(n  "  2)  +  (n)4  cos  x  .  v<*  -  4)  — 

—  (m)i  8ffi  a; .  i'<"  ~  l>  +  (n)3  sw  x .     "  8)  —  (n)6  sitz  #  .  v<*  -  5>  +  •  - 

=  0; 

hieraus  folgt,  indem  man  v(n)  als  Unbekannte  ansieht, 

2)  *«  =  [(»),  t><»  ~  «  —       t><«  -  »)  +  (n)6      -»  —  ."..]  An»  / 

+  (w)2  ~  2>  —  (n)4 -  4>  +  (n)6  — 
Da  man  f<0)  =  seca;  und  t?'=  seca;  .  Jana;  kennt,  so  dient  dies« 
Gleichung,  wenn  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4  etc.  genommen  wird 
zur  successiven  Berechnung  von  v" ,  v'"  etc.  Doch  würde  es  nich 
leicht  sein,  auf  diesem  Wege  das  allgemeine  Bildungsgesetz  von  p<" 
zu  entdecken. 

II.  Dasselbe  Verfahren  passt  auf  die  Tangente.    Aus  v  =  tan 
folgt  nämlich 

3)  cosa;  .  v  =  sina; 
und  nach  der  obigen  Methode 

4)  „oo  =  w'wQ^g+  *>  +  [00i  *<« -  »  -  +  ]  ton 

+       »<■  -  2)  —  (n)4  ff»  -  4>  +   j 

Die  Cosecante  und  die  Cotangente  liefern  ähnliche  Formeln,  d» 
ren  Entwickelung  dem  Leser  überlassen  bleiben  möge. 

III.  Setzt  man 

5)  U  r=  aresin  x, 
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a  —  r-M  c  —  £  r  =  o. 

«ja  iieser  LTleichaxitf  ergebt  >ich 


—  **)  TTn  +  -4)  —  (n^  irr«--  —  p  2  2  .  i  TT" 


0 


P»  ^  ->  als  Unbekannte  angesehen  wirl. 


I 


Von  C'  und  V  ausgehend,  eraalt  man  jetzt;  ('"'.  TIV  *cc, 
idem  man  der  Reine  nach  n .  =  I.  2.  3  etc.  setzt. 

tebrigens  kann  man  irgend  *inen  höheren  ^LferentialqiLOÖwile« 
Tun  T  =  arnsin  x  auch  direct  ToLUtän.Li;*  entwickeln,  nur  ist  dann 
&  Formel  weniger  ein&ch.    Man  hat  namiicn 

1  11 


Hier  lässt  sich,  wenn  beiderseits  »-mal  diiferenzirt  wird,  rechter 
nerst  die  Formel  4)  in      13  anwenden  und  nachher  jeder 
totfertttialquotient  von  u  oder  r  nach  Formel  4)  in  §.  12  entwickeln. 
&4  einigen,  von  selbst  sich  darbietenden  Reductiouen  gelangt  man 
■  folgender  Formel 

D"  +  1  aresin  x 

^U.5...(2w  —  1)  j  _  1^  1— x  l-3(w)t       f1" *Y 

2"(l-j)"V  1  —  ^)       2m— 11+/  1  l2»-l)(l»-l)\lW 


1.3.5 


IV.  Setzen  wir 


»irt 


(2w— l)(2w  — 3)<2m  — 5)  \1  +  x 


V=  aretanxy 


ff)" »  ! 


F'  = 


oder  (1  4-  *«)  V  =  0; 


1  +  *2 


^r«h  «-malige  Differentiation  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir 

5* 
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(«)o(l  +  x2)  F<"  +  »  +  (w),  2x  F<«>  +  (w>2  2  .  1  F<*  -  l>  =  0, 
oder 

9)  F(«  +  i)  _  _  2nsF«*+  »(«-  0 
'  1  + 

Für  n  —  1 ,  2,3  etc.  ergeben  sich  hieraus  die  successiven  Dil 
ferentialquotienten  V",  V"  u.  s.  w. 

Auch  hier  kann  F(n)  =  Dn  arctnn  x  noch  auf  andere  Weh 
direct  entwickelt  werden.    Da  nämlich  aus  Nro.  8) 

x  =  tan  F,  - — \ — -  —  cos2  V 

1  +  je2 

folgt,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialquotient  in  der  Form 

10)  DV=cos2V 
darstellen;  der  Differentialquotient  hiervon  ist 

D2  V  =  2cos  V  .  Dcos  V  =  —  2  cos  Vsin  V  .  I)V 
oder,  wenn  statt  DV  wieder  sein  voriger  Werth  gesetzt  wird, 
D2  V  =  —  2  cos3  Vsin  V  —  —  cos2  Vsin  2  V. 
Eine  fernere  Differentiation  giebt 

2)3  V  =  —  2  (cos2  V  cos  2  F  —  cos  F  sm  F  sin  2  F)  DF 
=  —  2  cos3  7  (cos  V  cos  2  V  —  sm  F  sin  2  F) 
=  —  2  cos3  V  cos  3  F; 
differenzirt  man  von  Neuem,  so  folgt 

D*V  ~  +  2.3  (cos*  F  sm  37  +  cos2  Fat»  Vcos3V)  I)\ 
=  -|-2.3  cos*  V  (cos  V  sin  37+  sin  Vcos  3  F) 
=  +  2  .  3cos4Fsm4F, 

D*F  =  +  2.3.  4(cos*Vcos4V  —  cos*  Fsm  Fstn4 
=  +  2.3.  4cos5F(cosFcos4F  —  0tflF*t»4F) 
=  +  2.3.  4cos5Fcos5  F. 
Den  weiteren  Gang  dieser  sehr  einförmigen  Rechnung  übersieht 
man  leicht;  es  ist  daher 

11)  D"F=  ( —  1)*  1 .2.3...  (2  A; —  l)cos2*Fsm2fcF, 
*12)  D»+T=  (— 1)*  1.2.3  (2^™s2*-1Fcös(2ä+-1)F. 

Beide  Formeln  lassen  sieh  in  eine  einzige  zusammenziehen,  und 
man  vermeidet  damit  die  Unbequemlichkeit,  bei  der  Angabe  von 
Dn  V  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden  n  unterscheiden 
zu  müssen.    Setzt  man  nämlich 

W  =  arctan  — , 
x 


t 
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allgemeinen  Formeln. 

»iit  V=  \n  —  TT,  mithin 

jm2*F=  sm(^  —  2*^)  =  (—  IV  ♦  1  «1*2*1^ 

f  1)F  =  cos  (^tJ-jr— (2Ä 1)  Tf)=(—  1 )  *  st«  (2*4- 1)  W, 

und  die  Formeln  11)  und  12)  werden  jetzt 

D,kV=  —1.2...  (2k—  l)sin**W*i»2kW, 

D»  +  1F=  4-  1.2  (2Ä-)  sin-1  +  1  TFsw(2Jfc  4-  1)TF, 

1 1  überhaupt 

DT  =  (—  1)»  ~  1  1  .  2  .  3  ...(«  —  1)  8in*W$i*  *W. 
Setzt  man  endlich  die  Werthe  von  F  und  TF  wieder  ein,  indem 
nun  berücksichtigt,  dass 

sin  W  =  cosV  =  ,  ^  1 

V^l  + 

ist  so  gelangt  man  zu  folgender  Formel 

i*i  n.  -*  (—  1)"  -  1 1  .  2  .  .  .  (h  —  1)  ./  .  1  \ 
II)  D"  arctan  x  =  -  - — ,  .  v   sin  ( n  arctan  —  b 

V(i  4-  *2)"  V  */ 

Allgemeinere  Untersuchungen  über  die  höheren  Differentialquo- 
tonten  zusammengesetzter  Functionen  und  einige  damit  verwandte 
Probleme  werden  wir  im  zweiten  Bande  mittheilen. 


§.  15. 

ßuecesaive  Differentiation  der  Functionen  mehrerer 

Variabelen. 

Die  wiederholte  Differentiation  einer  Function  mehrerer  unabhän- 
giger Variabelen  kann  entweder  partiell  in  Beziehung  auf  die  eine 
oder  andere  Variabele  geschehen,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle 
varUbelen  zugleich;  die  Untersuchung  trennt  sich  daher  wie  früher 
(i  9)  in  zwei  Theile. 

L  Wird  eine  Function 

1  *=/(*.  jr) 

toßt  partiell  in  Beziehung  auf  x ,  und  der  entstandene  Differential- 
IDotient  partiell  nach  y  differenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Differen- 
tolquotient 

"87  ~  ~~ 8?  ' 
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* 

welchen  man  kürzer  mit 

ag«   =       ,  y) 

dy  dx  dy  dx 

oder  auch  mit 

DyBxe  =  DyDxf(xy  y) 

bezeichnet ;  durch  die  Stellung  von  d  y  und  d  x  oder  von  Dy  und  l 
giebt  man  gleichzeitig  die  Reihenfolge  der  Differentiationen  zu  e: 
kennen,  wobei  immer  von  rechts  nach  links  zu  lesen  ist.  Dem  en 
sprechend  bedeutet 

3 — ÖT  =  o t    a       oder  DxDyz  =  DxDyf(x,  y), 
dx  dy        dx  dy  y  y 

dass  die  Gleichung  1)  zuerst  partiell  in  Beziehung  auf  ?/,  und  dl 
erhaltene  Resultat  partiell  nach  x  differenzirt  worden  ist. 

Zuerst  entsteht  nun  die  Frage,  ob  DyDxz  und  I)xDyz  vo 
einander  verschieden  sind  oder  nicht;  hierüber  lässt  sich  auf  folgend 
Weise  entscheiden.    Aus  der  Formel  2)  in  §.  8  oder 

2)  F(u  +  p)  =  F(u)  +  pF'(u  +  fr*) 

erhalten  wir  zunächst,  wenn  wir  in/(#,  y)  nur  x  um  h  ändern, 

/(«  +     äO  =/(*.  2/)  +  */!(*  +  »*.»). 

wobei  der  Differentialquotient  partiell  in  Beziehung  auf  a?  genomm« 
werden  muss,  weil  y  constant  geblieben  ist;  aus  demselben  Grunde 
hängt  &  nicht  von  y  ab.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  fx  mit  f 
so  ist 

-h  fr*,  y)  =  -  

Daraus  folgt  weiter  durch  Aenderung  des  y  um  k 

(p(x  +  &hyy  +  k)  —  <p(x  +  Oft,?/) 

Ä 

f{x  +  ft.y  +  fc)  -/(s,y  +  g      /(*  +  fc.y) 

 Jj  h  

~~  k 

_  f(x  +  h,y  +  g  -/(s,y  +  fc)  -/(s  +  h,y)  ±f&1j 

kh 

Linker  Hand  kann  wieder  die  Formel  2)  für  F  =  <p,  u  =  y 
p  =  k  angewendet  werden  und  es  ist  dann 

<pl(x  +        y  +  qfc) 

/(s  +  ft,  y  +  *)  -  /(g,  y  +  fc)  -  /(g  +  ft,  y)  +  /M 
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mehrerer  Yariabelen  71 

Geben  wir  nun  zur  Grenze  für  gleichzeitig  verschwindende  h 
und  k  über,  so  erhalten  wir  linker  Hand  den  Ausdruck  ( x ,  y),  und 
dieser  ist  identisch  mit 

d  E/(s,y) 
C<P(*,P)  __  dx       _  a*/(jty) 

£y  ay  9yd«  ; 

rechter  Hand  schreiben  wir  Jx  und  dy  rur  Ä  und  fc,  und  haben 

öy  cx 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  gleichzeitige  Verschwinden  von 
4i  und      t/  bezieht. 

Andererseits  ist,  wenn  in/(x,  y)  zuerst  //  allein  um  k  geändert 
wird,  und  k  einen  positiven  achten  Bruch  bezeichnet, 

/(*,,+  fc)  =/(*,  y)  +  kfl(x,  9  +  Xk); 
mr  AbkOrzung  setzen  wir  4>  für      und  haben 

*(«, ,  +  u)  =/(*■»  +  *;-/(*>•*>. 

Ar 

Hieraus  ziehen  wir  ferner  durch  Aenderung  des  .r 

»(s  +  A,  y  +  *fc)  -  0(s,y  +  U) 

h 

=f±  +  *,y  +     — /(*  4-  *,y)  —  /(s,y  +  fe)  +  /(*,  y) 

«kr,  unter  fi  einen  positiven  ächten  Bruch  verstanden, 

+  fihty  +  Afc) 

=/fr  +         +  *)  — /(a  +  >,y)  — /(s,y  +  k)  +f(x,y) 

hk  ' 

Beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h  =  ^  je  und 
k  =  J  y  erscheint  linker  Hand  der  Ausdruck 

<r,l*,y)_  _ _ 

mithin  ist  jetzt 

4)    „  dV>>y) 

dx  dy 

= ^g/fe + 4*i y  +  ^  z^g  +  ^  #) — /fr » y + ^y)  +/(* » y) 

4x4y 
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Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  3)  und  4)  unterscheiden 
sich  nur  durch  die  Anordnung  der  Summanden  im  Zähler  und  der 
Factoren  im  Nenner,  sie  sind  daher  von  gleichem  Werthe ;  daraus 
folgt  die  Gleichung 

d*f(x,y)      ,         dU  dU 


*n**9)  =  3»/(*»y)  oder 


dy  dx 


dx  dy 


dydx'  '  dx  dy7 


welche  sagt,  dass  es  für  das  Endresultat  gleichgültig  ist,  in  welcher 
Ordnung  die  beiden  partiellen  Differentiationen  nach  x  und  y  ausge- 
führt werden.  Bei  diesem  Satze  darf  man  aber  nicht  übersehen, 
dass  die  Formel  2),  auf  der  hier  Alles  beruht,  nur  so  lange  richtig 
ist,  als  die  Functionen  F  und  F'  innerhalb  des  Intervalles  «  biß 
u  +  p  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden;  auf  den  vor- 
liegenden Fall  angewendet,  heisst  dies,  die  Variabelen  dürfen  keine 
solchen  Werthe  erhalten,  wodurch  eine  der  Functionen 


discontinuirlich  werden  könnte. 


dy 


dx  dy 


Fig.  13. 


Man  kann  diesem  Theoreme 
eine  sehr  anschauliche  Seite  ab- 
gewinnen, wenn  man  sich  rals 
das  Volumen  denkt,  welche« 
unterhalb  von  einem  beliebi- 
gen Rechtecke  aus  den  Seiten 
OL=x  und  OM=y  (Fig.  13). 
seitwärts  von  den  vier  auf  OL 
LN,  NM,  MO  errichteten 
Verticalebenen ,  und  oberhalb 
durch  irgend  eine  Fläche  be- 
grenzt wird;  es  ist  dauu  in 
der  That  z  eine  Function  von 
%  und  y,  und  man  hat  uach 
.  1: 


|i    =  Fläche  LNWU 
dx 

dU  _  d(LNWU)  _  NW 
dy  dx  8 y        ~  ' 
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indererseitF 

|i    =  Fläche  MN  W  V 

Wz    __d(MNWV)  _ 
dz~d~y  -        dx        ~  ^  ' 
was  mit  dem  Vorigen  übereinstimmt. 

Sind  irgend  wieviel  Differentiationen  in  Beziehung  auf  irgend 
wimele  Variabele  auszuführen,  so  lassen  sich  nach  dem  Vorigen 
immer  je  zwei  Differentiationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 
md  jede  beliebige  Anordnung  der  Differentiationen  herbeiführen, 
ohne  dass  das  Resultat  eine  Aenderung  erleidet. 

II.  Mittelst  des  Vorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Dif- 
ferentiale einer  Function  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zunächst 
Jti  zwei  Variabelen 

6)  dz  =        dx  -f  ^  dij 

dx  dy 

und  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

d'e  =  — wr- iU  +  — w~  9 

d  (!*  d,)        a  (|£  rf,) 
+  — ST—  rf*  +  — äT-  rfy> 

in  ist  soviel  als 

I         ^      A      A  "0'lZ  A  - 

'ider  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  5) 

Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  findet  sich 

4.  3     "  »    dxdy*  4-  ^—  ^«3 
and  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommenden  Zahlencoeffi- 
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cienten  durch  dieselbe  successive  Addition  wie  in  §.  13,  II.  entstehe 
so  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz: 

9)  d;  =  («),  g  dx-  +  (»),  dxT_\dy  dx-  ~  * dy 

Kürzer  schreibt  man  dafür  in  symbolischer  Form 

10)  d;  =  (±dx+±d,)'  Z-m. 

Bei  drei  Variabelen,  wenn  z.  B.  u  eine  Function  von  x,  y  und 
bedeutet,  erhält  man  auf  gleiche  Weise: 

11)  d.»  =  Qidx+±dt,  +  £d.)'z-*, 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehren 
Variabelen  gestaltet. 


§.  16. 

Höhere  Differentialquotienten  unentwickelter  Functionen. 

Aus  den  Betrachtungen  des  §.  10,  wissen  wir,  dass  eine  Oki 
chung  von  der  Form 

1)  f(x,  y)  =  0  oder/=  0 
durch  Differentiation  die  folgende  giebt: 

2)  |/+|/.^  =  0, 

dx       dy  dx 

wobei  x  die  unabhängige  Variabele  bedeutet  und  y  als  unentwickelt 
Function  von  x  angesehen  wird.  Um  nun  die  Differentialgleichun 
zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  d< 
Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit  y)  oder  noch  kürzer  m 

fi ;  es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Regel 

3)  dt  +  zj  •  Ti  ~  °' 

andererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von  fx 

l&=&ix  V  a»/  äff 

dx       dx2       dy  '  dx*      dx  dy  '  dx 

Vi  ,  V     W/  ,  <*y 

      -4—    .  — — — —    _L_    .    • 

dy      dy  dx       dy       dy         dy*  dx 
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unentwickelter  Functionen  7ö 
Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  y  nur  von  x  abhängt,  dafcb  also  auch 

^jnur  z  enthält,  mithin  eine  Function  von  x  allein  [nach  der  frü- 

iteren  Bezeichnung  q^(x)]  und  constant  in  Beziehung  auf  y  ist;  man 
hit  daher 


69 


=  o 


nnd  wenn  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  Nro.  3)  einfuhrt,  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung : 

dx*         ax  ay  '  dx      dy*  '  \dx)  ^  dy  '  dz* 

Nach  demselben  Verfahren  kann  die  Differentialgleichung  drit- 
ler  Ordnung  aufgestellt  werden;  sie  ist,  wenn  /2  die  linke  Seite  der 
vorigen  Gleichung  bezeichnet : 

dx       dy  dx 
Bei  wirklicher  Entwickelung  der  angedeuteten  partiellen  Diffe- 
rartialquotienten  findet  sich : 

y*  =  »l  +  2      .  djL  +  2  JSL .  ü 

ar     ax* T  a**dy  ^  T  axa# 


a#2    dx  dx* 


r  ax  a#2  \dx/  T 
,  a/  ^  gy 

ay  '  dx*  ~*~  ax  ay  '  dx2 

^  =    gV     ■   2  gV 

8y       ax2ay         dxdy*  dx 

^  dy*  KdxJ  ^  dy*  dx* 

Durch  Substitution  in  Nro.  5)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
pleicbartigen  Grössen: 

«  J.  8     83/  4.  8     83/     (*»Y.  ^ 

8z»  T    8z»  8y  dz  ^    8z  8y»  W/      dy»  V< 

■  3  8»/  ,  ,?V  rf?y 

T    8z  8#    dzJ  r     8y»  '  <Jz  '  <iz* 

,   8/   d'y  _  „ 

Man  übersieht  leicht,  wie  sich  mittelst  dieses  Verfahrens,  was 
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freilich  immer  längere  Rechnungen  erfordert,  die  höheren  Differen- 
tialgleichungen der  gegebenen  Gleichung  entwickeln  lassen ;  aus  ih- 
nen lassen  sich  dann  auch  die  Differentialquotienten  der  Function 
y  von  x  herleiten;  denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2): 

df 

;  dx  —      d/  ' 

wie  schon  bekannt  ist;  ferner  aus  Nro.  4): 

8jc«  j"  _  8a  8t/    da;       8y2  W/ 

dy 

und  hier  kann  man  den  vorhergefundenen  Werth  von  —  einsetzen 

(i  X 

die  Gleichung  6)  führt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von        u.  s.  f. 

dx6 

Auch  bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  bleibt  das  Verfahren 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch,  allgemeine  Formeln  aufzu- 
stellen, weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden,  und  zieht  es  da- 
gegen vor,  in  jedem  gegebenen  besonderen  Falle  die  nöthige  spedeJie 
Rechnung  auszuführen. 


§•  17. 

Vertauschung  der  unabhängigen  Variabelen. 

Bezeichnet  x  die  unabhängige  Variabele,  in  Beziehung  aufwelcl 
ein-  oder  mehrmal  differenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  dt 
Differentialrechnung  dx  ein  dem  x  willkürlich  ertheilter  und 
irgend  eine  Weise  gegen  die  Null  convergirender  Zuwachs,  und  es 
mithin  dx  unabhängig  von  x\  anders  verhält  es  sich  mit  dem 
rentiale  dy  der  abhängigen  Variabele  yf  denn  für  y  =  f(x)  is 
dy  =  f'(x)  .  dx,  und  hier  bildet  dy  eine  Function  von  x,  weil  et 
aus  zwei  Factoren  besteht,  deren  erster  x  enthält.  Nach  dieser  Be- 
merkung folgt  bei  zweiter  Differentiation,  indem  dx  als  constantei 
Factor  güt,  d*y  =  df'(x) .  dx  =  f"(x)  dx.dx—  f"(x)  dx*  üt 
einstimmend  mit  den  Früheren,  und  ebenso  würden  für  die  fe 
Differentiationen  d  x2,  d  x*  etc.  als  Constanten  anzusehen  sein.  Es 
nun  im  Verlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden, 
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i  den  Charakter  der  unabhängigen  Veränderlichkeit  abzunehmen  und 
ihn  auf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  ein- 
zuführende Variabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Un- 
tersuchung einer  Curve,  deren  Abscissen  x  und  deren  Ordinaten  // 
Geissen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Absrisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Variabele  anzusehen,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
kommen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curve  als  Functionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliegst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
geschieht.  Schärfer  aufgefasst  ist  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stelle  der  Differentialquotienten 

dy       d*y  d*y 

dx'     dx*'  dx*' 
zusetzen  habe,  wenn  x  nicht  mehr  als  unabhängige  Variabele,  son- 
dern als  Function  einer  anderweiten  unabhängigen  Veränderlichen  / 
ingesehen  wird,  wodurch  nun  auch  y  in  letzter  Instanz  eine  Function 
ron  t  geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y  von  j:  und  x  von  t  abhängt,  also  y  eine 
zusammengesetzte  Function  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 

\  6.: 

dy         dy^  d_X 

dt  ~~  dx  '  dt 


ind  man  erhält  hieraus 


1) 


dy 

dy  dt 


dx  dx 

TT 

Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Varia- 
ble t  differenzirt,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  von 
f  abhängen,  findet  man  links 


Gfc)  -  GS 


d  x       d- y  dx 


dt  dx        dt        dx*  dt 

und  rechter  Hand  nach  der  Regel  für  die  Differentiation  der  Quo- 
tienten 

dx  d2y  dy  d2x 
TT  '  Tt*  ~~  TT  '  dt* 
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Stellt  man  beide  Ausdrücke  iu  eine  Gleichung ,  so  ergiebt  rieb 

durch  Reduction  auf  %\ 

dx2 

dx    d'2y       dy  d2x 
d*y  _  17  '  dt2  ~~  ~dt  '  dt2 

'  dx2  ~  ^xy 

Durch  Wiederholung  der  Differentiation  in  Beziehung  auf  t  fin 
det  man  auf  gleiche  Weise 

dzy 

3)  55»- 

(dx\2  d3y     ^  dx    d2x  ,o       fffgV      dx     dV  rf?J 

\dtj   dt*  dt  *  dt2  '  dt2      '    dt  \dt*/        dt  '  dt  'dt' 


( 


dt) 


Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar  klar 
allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Complication  der  Aus- 
drücke von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t  =  y,  womit  gesagt  ist,  dass  nun- 
mehr y  als  unabhängige  Variabele  gelten  oder  die  Gleichung  y~f(x) 
umgekehrt  werden  soll  [x  —  F(y)],  so  ist 

dy  1 


4) 


5) 


dx  dx 
~dil 
d*x 

d2y  dy* 
dx~2  ~  ~ 


\dy) 


6) 


3  (d*x\*      dx  d%x 
dzy  \dy2/        dy  dy'3 

dxs  (dxy 


\t 
u.  s.  w. 

Dasselbe  Verfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  un 
abhängige  Variabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  nocl 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  erst  u 
den  gerade  vorkommenden  specielleu  Fällen  auszuführen,  wie  m*1 
dies  später  sehen  wird. 
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§.  18. 

Zusammenhang  zwischen  einer  Function  und  ihren  succes- 
aiven  Differentialquotienten. 

Sowie  in  §.  8  Gleichungen  zwischen  einer  Function  und  ihrem 
mten Differentialquotienten  abgeleitet  wurden,  so  lassen  sich  auch  all- 
gemeinere Formeln  entwickeln,  in  denen  ausser  einer  gegebenen  Func- 
tion noch  beliebig  viele  ihrer  Differentialquotienten  vorkommen.  Man 
gd&Dgt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Analog  der  Gleichung 
1)  f(b)  =f(a)  +  <b  -  a)f'(a  +  &  [b  -  a]),    0  <  <r  <  1, 
ift  auch  unter  den  gehörigen  Bedingungen 

/'(c)=/(a)  +  (c-a)f"(a  +  s  [c  -  »]),    0  <  s  <  1; 
nimmt  man  c  —  a  -\-  %{b  —  a),  substituirt  nachher  den  Werth  von 
/'(<•)  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  bezeichnet  %  t  kurz  mit  fr, 
so  erhält  man  die  neue  Formel 

%\  f(b)  =f(a)  +  (b  -  «)/»  +■  *<&-«)»/>  +  *i  [*>-«])• 
Im  letzten  Summanden  kommen  zwei  positive  ächte  Brüche  # 
and  fr,  vor,  deren  Werthe  man  nicht  näher  kennt ;  um  diesen  U  ebel- 
stand zu  vermeiden,  suchen  wir  den  Betrag  der  Summe 

f{a)  +  (b  —  a)f'(a) 
auf  anderem  Wege  zu  bestimmen.    Zu  diesem  Zwecke  sei 

3i  »>(*)=/(*)  +  (» -*)/»; 

« ist  dann  einerseits 

i)        <p  (a)  =/(a)  +  (6  -  a)/'(«)  -     9>  Q>)  =  f(b) , 
andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  3) 

5)  =  (5  -  *)/*(*). 
Hier  lasst  sich  die  bekannte  Formel  (§.  8,  Nro.  8) 

<p(b)  =  9(a)  +  p(lhS0°P-i        +  W  ~  «D 

anwenden ,  indem  man  aus  Nro.  4)  die  Werthe  von  m  (6)  und  qp  (a) 
und  nach  Nro.  5) 

ff(a  +  B\b  -  a])  =  (l  -  0)Q>  -  «)/»(a  +  Hfb  -  «]) 

suhstituirt;  man  gelangt  sofort  zu  der  Gleichung 

6)  /©=/((.)  +  +-J*£^_j/»(0  +  </[(,-„]), 
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welche  genauer  als  die  frühere  (2)  ist,  insofern  sie  nur  den  einen  po 
sitiven  ächten  Bruch  H  enthält.  Etwas  einfacher  wird  die  Formel  6 
für  p  =  2,  nämlich 

7)   /(&)  =/(a)  +  {b-a)f'(a)  +  }(ft-.a)y(fl  +  0[b-«]). 

Uebrigens  gelten  diese  Resultate  nur  unter  der  Voraussetzung 
dass  <p(x)  und  (f>'(x),  mithin  auch  f(x),f'(x)  und  f"(x)  stetig  w 
endlich  bleiben  von  x  =  a  bis  x  =  b. 

Das  soeben  benutzte  Verfahren  lässt  sich  wieder  auf  die  Formt 

7)  anwenden ;  man  hat  nämlich 

/"(«)  =/"(«)  +  («  -  «)/"'(«  +        -  «]), 
mithin  wenn 

c       o  +  0(b  —  «),        0£  =  0, 
genommen  und  substituirt  wird, 

8)  =  /(<*)  +  {b  -  *)/(«)  -f  J  (h  -  «)»/"(«) 

Auch  hier  kommen  zwei  unbekannte  Brüche  h  und  0,  vor,  um 
daher  verbessern  wir  die  Formel  auf  folgende  Weise.    Es  sei 

9)  *  (*)  =  f{x)  -f  (&- *)/' (*)  +  J(&—  *)V" (*)  . 
so  haben  wir  einerseits 

10)  ♦(a)=/(a)  +  (6-«)/'(a)  +  >(6-«)V"(«),  *(*)=/» 
andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  9) 

*'(*)  =  IQ>— *?/"(*), 

tf{a  -f  *[&  —  «])  =  .](1  -  <fr)2(6  -  «)*/"'(«■  +  &[h  -  4 
Substituiren  wir  diese  Werthe  in  die  Formel 

11)  =  *(«)  +  i)(/_~#)ay_,  *>  +  »[6  -  «]),  ( 

so  gelangen  wir  augenblicklich  zu  der  Gleichung 

12)  f(b)  =/(«)  +  (b  -  a)f(a)  +  Ub-  aYf(a)  1 

— (&— «)3 — /w(a+ap-/i]) 

T  2i?(l  — :lJ    v  X  1 
die  sich  für  jd       3  noch  etwas  vereinfacht,  nämlich 
18)  fQ>)  =/(«)  +  (6  -«)/'(«)  +  >(«'-«)'2/"(a) 

+  3(6-«)V'"(«  +  *[&-«»■ 

Dabei  müssen  ^fa)  und  mithin  auch  /(#),  /  (l 

und  f"'(x)  endlich  und  stetig  bleiben  von  x  =  a  bis  x  =  b. 

Um  die  bisherige  Schlussweise  ganz  allgemein  auszuführei 
setzen  wir 
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u)  *(*)=/(*>  4-         +  fifistr«  +  

fl,  _  jr)«  -  i 
••••+  1  2...(„-r/" 
worin  f(r)  eine  gegebene  Function ,     (r)  dagegen  die  unbekannte 
Summe  der  rechts  stehenden  Summanden    bezeichnet.  Einerseits 

ist 

♦W  =/(«)  +  b-~f(»)  +  ttf"/"W  +  •  •  •  • 

=  /*(&), 

andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  14),  wobei  sich  alle  ne- 
gativen Ausdrücke  heben, 

'5)  ^J>-l.(2~.t-'l)/(,'(j)' 

nd  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11)  einsetzt,  so  ge- 
man  zu  der  Formel 


":i  /(»)=/(•)  +  b—r!L /'(<•)  +  ^Vr?7"^  +  •  •  • 

■•■•  +  ■.... "« 

Zur  Gültigkeit  der  vorstehenden  Gleichung  gehört  übrigens  die 
Endlichkeit  und  Continuitat  der  Functionen  il'(x)  und  (/);  dazu 
■i  hier,  wo  ^(ar)  und  ^'(.r)  durch  die  Gleichungen  14)  und  15) 
Stimmt  werden,  erforderlich,  dass  f(x),  f'(x)y  /"(#),  •  •  >f{n)(x) 
endlich  und  stetig  bleiben  von  x  ~  a  bis  x  —  b. 

Für  b  —  a  =  h  nimmt  die  Formel  IG)  folgende  Gestalt  an. 
I?j  /(«  +■  k)  =/(«)  +  -5-/(a)  +  y^/'»  +  •  •  •  • 

+  1  .  2  --^-»W 

Schlömilcl),  Analysis.  Q 
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82       Cap.  II.  §.  18.  Successive  Differentialquotienten. 

und  dabei  müssen  f(x) ,  fix),  f"(x) ,  .  .  •  f(n)  (x)  endlich  und  cont 
nuirlich  bleiben  von  x  =  a  bis  %  =  a  +  Ä. 

Als  Specialisirungen  der  Zahl  p  empfehlen  sich  die  Werthe  p  = 
und  p  =  1 ;  im  ersten  Falle  erhält  man 

18)  /(« +  /«)  =/(«)  +       +  nV»  +  •  •  •  • 

dagegen  im  zweiten  Falle 

19)  f(a  +  ft)  =  /(«)  +  -y-/'(a)  +  ^/"to  +  '  '  '  ' 


.  .  .  J  ^ — 1  yt-  -  D(a)  +  (1  —  fr)"  1/tB/(n)(fl,^ 

^  1.2...  («— l)y         W  ^  1.2...(n-l/    1  T 

Hier  bedeutet  -9"  immer  einen  positiven  ächten  Bruch,  desse 
Werth  nicht  näher  bekannt  ist.  Dieser  kann  übrigens  in  den  drei  leh 
ten  Formeln  verschieden  sein,  denn  man  sieht  an  einzelnen  Beispie 
len  zu  Formel  17)  sehr  leicht,  dass  &  gleichzeitig  von  a,  Ä,  n  an« 
p  abhängt  und  daher  bei  verschiedenen  p  im  Allgemeinen  verschie 
dene  Werthe  erhält. 

Eine  sehr  einfache  Anwendung  von  Formel  18)  gewährt  dk 
Specialisirung 

f(x)  =  logx, 

wobei  M  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems  bezeichnen  möge, 
es  ist  dann 

20)  log  (a  +  h)  =  log  a  +  M[{±-±         +  I  (£)' 

+  w-1  \aj  T  n  + 
und  zwar  gilt  diese  Formel  für  alle  positiven  a  und  /*.  Setzt  raw 
für  -9"  das  eine  Mal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit,  so  wird 
der  absolute  Werth  des  letzten  Summanden  im  ersten  Falle  zu  gross 
im  zweiten  zu  klein,  und  man  erhält  daher  zwei  Zahlen,  zwischet 
denen  log(a  -\-  h)  enthalten  ist. 

Auch  für  Functionen  mehrerer  Variabelen  können  ähnliche  Glei- 
chungen wie  Nro.  17),  18)  oder  19)  entwickelt  werden,  doch  unter- 
lassen wir  dies,  da  wir  ohnehin  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen 
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Cap.  III. 

>  Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flächen. 

§.  19. 

Der  Lauf  ebener  Curven. 

L  Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  einer  ebenen  krummen 
Linie  wird  sich  immer  auf  deren  Steigung  oder  Fall  beziehen,  weil 
schon  hieraus  die  Gestalt  der  Curve  mit  einiger  Sicherheit  zu  ersehen 
*  Soll  nun  die  Curve  steigen,  so  muss  die  nächstfolgende  Ordinate 
F^sr  als  tlie  vorhergehende  sein,  beim  Herabsteigen  dagegen  ent- 
eilt der  grösseren  Abscisse  eine  kleinere  Ordinate.  Betrachten 
^  daher 

x  und  y  =  f(x) , 

x  +  Jx   „    y  +  4y  —  f(x  +  <dx) 

*k  Coordinaten  zweier  benachbarten  Punkte,  so  steigt  die  Curve, 
*oui  bei  hinreichend  kleinen  dx  die  Differenz 

4y=f(x  +  Jx)  -f(x) 
Niv  ist  und  es  bleibt,  falls  dx  noch  weiter  abnimmt  und  gegen 
fr  Süll  convergirt;  dagegen  fallt  dio  Curve  bei  negativ  bleibenden 
'|  Zufolge  der  Voraussetzung  eines  positiven  4  x  kann  man  auch 
^en,  dass  die  Curve  steigt  oder  fallt,  je  nachdem  der  Differenzen- 
quotient 

I  ^y  =  /(*  +  ^*)-/(*) 

Jx  dx 
(ta  positive  oder  negative  Vorzeichen  behält.    Wie  in  §.  8  nachge- 
ben wurde,  hat  aber  der  Differenzenquotient  bei  hinreichend  klei- 

0* 
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nen  <d  x  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  Differentialquotient;  es  gi 
daher  der  Satz: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  ==/(*)  ist,  steij 
so  lange  als  /'  (x)  positiv  bleibt,  sie  fällt  dagegen« 
lange  f  (x)  das  negative  Zeichen  behält. 
Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  im 
sich  an  die  Gleichung 

y'  =  f'(x)  =  tanx 

erinnert.  Bei  positiven  /'  (x)  ist  nämlich  x  positiv  und  die  Tangen 
TP  (Fig.  14)  bildet  mit  der  positiven  Seite  der  x- Achse  den  spitz 


Fig.  14. 


und  zwar  positiv 
Winkel  XTP,  wot 
die  Drehung  von 
Rechten  zur 
als  die  -Drehung  i 
positiven  Sinne  b 
trachtet  wird ;  in 
ter  diesen  Umstände 
steigt  die  Curve.  Dei 

negativen  /'  (x)  entspricht  ein  negativer  Winkel  x  =  Z.  X  Tx  ü,  we 
eher  durch  die  entgegengesetzte  Drehung  entstanden  ist ;  die  Corv 
fällt  dann. 

Wenn  die  derivirte  Function  /'  (x)  ihr  Vorzeichen  auf  die  V*ei> 
ändert,. dass  sie  entweder  vom  Positiven  durch  Null  hindurch  u 
Negative,  oder  umgekehrt  aus  dem  Negativen  durch  Null  Irindun 
in's  Positive  übergeht,  so  tritt  an  der  Stelle,  wo  f'(x)  =  0  wir 
entweder  der  Uebergang  von  Steigen  zu  Fallen  oder  von  Fallen  I 
Steigen  ein.  Derartige  Punkte  kann  man  passend  Culmination 
punkte  nennen;  im  ersten  Falle  ist  die  Culmination  eine  ober 
im  zweiten  eine  untere.  An  jedem  Culminationspunkte  wird  T  = 
mithin  die  Tangente  parallel  zur  Abscissenachse,  wie  in  Fig.  14  f 
dem  oberen  Culminationspunkte  C. 

Als  Beispiel  kann  man  die  Ellipsengleichung 

y  —  —  V  2ax  —  x2 

a 


benutzen;  der  DifTerentialquotient 


a 


a  —  x 


V  2  ax—  & 

hat  für  x  <C  a  das  positive,  für  x  ^>  a  das  negative  Vorzeichen  un 
geht  an  der  Stelle  x  =  a  aus  dem  Positiven  in's  Negative  iil* 
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Die  Curve  besitzt  daher  an  der  Stelle  x  =  a,y  =  b  einen  oberen 
Culmiuationspunkt,  wie  auch  geometrisch  bekannt  ist. 

II.  Hat  man  mittelst  der  angegebenen  Regel  gefunden,  dass 
m  Curve  innerhalb  eines  gewissen  Intervalle»  steigt  oder  fällt,  so 
Meibt  noch  die  zweite  Frage,  wie  jenes  Steigen  oder  Fallen  ge- 
schieht Eine  Curve  kann  nämlich  beim  Steigen  entweder  die  erha- 
bene  oder  die  hohle  Seite  gegen  die  Absei ssenachse  kehren  (s.  Fig. 
U und  16).  Dasselbe  gilt  auch,  wenn  die  Curve  fallt,  und  es  bedarf 
daher  eines  Unterscheidungszeichens  für  diese  verschiedenen  Lagen. 
Ist  dizl  der  Bogen  P  Pt  convex  gegen  die  Abscissenachse  (Fig.  15), 

«o  heisst  dies  nichts  Au- 
Fig'  15'  deres ,  als  dass  er  zwi- 

schen seiner  Sehne  und 
der  X-Achse  liegt ;  dage- 
gen ist  der  Bogen  P  P: 
concav  (Fig.  16),  wenn 
umgekehrt  die  Sehne  zwi- 
schen dem  Bogen  und 
der  Abscissenachse  durch- 
geht Schalten  wir  auf 
der  Mitte  der  Sehne  noch 
den  Punkt  Q  ein  und  be- 
zeichnen mit  1\  denjeni- 
gen Curvenpunkt ,  wel- 
cher die  nämliche  Ab- 
scisse  wie  Q  besitzt,  so 
haben  wir  bei  eonvexer 
Krümmung 

3/,  Q  >  JJ,  P,, 
X       bei  coneaver  Krümmung 
Mx  Q  <  M ,  Pu 
und  es  ist  also  die  Curve 
c°nvex  oder  concav  gegen  die  Abscissenachse,  je  nachdem  M\  Q  —  M\Pi 
k  positive  oder  negative  Vorzeichen  hat.    Für  OM  ~  x,  MMX 
-MiM2  z=  z/x  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  M\Q  das  arithme- 
Mittel  zwischen  MP  und  M,  P,  darstellt,  findet  sich 

MlPl 

f(x+2  Jx)-  2f(x+Jx)-\-f(x) 


2   /  -  o 

Ausdruck  hat  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie 
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fix  +  2  z/*)  -  2  fix  +  Jx)  +  7»  =  ^Vfr) 

und  letzterer  ist  wieder  einerlei  mit 

/"(*)  +  P- 

wo  q  eine  gleichzeitig  mit  gegen  die  Null  convergirende  Grösse 
bezeichnet.  Hieraus  folgt,  dass  bei  hinreichend  kleinen  z/x  der 
zweite  DifFerenzenquotient  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  zweite  Dina- 
ren tialquotient  besitzt,  dass  mithin  die  Curve  convex  oder  concav 
ist,  je  nachdem  f"  ix)  das  positive  oder  negative  Zeichen  hat.  Dies* 
Bemerkungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Curve 
unterhalb  der  Abscissenachse  liegt,  mithin  fix),  fix-\-  dx),  fix  -f~  2  Ax\ 
negativ  sind;  man  findet,  dass  umgekehrt  ein  negatives  f"(x)  die 
convexe,  ein  positives  f"  ix)  die  coneave  Krümmung  anzeigt.  Mit 
dem  Vorigen  zusammen  giebt  dies  den  Satz,  dass  die  Curve  convex 
oder  concav  gegen  die  Abseissenachse  gekrümmt  ist,  je  nachdem  fix) 
und  /"  ix)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

Zu  demselben  Resultate  führt  auch  eine  andere  Bemerkung. 
Bei  einer  convex  steigenden  Curve  wachsen  nämlich  die  Tangenten- 
winkel, bei  einer  concav  steigenden  nehmen  sie  ab,  wie  man  unmit- 
telbar aus  Fig.  17  und  18  ersieht,  worin  PTund  Pj  T\  die  Tau- 
Fig.  17.  Fig.  18. 


genten  an  zwei  aufeinander  folgenden  Punkten  sind.  Die  gleiche 
Bemerkung  gilt  auch  für  fallende  Curven,  und  daher  deutet  jederzeit 
ein  wachsendes  r  auf  convexe,  ein  abnehmendes  t  auf  coneave  Krüm- 
mung. Die  Zunahme  oder  Abnahme  von  z  erkennt  man  an  dem 
Vorzeichen  des  Differentialquotienten 

dt       daretany'  1  „ 

Ix  ~       dx       ~~  1  +  y'a  V  ; 

dieses  Vorzeichen  hängt  lediglich  von  y"  ab,  und  damit  gelangt  man 
wieder  zu  dem  vorigen  Satze.  Um  letzteren  etwas  einfacher  und 
für  Anwendungen  bequemer  aussprechen  zu  können,  denken  wir  uns 
die  Abscissenachse  so  weit  abwärts  paraDel  zu  sich  selbst  verscho- 
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ben,  dass  alle  in  Frage  kommenden  Orcünatcn  positiv  ausfallen;  mit 
anderen  Worten,  wir  vergrössern  alle  innerhalb  des  betrachteten 
btäralles  liegenden  Ordinaten  um  eine  constante  Strecke,  welche 
mehr  als  die  grösste  Ordinate  beträgt.  Auf  y*  und  y"  hat  diese 
Operation  keinen  EinflusB ;  der  vorige  Satz  aber  lautet  dann : 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  =  /(x)  ist,  kehrt 
die  convexe  oder  die  concave  Seite  nach  unten,  j< 
nachdem  /"  (x)  positiv  oder  negativ  ist. 

Aendert  /"  (x)  sein  Vorzeichon  mittelst  Durchganges  durch  den 
Wirt/*  (x)  =  0,  so  findet  an  dieser  Stelle  ein  Krümmungswechsel 
Ä  ein  derartiger  Punkt  heust  ein  Inflexionspunkt  oder  Wen- 
depunkt. 

III.  Nach  diesen  Sätzen  ist  der  Lauf  einer  durch  ihre  Glei- 
chung gegebenen  Curve  auf  folgende  Weise  zu  untersuchen.  Man 
ermittelt  zunächst  die  Intervalle ,  innerhalb  deren  y  sein  Vorzeichen 
behält,  sowie  die  Stellen  wo  y  =  0  wird;  man  erhält  dadurch  die 
Punkte,  welche  die  Curve  mit  der  Abscissenachse  gemein  hat,  d.  h. 
Durchschnitte  oder  Berührungspunkte  mit  der  a> Achse.  Nach- 
her entscheidet  man,  wie  weit  y'  positiv,  wie  weit  es  negativ  ist  und 
*o  /  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  Null  wechselt ; 
ßes  giebt  die  Culminationspunkte.  Endlich  untersucht  man, 
innerhalb  welcher  Intervalle  y"  positiv  bleibt,  innerhalb  welcher  an- 
deren negativ ,  und  an  welchen  Stellen  y"  sein  Vorzeichen  mittelst 
Zuganges  durch  Null  wechselt,  d.  h.  wo  In flcxionsp unkte  vor- 
kommen. Diese  sogenannten  ausgezeichneten  Punkte  reichen  hin, 
^  A'e  Gestalt  der  Curve  kennen  zu  lernen. 

Als  Beispiel  diene  eine  Curve  von  folgender  Entstehungsweise.  In 
einem  über  dem  Durchmesser  A  B  =  2  «,  Fig.  1 9  (a.  f.  S.),  construirten 
Kreise  sind  parallel  zu  A  B  Sehnen  gezogen,  von  denen  Qx  Q2 
irFend  eine  darstellen  möge ;  sie  schneidet  den  zu  A  B  senkrechten 
Durchmesser  in  einem  Punkte  N.  Man  legt  ferner  M\Q\  \\  CD  \\  M2Q2 
and  zieht  die  Gerade  AN;  letztere  trifft  Mi  in  P, ,  M2  Q>  in  P9% 
^  nun  sollen  P\ ,  IJ2  Punkte  der  neuen  Curve  sein.   Bezeichnet  man 

oder  AM-i  mit  x,  und  die  zugehörige  Ordinate  mit  ?/,  so  erhält 
ffiaa  als  Gleichung  der  krummen  Linie 

xV%  ax  —  x2 

»  =  a  • 

nnd  hieraus  ergiebt  sich,  das  Wurzelzeichen  erst  als  positiv  voraus- 
gesetzt, dass  zu  jedem  negativen  x  ein  imaginäres  y  gehört,  dass 
ferner  für  x  =  0  auch  y  =  0  wird,  dass  jedem  zwischen  0  und  2  a 
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liegenden  x  ein  positives  y  entspricht,  dass  für  x  —  2  a  wieder  y  =  (. 
und  für  x  ^>  2  a  jedes  y  imaginär  ist.  Die  Curve  geht  demnach  vo: 
A  aus  über  die  r-Achse  hinauf  und  steigt  am  Ende  i»  B  wieder  z 

Fig.  19. 


A  M, 


F   M2  B 


ihr  herab.  Nimmt  man  das  Wurzelzeichen  negativ,  so  erhält  mai 
gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Ordinaten;  demnach  besteht  di< 
Curve  aus  zwei  congruenten,  über  und  unter  der  Abscissenachse  lie- 
genden Zweigen,  die  zusammen  eine  geschlossene  Figur,  ein  soge- 
nanntes Blatt  bilden. 


Man  erhält  weiter  als  ersten  Differentialquotienten 

x(ßa—2x) 
a  V~2  ax 


X' 


wobei  das  Wurzelzeichen  positiv  genommen  werden  kann,  weil  maB 
nur  einen  der  beiden  congruenten  Zweige  zu  untersuchen  braucht 
Für  x  =  0  wird  y'  =  0;  so  lange  x<iia  bleibt,  ist  yf  positiv,  füi 
x  =  ja  wird  yf  =  0,  bei  grösseren  x  wird  y'  negativ  und  zuletzt 
d.  h.  für  x  =  2  a,  negativ  unendlich  gross.  Demnach  hat  die  Curv< 
in  A  die  Abscissenachse  zur  Tangente;  von  A  aus  steigt  sie  bis  zi 
dem  oberen  Culminationspunkte  Cr,  dessen  Coordinaten  AF  = 

3  VT 

F  G  —  — - —  a  sind ,  und  fällt  dann  bis  B ,  wo  sie  die  Abscissen- 
4 

achse  rechtwinklig  schneidet. 

Was  ferner  den  zweiten  Differentialquotienten 

„  _  x(S  a1—  6ax  +  2x*)  _  2 x \(x  —  § a)*  —  -*  a2] 

V   ~     a  V{2  ax  —  z2)3     ~~     a  V(2  ax  —  z'-')3  1 

anbetrifft,  so  übersieht  man  leicht,  dass  derselbe  positiv  bleibt  von 
jr—Obis  zudem  kleineren  der  beiden  Werthe,  welche  (x  —  |a),=|aJ 
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3  —  1^3 

liehen,  d.  h.  bis  zu  x  =  a  —  l  a  —  a  cos  30°.  Beim  Uober- 

Ji 

schrciteu  dieses  Wertbes  gebt  y"  aus  dem  Positiven  in's  Negative 
aber  und  bleibt  negativ  bis  x  =  2  a.    Es  würde  zwar  später  für 

3  4- 

x=  a  wieder  ein  Zeiebenwecbsel  eintreten;  dieser  kommt 

3  4-  V~3 

ata  nicht  in  Frage,  weil  0  >  2  a  ist  uud  die  zugehörigen 

%jftf  imaginär  sind.  Die  Curve  ist  demnach  convex  gegen  die 
itai^enachse  von  A  bis  zu  dem  Inflexionspunkte  /,  dessen  Cooidi- 
MfoiAi/  =  pi  —  acos  30°  und  ///  leieht  construirt  werden  kön- 
nen; darüber  hinaus  bleibt  die  Linie  coneav. 


§•  20. 

Bogendifferential ,  Tangenten,  Asymptoten  und  Normalen 

ebener  Curven. 

L   Die  schon  öfter  benutzte  Gleichung 

1)  Umx  =  y'  =  p. 

(IX 

^i*let  die  Grundlage  für  alle  Formeln  und  Constructionen ,  welche 
^deiu  Probleme  des  Tainrenteuzielicns  in  irgend  einem  Zusammen- 
'^stehen.  Zunächst  bemerken  wir,  dass  aus  Nr.  1)  die  folgenden 
Hingen  entspringen. 

dp 

1  .  dx 

cost  =  Stil  X  = 


.  —   ,         .UM      «■    —  f—  =   « 

i*m  man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

\\  dx  .  du 

V  dx*  4-  d  iß  V  dx2  +  diß 

ftfr  besitzt  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.     Je  kleiner 
■  «ich  dx  und  dy  gedacht  werden,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  das 
zwischen  den  Punkten  x,  y  und  x  4  dx,  y  -f  dy  liegende  Curven- 
^  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln  oder  das  aus  den  Katheten 
rifyund  dem  zugehörigen  Bogen,  welcher  ds  heissen  möge,  ge- 
1     Breieck  als  geradliniges  Dreieck  anzusehen.    Dass  diese 
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Vorstellung  richtig  ist,  beweist  die  daraus  folgende  Gleichung  tan\ 
dy 

—  — ,  welche  mit  Nr.  1)  übereinstimmt.    Dann  darf  man  aber  wei 
dx 

ter  schliessen,  dass  für  das  Bogendifferential  ds  die  Gleichung 
4)  ds*  =  dx*  +  dif- 

gelten  muss.  Dies  kann  auch  diroct  auf  folgende  Weise  gezeigt 
werden. 

In  Fig. 20  sei  OM  =  x,  MF .=  y,  MMi  =  PQ  =  4xy  P,( 


Fiff.  20. 


=  Jy,  ^  PTX  =  r,  der  voi 
einem  festen  Punkte  C  an  gerech 
nete  Bogen  CP  =  s,  mithin 

Are  PP,  =  ^/s, 
endlich  B  der  Punkt,  in  welchem 
die  Tangente  TP  die  Ordinal 
Mi  Pi  schneidet ;  wählt  man  dl 
so  klein,  dass  der  Bogen  PP\ 
keinen  Inflexionspunkt  enthält, 
also  entweder  nur  convex  oder 
nur  concav  ist,  so  hat  man  folgende  Ungleichungen 

ArcPPi  >  PP„  d.  h.  ds  >  V  dx*  -f  dy\ 

ArcPPx  <  PR  -f  RPU  d.h.  ds<.dx  seez  -f  dy  —  dxfm* 
Durch  beiderseitige  Division  mit  dx  orgiebt  sich 


M  MtU 


beim  Uebergange  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  dxy  d$ 
ds  erhält  man  auf  der  linken  Seite  als  Grenzwerth 


1  + 


und  auf  der  rechten  Seite 


seev 


Beide  Seiten  convergiren  also  gegen  eino  und  dieselbe  Grenze, 
daraus  folgt 

ds 


was  mit  der  Gleichung  4)  übereinstimmt.    Auch  ist  nun 
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1  rix 

COS  X  =  — t  =  -T-  , 

Vi  +  »'*  rf* 
y'  dy 

sin  r  =  —  =  -j2-  • 

Vi  +  y'!  ds 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  der  expliciten  Gestalt 
y  =  f  (j),  sondern  implicite  unter  der  Form 

F(x,  y)  =  0 

gegeben  ist,  so  hat  man 

d£ 

,      dy  dx 


dx  W 
dy 

:o  sitzen,  wie  in  §.  10  gezeigt  worden  ist. 

II.  Um  durch  den  Punkt  P  eine  Tangeute  an  die  Curve  zu 
t£en,  kann  man  entweder  den  Derührungswinkel  r  aus  der  Formel  1) 
Bimmen  und  sein  Complement  MPT  (Fig.  20)  an  die  Ordinate 
IV  antragen,  oder  eine  der  Geraden  MT,PT  berechnen  und,  wenn 
wglich,  coustruiren.  Die  erste  dieser  Strecken  heisst  die  Subtan- 
eute,  die  zweite  die  Tangente,  und  zwar  ist 

)  Sbtg.  =  ycotz  =  — —  =  , 

tanz  y' 

•\  „V       yVi  +  y'z 

Bezeichnen  £  und  r}  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
I»  Tangente,  so  gilt  die  Gleichung 

fl  ~  y  =  (|  —  *)  tan  r, 

•n  deren  Richtigkeit  man  sich  durch  wirkliche  Construction  der 
ifferenzen  £  —  x  und  17  —  y  leicht  überzeugt ;  demnach  lautet 
«Gleichung  der  Tangente: 

1  n  —  y  —  y'ß  — 

Für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  der  Curve  in  der  unent- 
^elten  Form 

F(xty)  =  0 

zeben  ist,  erhält  die  Gleichung  der  Tangente  die  symmetrische 
-:talt 

<„-,)  =  <>. 
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III.    An  die  Gleichung  8)  oder 

n  =  y'  6  +  »  — 

knüpft  sich  noch  folgende  Bemerkung.  Wenn  die  Curvc  in's  Unend- 
liche geht,  so  kann  es  geschehen,  dass  bei  unendlich  wachsenden/ 
die  Ausdrücke 

y'  und  y  —  xy1 
sich  bestimmten  Grenzen  nähern ;  es  giebt  dann  eine  feste  Grenzlage 
der  Tangenten,  der  sie  sich  mehr  und  mehr  nähern,  je  weiter  der 
Punkt  xy  fortrückt,  d.  h  eine  sogenannte  Asymptote  der  Curve. 
Setzen  wir 

IAmyf  ^  Um  fix)  =  A,  )'  _ 

Lim(y  —  xy')  =  Lim[f(x)  —  xf'(x)]  =  B,  j (*  *] 
so  haben  wir  als  Gleichung  der  Asymptote 

10)  rj  =  A%  +  B.  j 

Nur  für  den  Fall,  dass  die  Asymptote  parallel  zur  y- Achse  liegt, 
wird  diese  Gleichung  unbrauchbar  wegen  A  =  od  und  B  =  «;  man 
hat  aber  dann  die  vorige  Betrachtung  nicht  nöthig,  weil  sich  eine 
derartige  Asymptote  von  selbst  dadurch  bemerklich  macht,  da?s 
einem  endlichen  x  ein  unendliches  y  entspricht. 


Fig.  21. 


M  MtU 


11) 
12) 


Bubnorm.  - 
Norm  —  -J—  =  y  Vi  +  */'2; 


IV.  Errichtet  man  im  Punkte 
P  auf  der  Tangente  eine  Senk- 
rechte, welche  die  Abscissenachse 
in  U  schneidet,  so  erhält  man  die 
sogenannte  Normale  der  Curve. 
MU  heisst  die  Subnormale 
(Fig.  21).  Aus  der  Bemerkung, 
dass 

^MPU=Z.  MTP  =  r 
ist,  findet  man  leicht 

ytant  —  yy\ 


cost 


ferner  ist,  wenn  £  und  r\  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Normale 
bezeichnen, 

r\  —  y  =  (x  —  £)  cotty  , 
mithin  die  Gleichung  der  Normale: 


13) 
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Der  anentwickelten  Form  der  Curvcngleichung  entspricht  als 
Gleichung  der  Normale 

")         a-x)g-(„-,)g  =  o. 

Anwendungen  dieser  allgemeinen  Vorschriften  giebt  der  nächste 
Paragraph. 

* 

§.  21. 

feispiele  von  Tangenten-  und  Normalenconstructionen. 

L  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  die  Hauptachse  eines 
Kegelschnittes  zur  x-  Achse  und  einen  ihrer  Endpunkte  zum  Coordi- 
natenanfang.  so  ist  bekanntlich 

1)  y*  =  2px  +  q** 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  worin  p  den  Halbpara- 
meter (die  Ordinate  im  Brennpunkte)  bedeutet.    Man  findet  hieraus 

2)  yy'=P  +  Q*,  „•^tstJI, 

mithin  als  Gleichung  der  Tangente 

3)  ,-,=*±-£f  ({_*). 

Für  {  =  0  ergiebt  sich  hieraus  ein  specielles  17,  das  iy0  heissen 
möge,  und  zwar  bedeutet  es  geometrisch  die  Strecke  0  T,  welche  die 
Tangente  von  der  Ordinatenachse  abschneidet;  man  hat  dafür 

%  —  y  x  =   

y  y 

oder,  vermöge  des  Werthes  von  #5, 

4)  *>=T" 

Dies  giebt  folgende  Tangentenconstruction  (Fig.  22).  Man 
Fjg  22.  nehme  0  C=p>  fälle  von  dem  festen 

Punkte  C  auf  den  Radiusvector  OP 
eine  Senkrechte,  welche  die  Ordina- 
tenachse in  T  schneidet,  und  ziehe 
die  Gerade  TP. 

Man  hat  ferner  durch  Substitu- 
tion des  Wcrthe*  von  y 
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x  -f  qxl 


y  —  xy'  =  f?0  = 


px 


X 

p 


+  3 


bei  unendlich  wachsenden  £  wird  hieraus 


Diese  Ausdrücke  sind  reell  und  von  endlichem  Werthe,  wenn 
q  >  0,  d.  h.  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist;  letztere  besitzt 
daher  zwei  Asymptoten,  deren  Gleichungen  aus 


5) 


hervorgehen,  wenn  man  VT  das  eine  Mal  mit  dem  positiven,  das 
andere  Mal  mit  dem  negativen  Vorzeichen  nimmt 

Was  endlich  die  Normale  betrifft,  so  bemerke  man,  dass  die 
Gleichung  2)  linker  Hand  den  Ausdruck  yy\  d.  h.  die  Subnormale, 
enthält  und  dass  die  Gleichung  2)  mit  folgender  übereinkommt: 

6)  yyr  =  4: —  jp- 


X 


Man  kann  daher  die  Normale  unabhängig  von  der  Tangente 
durch  folgende  Construction  erhalten:  Auf  dem  Radiusvector  OP 
errichtet  man  in  P  eine  Senkrechte,  welche  der  Abscissenachse  in 
begegnet,  und  nimmt  QU  =  p\  dann  ist  P  U  die  Normale. 

II.    Die  Cycloide  ist  bekanntlich  der  Weg,  den  irgend  ein 


Fig.  23. 


W 


Punkt  eines  Kreises  be- 
schreibt, wenn  letzterer, 
ohne  zu  gleiten,  auf  einer 
Geraden  fortrollt,  wobei 
sich  die  Peripherie  des 
Kreises  auf  jener  Gera- 
den abwickelt  Nehmen 
wir  die  gegebene  Gerade 
AB,  die  sogenannte  Ba- 
sis, zur  x-Achse,  den  An- 
fangspunkt der  Bewegung  zum  Coordinatenanfang  und  setzen  (Fig. 
23)  AM=-.  x,  MP  =  yy  LP  =  LU  =  «,  Z  PL  ü  =  ö,  so  gel- 
ten folgende  Gleichungen 


YT7 

y.  V  

N 

r/j,  •'  •( 

VN. 

L 

ß 
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x  —  All  —  MU  =  Are  UP  —  P  V, 

iL 

7)  x  =  aco  —  a  sin  o; 

y=  UV=  LU  -  LV, 

Ii 

8)  y  =  a  —  a  cos  co. 

Durch  Elimination  von  co  aus  7)  und  8)  würde  man  zu  einer 
Gleichung  zwischen  x  und  y  gelangen,  da  aber  dieselbe  etwas  cora- 
püdrt  ausfallt,  so  thut  man  besser,  die  obigen  zwei  Gleichungen  bei- 
zubehalten und  darin  den  Wälzungswinkel  co  als  unabhängige  Varia- 
bek  zu  betrachten.    Dann  ist 

dx  =  a(l  —  cosa)  da,        dy  =  asina  du, 

mithin 

m\  dy  sina 

3  ~T  —   sss  cot  \  a 

dx       1  —  cos  a  2 

oder,  zufolge  der  geometrischen  Bedeutung  des  Differentialquotienten, 

tan  t  =  cot  l  co  =  tan  (90°  —  \  co). 

Da  während  der  ersten  halben  Umwälzung  co  <^  180°,  mithin 
W  —  \  co  ein  spitzer  Winkel  und  ebenso  t  jedenfalls  <^  90°  ist,  so 
«hlie&st  man  aus  der  vorigen  Gleichung 

z  =  90°  —  \co  oder  90°  —  x  =  \m% 

UZ  MPT  =  dem  Peripheriewinkel  UWP;  es  ist  folglich  WPT 
&  Tangente  und  die  darauf  senkrechte  P  U  die  Normale. 

Nicht  selten  nimmt  man  den  höchsten  Punkt  C  der  Cycloide 
zw  Coordinatenanfang  und  den  Pfeil  CD  zur  Abscissenachse.  Für 
CN=z  xu  NP  =  yx  ist  dann 

10)    ,  *i  —  CD  —  DN  =  2a  —  y  =  a(l  +  cosco) 


yi  =  AD  —  AM  =  na  —  x  =  a(it  —  co  -f  sin  u) 

^  =  ^  =  tan)co 
dx,       dy        ÜU*         V  1 


—  cosco 


dxx       dy  2         r    1  +  COß&* 


«der  wegen  cosco  =  -j-  —  1, 


Dieses  Hesultat  stimmt  mit  dem  vorigen  überein.  Die  linke 
Seite  bedeutet  nämlich  geometrisch  den  Winkel  xu  den  die  Tangente 
PT  mit  der  neuen  Abscissenachse  einschliefst,  es  ist  daher 
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ton  r2  =         oder  fo«  MP  T  — 


NC  ' *  JVC' 
woraus  wieder  folgt,  dass  P  W  \\  C  Q  die  Tangente  sein  muss. 

III.  Die  Kettenlinie.  Aus  statischen  Gründen  bildet  ein  vol 
kommen  biegsamer  homogener  Faden,  frei  aufgehangen  und  nur  d< 
Einwirkung  seines  Gewichtes  unterworfen ,  eine  krumme  Linie  vo 
folgender  Gleichung 

X  X  - 

,T  _|_  e  ~  7 


12) 


wobei  die  Abscissenachse  horizontal  in  der  Entfernung  h  unter  de 


Fig.  24. 


Q\ 

Y 

T 

i 
\ 

* 

* 

% 
% 

Scheitel  der  Curve  liegt,  und  d 
Ordinatenachse  vertical  durch  d< 
Scheitel  geht  (Fig.  24).  Aus  Nr.  1 
folgt 


=  1  (e*  -e  *) 


u 


M  N 


U  X 


und  es  ist  vermöge  der  Werthe  vc 
y  und  y' 

(ff  -  <• = 

oder  zufolge  der  geometrischen  Be 
deutung  von  y' 

Vy2  -  w 


Um  hiernach  die  Tangente  am  Punkte  P  zu  construiren,  b 
schreibt  man  aus  dem  Scheitel  C  mit  MP  als  Halbmesser  eine 
Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  in  N  schneidet ,  zieht  die  Gera*] 
CN,  die  mit  OC  einen  Winkel  =  x  bildet,  und  legt  PT  senkreel 
zu  CN\  die  Normale  P  U  ist  parallel  zu  CN. 


§.  22. 

Krümmungskreis,  Krümmungsmittelpunkt  und  Evolute. 

I.    An  zwei  Punkte  P  und  P,   einer  Curve  CPJ\  (Fig 
denkon  wir  uns  die  Tangenten  TP  und  Tx  P\  gelegt,  die  sich 
schneiden,  und  die  zugehörigen  Normalen  construirt,  'leren  I), 
schnitt  Q  heisseu  möge;  in  dem  Sehnenvierecke  PQP\  U  ist  dai 
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£PQPX=^  TUTX  =  ZMXTXPX  —  zl  üf TP  =  tx  -  r, 

Fig.  25.  der  Winkel   PQPX  giebt 

also  den  Zuwachs  des  Tan- 
gentenwinkels r  an  und  kann 
daher  mit  dt  bezeichnet 
werden.  Ziehen  wir  ferner 
die  Secaute  Px  PS  und  setzen 

_  PSM=  tf, 
so  haben  wir  im  Dreiecke 
PPxQ 


0  T 


S      T,M  M, 


Z.PQPx=dz, 

^PlPQ=z90<>  —  ^Pll>U=  90«  —  Z.SPT  =  90«  — (<f  —  t), 
Z.PPXQ  =  90«  —  ^  jp^  r/=  90°  -  Z.  SPX  r,  —  90«'  -  (r,  -  ö), 

vermöge  der  Proportionalitat  der  Seiten  und  der  Sinus  der  Gegen- 
winkel können  wir  hieraus  die  Strecken  PQ  —  r  und  Px  Q  —  rx 
^rechnen  und  finden 

sin  dt 


sin  PPX  Q 


—  '  —   •  

z/r  ^a: 


und  dem  entsprechend 


V 


r,  =  — : —  —  cos  (a  —  r). 

•       ■  -     ■  - 

Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  Px  immer  näher  an  P  rücken,  mit- 
ain  d x,  dt  und  6  —  z  gleichzeitig  gegen  die  Null  convergiren ,  so 
verändert  der  Durchschnitt  Q  seine  Lage,  geht  aber  nicht  in's  Un- 
endliche hinaus;  vielmehr  nähern  sich  r  und  rx  der  gemeinschaft- 
lichen Grenze 

Schlömllcb,  AnalyaU.  7 
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L  im  r  —  Lim  rx  —  , 

at 

dx 

welche  wir  (>  nennen  wollen.  Aus  tan  t  —  ?/'  folgt  ferner,  weüi 
einen  positiven  oder  negativen  spitzen  Winkel  bedeutet, 

.  dt  1         dy'  1  „ 

T  —  twrftttl  v  ,  — —  =■   t  •         =   7-  y  , 

•  '  r/#       1  -f-  ?/'-'    r/r        1  4-  V  1 

daher  ist  zusammengenommen 

l)  9  ~  Tli  

y 

Das  für  den  ersten  Augenblick  überraschende  Resultat,  das?  de 
Durchschnitt  zweier  Normalen  beim  Zusammenfallen  der  letztere 
nicht  in's  Unendliche,  sondern  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Greiu 
punkte  fortrückt,  ist  übrigens  geometrisch  leicht  zu  erklären.  J 
weniger  nämlich  die  P^ntfernung  der  Punkte  P  und  1\  beträgt,  ni 
so  kleiner  ist  auch  die  Differenz  der  Langen  von  PQ  und  P\  Q,  mit 
hin  lässt  sich  näherungsweis  PQ  =  Px  Q  als  Halbmesser  eines  Km 
ses  ansehen,  welcher  sowohl  die  Punkte  P  und  Px  als  die  zugehöri 
gen  Tangenten  P  T  und  Px  T\  mit  der  Curve  gemein  hat.  Eben 
desswegen  schliesst  sich  dieser  Kreis  genauer  an  die  Curve  n  »1? 
jeder  andere,  dessen  Mittelpunkt  willkührlich  auf  der  Normale?^ 
gewählt  wäre  und  der  nur  die  eine  Tangente  PT  mit  der  Curve  ge 
mein  hätte,  oder  kurz  ausgedrückt,  jener  Kreis  hat  nahezu  dieselb 
Krümmung  wie  die  Curve  von  P  bis  P,.  Diese  Schlüsse  erhalt? 
ihre  volle  Gültigkeit  beim  Zusammenfallen  der  Punkte  P  und  /' 
der  Grenzpunkt  des  NormalendurchBchnittes  heisst  dann  der  Krün 
mungsmitt elpunkt,  die  Strecke  q,  als  Radius  eines  Kreises  f 
dacht,  der  Krümmungshalbmesser,  und  der  mit  q  aus  jene: 
Punkte  beschriebene  Kreis  der  Krümmungekreis;  er  schliesst  sie 
der  Curve  genauer  an  als  jeder  andere  in  P  sie  berührende  Kre 
und  hat  durchweg  dieselbe  Krümmung,  wie  die  Curve  in  P. 

Diese  Vorstellungsweise  führt  auch  sehr  rasch  zur  Formel  1 
Setzt  man  nämlich  Are  CP  =  9,  so  ist  ArcPPx  =  z/s,  ferner  nah 
rungsweis,  indem  manz/s  wie  einen  mit  dem  Halbmesser  PQ  =  fl 
—  r  beschriebenen  und  zum  Centriwinkel  PQP{  =  z/r  gehörig« 
Kreisbogen  berechnet, 

z/>  =r  r  .  z/r  oder  r  —  -r- 

z/r 
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folglich  genau  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  ds 
und  dt 

AI 

dt 

Dnrch  Einführung  der  Werthe  v 

ds  =Vl    +   f/'2  .  dT  _        J  y»  rf* 

1    +  t/'? 

gebt  die  Formel  2)  in  die  Formel  1)  über. 

Nimmt  man  das  vorkommende  Wurzelzeichen    im  absoluten 
Sinne,  so  hat  Q  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  ;/";  d.  h.  geome- 
trisch, der  Krümmungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einander 
entgegengesetzte  Lagen  haben,  je  nachdem  die  Curve  die  convexe 
oder  die  concave  Seite  nach  unten  kehrt;  im  ersten  Falle  ist  er  iwsi- 
riv,  im  zweiten  negativ. 

Für  die  Construction  des  Krümmungshalbmessers  ist  in  man- 
chen Fällen  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass 

gesetzt  werden  kann,  wo  u  die  Normale  im  Punkt«1  J*  bezeichnet. 
Aus  der  Gleichung  der  Kegelschnitte 

y  =  V%px  +  qx* 
«rhält  man  z.  B.  durch  zweimalige  Differentiation 

»„         p*      _  p' 

V(2px  +  qx*)*  »" 
md  daher  ist  der  Krümmungshalbmesser 


II 

was  sich  ohne  Schwierigkeit  construiren  lässt,  wenn  man  z.  B.  — 

als  Tangente  eines  Winkels  betrachtet.  Die  eleganteste  Construction 
der  Formel  werden  wir  im  §.  24  zeigen. 

Für  die  Cycloide  ist  nach  §.  21 

dx  =  2  a  sin'1  \  o  da ,  y'  =  cot\  w, 

mithin 

woraus  durch  Division  mit  dx  und  dessen  Werthe  folgt 

f  —  1 


4  a  sin4 1  co 

7* 
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Dies  giebt  den  Krümmungshalbmesser 

p  =  —  4  a  sin  j>  o  =  —  2  PU 
oder  gleich  dem  Doppelten  der  Normale ;  der  Krümmungsmittelpunkt 
wird  demnach  erhalten,  wenn  man  die  Normale  PU  um  ihre  eigene 
Grösse  verlängert. 

Für  die  Kettenlinie  ist  nach  §.  21 

V  —l\e'—e  u  =  ysecv  =  - 

ferner 

^  =  i(eT  +  e-T)  =  £ 

mithin  nach  Nr.  3) 

„2 

Die  Kettenlinie  hat  also  mit  dem  Kreise  die  Eigenschaft  gemein, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  gleich  der  Normale  ist;  die  Lagen 
sind  aber  einander  entgegengesetzt. 

IL  Um  die  Coordinaten  £  und  rj  des  Krümmungsniittelpunktes 
zu  bestimmen,  braucht  man  nur  zu  berücksichtigen,  dass  der  ge- 
suchte Punkt  auf  der  Normale  um  Q  vom  Punkte  P  entfernt  liegt; 
daher  ist  aus  einfachen  geometrischen  Gründen 

x  —  £  =  Qsint,    rj  —  y  =  qcosx 
oder  vermöge  der  Werthe  von  q,  sin  %  und  cos  x 

Für  die  Parabel,  deren  Gleichung 
ist,  findet  man  hiernach 

6  =  sx  +  j>,   n  =  -  V  —  • 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  entwickelter  Form  ge- 
geben ist,  so  müssen  y'  und  y"  nach  den  Lehren  des  §.16  berechnet 
werden. 

III.  Die  Formeln  4)  enthalten  in  letzter  Instanz  nur  die  drei 
Variabelen  £,  r\  und  x,  da  man,  wenigstens  bei  entwickelten  Gleichun- 
gen von  der  Form  y  =  f{x),  sowohl  y  als  y'  und  y"  durch  x  aus- 
drücken kann.  Denkt  man  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  x  elimi- 
nirt,  so  bleibt  nur  eine  Gleichung  zwischen  |  und  i?  übrig,  d.  h.  die 
Gleichung  derjenigen  Curve,  welche  von  den  stetig  aufeinandertol- 
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genden  Kriimroungsmittelpunkten  gebildet  wird.  Dieser  geometri- 
sche Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  heisst  die  Evolute  der  gege- 
benen Curve,  und  zwar  kommt  diese  Benennung  daher,  dass  man  sich 
die  ursprügliche  Curve  durch  Abwickelung  eines  um  die  Evolute  ge- 
legten Fadens  entstanden  denken  kann. 

Als  Gleichung  der  Parabelevolute  findet  man  mittelst  der 
angegebenen  Elimination 

"  p 

ajw  eine  Curve  dritten  Grades  (die  sogenannte  semicubische  Parabel). 
Für  die  Ellipse,  deren  Gleichung  unter  der  Form 

(!)■  +  (!)'  -  ■ 

dargestellt  wird,  erhält  man  als  Gleichung  dt  r  Evolute 

(£f  +  ©" = 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

_  b*  ri^  —  V 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Mittelpunktsgleichung 

(I)'  -  (ff-  m 

daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Evolute 

©L©= 

0» +  V  .       a*  +  6» 

°'=— —  -  6>=— —  ■ 

Für  die  Cycloide  gilt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die 
Evolute  eine  mit  ihr  congruente  Cycloide  ist,  die  jedoch  eine  andere 
Lage  besitzt. 

§.  23. 

Formeln  für  Polarcoordinaten. 

Bei  dem  Gebrauche  von  Polarcoordinaten  wird  meistenteils  der 
Winkel  zwischen  dem  Radiusvector  und  der  Abscissenachse  als  un- 
abhängige Variabele  betrachtet  und  jener  Vector  als  abhängige 
Variabele;  für  Z.  XOP  =  ß  und  OP  =  r  (Fig.  26  a.f.S.)  ist  dem- 
nach die  entwickelte  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

i)  r=f«f), 
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woraus  sich  die  Differentialquotienten 


Fig.  26. 


leicht  ableiten  lassen.  Es 
fragt  sich  nun,  welche  neue 
Formeln  an  die  Stelle  der  fro- 
heren treten,  wenn  man  statt 
der  rechtwinkligen  Co«  rdina- 
ten  Polarcoordinaten  einführt. 

Der  Uebergang  von  dem 
einen  zum  anderen  Coordina- 
tensysteme  geschieht  bekannt- 
lich mittelst  der  Formeln 


2)  x  =  rcosO,  y  =  r  sin  0\ 

eine  Aonderung  des  0  hat  nun  gleichzeitige  Aenderungen  von  r,  t 
und  y  zur  Folge,  mithin  ist 

dx       dr       .  ... 

=  ncosO-rm<>, 


dy       dr    .   .  ü 


dy 


und  durch  Division  unter  Berücksichtigung  der  Formel  —  =foH, 


tanz  = 


sin  0  +  rcosti  tan  Ü  -f  r 
du   »ö  

^  cos  0  —  rsin  0  —  r  tan  8 


Hieraus  ergiebt  sich 


dr         14-  tanx  tan 6 

   Y  ___!  . — 

dO  '        tanx  —  fawfl 


ton  (r  —  (j) 


oder,  wenn  r  —  0  =  <JP  gesetzt  wird, 
3) 


1   dr  r' 


Diese  Formel ,  die  man  auch  durch  eine  sehr  einfache  geonu  tri 
sehe  Betrachtung  finden  kann,  löst  das  Problem  des  Tangentenzie 
hens,  denn  es  ist  qp  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  1JT  und  den 
Radius vector  OP. 
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Xeonen  wir  #  den  Winkel  OP  U,  welchen  die  Normale  mit  dem 
Radiusvector  einschliesst,  so  ist  ^  =  90°  -f-  <P>  folglich 

r' 

4)  tan     =  —  — 

r 

Eine  im  Coordinatenanfange  auf  dem  Vector  errichtete  Senk« 
rechte  wird  von  der  Tangente  in  einem  Punkte  V,  von  der  Normale 
n  einem  Punkte  W  geschnitten;  die  Strecke  OV  heisst  dann  die 
Pularaubtangente,  OW  die  Polarsubnormale.    Man  findet  0V 
z=rian(p  oder 

r2 

5)  Polarsubtg.  —  yr, 

6)  Polar subn.  =  r'; 

die  letzte  Gleichung  lässt  die  geometrische  Bedeutung  von  r'  er- 
kennen. 

Die  Formel  für  das  Bogendifferential 

ds*  ss  rfx2  +  <ty2 
rerwandelt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  rix  und  dy  in  die 

folgende 

7)  ds2  =s  ilr»  +  (r<W)2 

oder 


rfs  =  effl  Y  r2  +  (|jY  =  e*6  l/r5  + 


Zu  demselben  Resultate  führt  auch  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung. 

Um  endlich  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordiuateu  aus- 
ztuinicken,  halten  wir  uns  an  die  Formel 

ds 

worin  ds  schon  durch  Nr.  8)  bekannt  und  daher  noch  dz  zu  berech- 
ne ist   Die  Formel  3)  liefert 

r' 

r  —  H  =  arecot  — , 

r 

frier  ist 

rdr'  —  r'  dr 


dz  —  dO  =  — 


1  + 


(f)" 


rd^—jr^dr_ 
r2  +  r'2 


f<ffl        r         ,  rr"  — r'2 

df)  =  -       ,  M 


r»  +  r'2       "  r2  +  r'- 
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r2  4.  2r'2  —  rr" 


oder 


dt  = 


r2  +  r'2 

und  nun  ergiebt  sich  vermöge  der  Werthe  von  ds  und  dt 

—     \Z"(r2  +  r'y 


9) 


r2  +  2r'2  —  rr" 


Für  den  Fall ,  dass  die  Gleichung  der  Curve  unentwickelt  in 
Polarcoordinaten  gegeben  ist,  hat  man  r'  und  r"  nach  §.  16  zu  be 
rechnen. 


§.  24. 

Beispiele  zu  den  vorigen  Formeln. 

I.  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  den  einen  Brennpuniri 
des  Kegelschnitts  zum  Pol,  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  and 
rechnet  den  Winkel  8  vom  nächsten  Scheitel  aus,  so  ist  bekanntlich 
die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 


1) 


r  = 


P 


1  4-  e  cos  6 


Vig.  27. 


und  in  Beziehung  mi 
Fig.  27, 

FP=r,  ^AFP=ti. 
dabei  bedeutet  p  den 
Halbparameter  gleich  der 
BrennpunktsordinateFG 
und  8  die  numerische 
Exentricität,  d.  L  du 
Verhältniss  von  r  zum 
Abstände  PN  des  Punk« 
tes  P  von  der  Directrii 
DE.  Aus  Nro.  1)  erhält 
man  für  den  Winkel 
F  P  V  =  ty  zwischen 


i  sin  6 


Vetcor  und  Normale  die  Formel 

tan*=-~  t  +  te0B(, 

und  für  dessen  Supplement  FPU,  welches  %  heissen  möge, 
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e  sin  h 
tanz  -  l  +  ecosß, 

1  4-  tcosO  .  tsinß 


l/l  -|-  2«  cos  6/  +  «>'  Vi  +  2e  cosß  +  f2 

aieraus  kann  der  Winkel  zwischen  der  Normale  und  der  Hauptachse 
ibgeleitet  werden;  es  ist  nämlich      FUP  =  6  —  % , 

sin  FUP  =  sin  0  cos  £  —  cos  6  sin  % 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  cos  %  und  siw  £ 

sind 


sin  F  UP  — 


Vi  +  20CO80  +  s' 
In  dem  Dreiecke  jPP  CT  kennt  man  jetzt  eine  Seite  FP  —  r 
nd  alle  Winkel,  woraus  die  übrigen  Seiten  F  U  und  P  U  <=  u  leicht 
l  berechnen  sind.    Man  hat  zunächst 

_  TT        r  sin  % 
Fü=   ,       *    =  e  r 
sin  F  UP 

ithin 

.F  U  r        _  r« 

=  £  =  — ■ ,    F  ü  = 


«  giebt  eine  neue  Normalenconstruction  entweder  mit  Hülfe  der  Di- 
"Ctrix  oder  bequemer  in  der  Weise,  dass  man  auf  dem  Vector  die 
trecke  FT  gleich  der  grossen  Halbachse  des  Kegelschnitts  nimmt, 
mit  dem  Mittelpunkte  C  verbindet  und  nachher  die  Normale 
■JIM  legt.    Für  die  Normale  u  erhält  man 


u  = 


r  sin  0  ^r- — : —  -r— ;  : 

=  r  V  1  f  2  «  cos  ß  +  62 


sinFtfP 

ithin 

m  cos  #  =  r  (1  +  6  cos  6)  = 

^  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz ,  dass  die  Protection  der  Nor- 
rie auf  den  Vector  eine  constante  Grösse  und  zwar  gleich  dem 
dbparameter  ist.  Nimmt  man  demgemäss  auf  dem  Vector  die 
tokbPB=  FG  und  errichtet  in  S  auf  PS  eine  Senkrechte,  so  be- 
■mt  letztere  auf  der  Achse  den  Punkt  U,  durch  welchen  die  Nor- 
Ji  geht.    Aus  der  obigen  Gleichung  ersieht  man  ferner  die  geo- 

trische  Bedeutung  von  — ,  und  hierdurch  wird  die  in  §.  22  für 

P 

i  Krümmungshalbmesser  entwickelte  Formel  zur  folgenden 

9  =  —  usec*z, 
pn  Construction  einfach  darin  besteht,  dass  man  in  U  auf  der  Nor- 


IO*      Cap  III   $.U.    Beispiele  zu 


dz  = 


r»  -f  ,• 

«»d  nnn  ergibt  weh  rermöge  der  V 

r-  4-  2/ 
För  den  FaJJ ,  cU*s  die  Glei- 

PoWcoordjnaten  gegeben  ist,  h«l 
rechnen. 


Beispiele  zi. 

I.    Die  Kegelschnitt,, 
de«  Kegelschnitt«  zum  P».j. 
rechnet  den  Winkel  H  vom 
die  aJIgemeine  Gleichung  d<  i 

Fig.  27. 
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y  Ä  =  a  ö  , 


>  \  —  0)  =  03. 

<>)  würde  man  aus  diesen  Gleichungen 
.  .<1  0  ableiten  können,  doch  ist  es  boque- 
iingeändert  beizubehalteu  und  ü>  als  un- 
echten.   Man  hat  jetzt 

(co        da —  dÜ 


iehung 


=  du) 


1  +  »2 


u 


_  r/r  _  »VI  +  cj2 


il   früher  Z  OPF  =  0,  ZOi^=|,  ho  i  r- 

=  ,  ton  r  =  —  =  eol  (w  —  'V) , 

—  JL  P  0  Q  oder  P  Q  die  Normale  ,  wj<:  zu 


-i: )  =  ^L_= 

6J2V  1  + 


:i  ergibt*  Wik 


:ed  by  Google 
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male  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  den  Vector  in  R  schneidet,  und 
nachher  durch  R  eine  zu  PR  senkrechte  Gerade  legt,  welche  der 
Normalen  im  Krümmungsmittelpunkte  Q  begegnet. 

II.  Die  Lemniscate.  Auf  einer  Geraden  sind  zwei  feste 
Punkte  F  und  Gr  im  Abstände  FG  =  2  c  gegeben,  und  es  wird  der 
geometrische  Ort  des  beweglichen  Punktes  P  für  den  Fall  gesucht 
dass  das  Rechteck  FP  .  GP  von  constantem  Inhalte  und  zwar  gleich 
dem  Quadrate  über  )FG  •=  c  ist.  Auf  ein  rechtwinkliges  Courdi- 
natensystem  bezogen,  dessen  x -Achse  die  Gerade  FG  (Fig.  28)  und 
dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  von  F  G  ist,  lautet  die  Gleichung 
der  Curve  

V(c  -  xy  +  xf  •  V(c  +  x)*  +  y*  =  *  j 
und  nach  gehöriger  Reduction 

(*2  +  V2¥  =  2  c*  (x*  —  y*). 
Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten  (x  =  rcosÜ  ,  y  =  r  sin  (/) 
wird  die  Gleichung  einfacher 

r*  —  2        cos  2  0 
oder,  wenn  c  V^2  =  «  gesetzt  wird, 

r  =  a  V  cos  2  0. 
Hieraus  ergiebt  sich  augenblicklich 

fem  ^  =       2  ; 

der  spitze  Winkel  zwischen  Vector  und  Normale  beträgt  also  das 
Doppelte  von  ö,  wonach  die  Normale  sehr  leicht  zu  construiren  iA 

Fig.  28.  Fig.  29. 


X 


III.  Die  Kreisevolvente.  Wenn  eine  Gerade  ohne  zu  glei 
ten  so  um  einen  Kreis  herumgedreht  wird,  dass  sie  denselben  immei 
berührt ,  so  beschreibt  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  die  ge 
nannte  Curve.  Bei  der  Anfangslage  der  Geraden  sei  A  jener  Punk 
und  zugleich  Berührungspunkt,  eine  spätere  Lage  der  Geraden  se 
QP,  der  Wälzungswinkel  A  Ü  Q  =  co ,  Z.  A  0  P  er  0,  AO  = 
(Fig.  29),  es  ist  dann 
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QP  =  arcQA  =  am% 
in  dem  Dreiecke  0  P  Q 

r  =  a  V  1  +  co  - ,    tan  (a  —  0)  —  a. 

Durch  Elimination  von  a  würde  man  aus  diesen  Gleichungen 
eine  Gleichung  zwischen  r  und  0  ableiten  können,  doch  ist  es  beque- 
me, die  obigen  Gleichungen  umgeändert  beizubehalten  und  a  als  un- 
abhängige Variabele  zu  betrachten.    Man  hat  jetzt 

aa  da        da  —  d 6 
j  ~  V  i  +         cqs*(ü>  — 0)  ~ 

und  aus  der  zweiten  Gleichung 

d(J  =  stn' (o?  —  Ö) da  =  — - — -  d a , 

1  -f  a>2 

mithin  durch  Division 


,       dt_      a Vi  -f 

;  r  ~~        —  a 

Setzt  man  wie  früher  Z.  OPV  =  ty,  Z.  OPQ  =  %,  so  er- 
gebt sich 

r'  1  1 

iantp  =  -  —  =  —  —  ,   to*  =  —  =  —  0), 

■  ist  folghch  £  =  90°  —  Z  P  0  Q  oder  P  #  die  Normale ,  wie  zu 
warten  war. 

Man  hat  ferner 


rfr'  _  rZ  (  -L  j  =   (2o 

öd  durch  Division  mit  # 

"4  Formel  9)  dos  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich 
|  q  =  aa  =  Py, 

■Min  ist  <2  der  Krümmungsmittelpunkt,  wie  sich  nach  der  Eut- 
■Mtungaweise  der  Curve  erwarten  Hess. 
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■ 

§.  25. 

Tangenten  und  Normalebenen  an  doppelt  gekrümmten 

Linien. 

I.  Eine  Curve  doppelter  Krümmung  hat  bekanntlich  zwei  Glei 
chungen,  weil  sie  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  angesehen  werdei 
kann ;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben ,  etwa  in  der  Gc 
stalt 

1)  f(x,y,z)  =  0,       F(x,y1z)  =  0, 

so  kann  man  aus  ihnen  einmal ,  einmal  y  eliminiren  und  erhält  dam 
zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form 

2)  yz=(p(x)J       z  =  il>{x), 

womit  die  Projectionen  der  Curve  auf  die  xy-  und  auf  die  x e- Ebene 
bestimmt  sind.  Es  mögen  nun  zwei  Curvenpunkte  PundPi  betrach- 
tet werden,  deren  Coordinaten  x  f  y ,  z  und  x  -|-  dx,  y  -\-  dy  tz  \  di 
heissen  sollen.    Die  Länge  der  Sehne  P  Px  ist 

PPX  =  V  4x*  +  -f 
und  wenn  wir  die  Winkel,  welche  JPP,  mit  den  Coordinatenacnsefl 
ein8chliesst,  durch  6X ,  69 ,  ö .  bezeichnen,  so  haben  wir 

6    —  JX  —  1  _ 


cos6u  = 


4» 

dy    4x 


4 

C0$6t  = 


Bei  unendlich  abnehmenden  zf  x  rücken  die  Punkte  P  und  fl 
einander  immer  näher,  die  Secante  dreht  sich  um  den  fest  bleibenden 
Punkt  P  und  geht  schliesslich  in  die  Tangente  über,  deren  Richtuflf 
durch  drei  neue  Winkel  txi  ry,  xz  bestimmt  wird;  aus  den  vorig** 
Gleichungen  erhalten  wir  jetzt  die  folgenden 
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/  1 

C06Tr  = 


V  1  +  v'*  + 


mxy 


dy_ 

dx  !* 


att. 


iL 

dx  s> 


Der  gemeinschaftliche  Nenner  der  drei  Brüche  hat  eineu  geo« 
lrtrischen  Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen  P  PY  mit  ds 
ad  die  gleichnamige  Sehne  mit  z/cJ,  so  findet  die  Gleichung  statt 


ds         z/s     z/ö  _  z/s  ]  /  m    ,   /z/y  \2  j 


Z/r         ^/ö     4X'  V  \4xJ    X  \4x)  9 

■  verschwindenden  z/ convergirt  — gegen  die  Grenze  1  und  aus 

Z7  ö 

« vorigen  Gleichung  wird 

* = V  ■ + m + m 

der 

')  ds'2  =  dx*  +  dy2  +  dz*. 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  3)  erhalten  wir  für  die 
'^tnngswinkel  der  Tangente  folgende  Formeln: 

dx  du  dz 

cos  zx  =  —,      cos  ry  =  — ^- ,     cos  x,  —  —■ 
ds  *       ds  ds 

Um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  x  y  z  aufzustellen, 
aaen  wir  |,  w,  £  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
agente,  r  seinen  Abstand  vom  Punkte  xyz  und  haben 

£  —  *  =  r  cos  xx ,    x\  —  y  =  rcosx,,    Z  —  z  —  rcosx- 
ttin  |  — x_  rj—y^  t  —  z 

cos  xr       cos  xy       cos  xz 
fr  vermöge  der  drei  angegebenen  Cosinuswerthe 

I  —  *    n  —  v    i  —  z 

dx  dp  dz 

ds  ds  ds 
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Denkt  man  sich  die  Tangente  auf  die  Eirenen  xy  und  tz  prc 
jicirt,  so  gelten  für  die  Projectionen  die  Gleichungen 

8>      *-»  =  |£  <*-*).  = 

d.  h.  die  Projectionen  der  Tangente  sind  die  Tangenten  an  dt; 
gleichnamigen  Projectionen  der  Curve,  was  geometrisch  unmittclb* 
einleuchtet. 

II.  Eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Tangente  durch  den  Iierüi 
rungspunkt  der  letzteren  gelegt  ist,  heisst  eine  Normalebone  d< 
doppelt  gekrümmten  Curve ;  ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgei 
dem  Wege.  Sind  f,  tj ,  £  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkt« 
der  Normalebene,  so  muss  die  gesuchte  Gleichung  von  der  Form 

A(S-*)  +  B(r)-y)  +  C$-e)  =  0 

sein,  weil  die  fragliche  Ebene  den  Punkt  xyz  enthalten  muss.  U 
ferner  die  Normalebene  senkrecht  zur  Tangente  liegen  soll,  so  mCu 
son  ihre  Stellungswinkel  identisch  mit  den  Winkeln  tr ,  ry)  r,  seil 
woraus  nach  bekannten  Sätzen  der  analytischen  Geometrie  folgt 

A  :  B  :  C  =  costx  :  cosrv  :  costg. 

Die  Gleichung  der  Normalebene  ist  daher 

costx(!-  —  x)  +  ™sty(ri—y)  -f  cosTg(£— z)  =  0 

d.  h. 

m  />■      \       dy  ,        x       dz  /C.  . 

oder  auch 

io)        6_»  +  |i(,_|f)  +  |£«_#)  =  o. 

Die  in  den  vorigen  Formeln  auftretenden  Differentialquotient* 
d 11         d  % 

~r~  und  —  kann  man  aus  den  Gleichungen  2)  unmittelbar  erhalt* 
(Ix  dx 

wenn  die  Gleichungen  der  Curve  in  dieser  Form  gegeben  sind;  kon 

man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die  bin 

angesehen  wird,  und  lässt  sich  die  im  Anfange  dieses  Paragraph 

angedeutete  Elimination  nicht  ausführen,  so  muss  man  die  Gleichu 

d  n         d  z  • 
gen  1)  zur  Entwickelung  von  -y-  und  —  benutzen.    Die  Differe 

dx  dx 

tiation  derselben  giebt  unter  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  ei 
unabhängige  Variabele  x  und  zwei  abhängige  Variabelen  y,  z  vorha 
den  sind. 
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=  o, 

=  0, 
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df 

+ 

df 

dy_ 

+ 

V 

de 

dx 

dy  ' 

dx 

dz  ' 

dx 

dF 

+ 

dF 

dy 
dx 

+ 

dF 

de 

dx 

dy 

de  ' 

dx 

und  hieraas  findet  sich  durch  Elimination 

df    dF  dF 


n) 


df 


dx 


de 
dx 


-  - 

dx 

de 

dx 

de 

dF 

df 

df 

dF 

dg  ' 

de 

dy  ' 

de 

8/ 

dF 

dF 

df 

dx 

II  • 

cx 

dp 

dF 

df 

dF 

de 

— 

dp 

de 

1 


Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  einer  Kugelflüche  mit  einem 
Fip.  30.  Cjlinder,  dessen  kreisförmiger 

Querschnitt  den  Kugel  halbmes- 
ser  zum  Durchmesser  hahen. 
und  dessen  Mantel  durch  den 
Kugelmittelpunkt  gehen  möge. 
Nennen   wir  2  ff  den  Kugel- 
halhmesser  und  legen  die  x- 
Achse  in  die  erzeugend«'  Ge- 
rade, welche  durch  das  Kugel- 
centrum  geht  (Fig.  30),  so  gel- 
ten für  unsere  Curve  folgende 
Gleichungen 
f{x,  yy  e)  =      +  V2  +  r2  _  4  „2  —  o, 
F(x,  y,  e)  rrr-  y*  —  2ae  +  e*  =  0. 
Daraus  erhalten  wir 


df 


=  0,       —  —  2  # , 


BF 


dz  dy 
und  mittelst  der  Formeln  in  Nro.  11) 

dp         x  (e  —  «)  rfg 

dx  ay     1      dx  ~ 

demnach  sind  die  Gleichungen  der  Tangente 


=  2*, 

=  2(<r  -  a) 


a 


£  —  *  =   (£  —  :/). 

ff  7 


112    Cap.  m.  §.  26.  Die  Krümmung  räumlicher  Curven. 

Die  Gleichung  der  Normalehene  ist 

t  x(z  —  a)  x  s 

und  bei  gehöriger  Reduction 

a   h  .   z  —  o  - 

—  £  +  — —  n  -  t  =  o; 

x  y 

man  ersieht  hieraus,  dass  die  Normalebene  immer  durch  den  Coor- 
dinatenanfang  (den  Kugelmittelpunkt)  geht,  was  bei  einer  sphärischen 
Curve  zu  erwarten  war. 


§•  26. 

Die  Krümmung  räumlicher  Curven. 

I.  So  wie  wir  in  §.  22  den  Grenz punkt  aufsuchten,  in  wel- 
chen der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalen  einer  Plan- 
curve  überging,  wenn  die  Normalen  in  einander  fielen,  so  können  wir 
auch  bei  doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestimmen,  in 
welche  der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalebenen  beim 
Zusammenfallen  dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
trachten wir  zwei  Punkte  P  und  Px  ,  deren  Coordinaten  x ,  y,  £  wd 
x  +  4  dy,z  +  dz  heissen  mögen,  und  legen  durch  jeden 

eine  Normalebene;  die  Gleichungen  dieser  Ebenen  sind 

1)  d-z)dx  +  (n-y)dy  +  =  0, 

(£  —  xx)dxx  +  (/n--yl)dyl  -f  (f  —  =0. 
In  Beziehung  auf  x ,  y ,  z  betrachtet,  ist  die  erste  Gleichung  un- 
ter der  allgemeinen  Form  f(x,  y,  z)  =  0  enthalten,  die  zweite  un- 
ter der  entsprechenden  Form  f(xlt  ft,  zx)  =  0  oder  i(x  4  dx< 
y  -f  Jy ,  z  4  dz)  —  0 ;  es  gilt  aber  immer  die  Gleichung 

i(x  +  ^z,  ?/  -f  ^y,  er  +  z/jr)  =  i(x,  y,  z)  +  ^f(a?f  y,*). 
worin  z/f  (#  ,  t/ ,      die  totale  Differenz  der  Function  f  bedeutet,  fer- 
ner ist  f(xy  y,  z)  =  0,  mithin  lässt  sich  die  Gleichung  der  zweiten 
Normalebene  durch 

2)  J[(t-*)dx  +  in-y)dy  +  <&-M)d*\  =  0 

darstellen.    Um  noch  auszudrücken,  dass  später  die  zweite  Normal- 
ebene  mit  der  ersten  zusammenfallen  soll,  schreiben  wir  d  statt 
und  erhalten  durch  Ausführung  der  angedeuteten  totalen  Differentiation 

—        —  dy*  —  d«J  j 
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oder  kürzer 

3)  +  (n -y)d*y  +  (t-z)  d*z  =  r/s*. 

Die  Gleichungen  des  Durchschnittes  beider  Normalebenen  wür- 
den sich  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  einmal  J  —  z ,  das  andere 
Mal  rj  —  y  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte,  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  des  Durchschnittes  ankommt,  bo  nehmen 
wir  die  Gleichung  3)  statt  Nro.  2),  wobei  der  beabsichtigte  Ueber- 
gang  zur  Grenze  schon  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  J  ausge- 
sprochen ist.    Indem  wir  die  Abkürzungen 

4)  X  =  dy&ß  —  dzd>y,  Y=  dzd'x  —  dxd*g, 

Z  =  dxd-y  —  dyd*X 
eiiifuhren,  erhalten  wir  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 

Y  rt      s  ds*dz 

n  —  9  =  -5-  ({— *)  Y~' 

und  dies  sind  nun  die  Gleichungen  der  Grenzlinie  des  Durchschnittes 
von  zwei  benachbarten  Normalebenen.  Die  Winkel ,  welche  die  ge- 
nannte Grenzlinie  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst,  mögen  <rx, 
9t  heissen;  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geo- 
metrie ist  dann 

ß.        co$ftx       cosfty       eosftz     _   1  

X  Y    —    Z     —  Vx*  +  Y>  +  Z- 

Auf  die  hiermit  bestimmte  Grenzlinie  fällen  wir  vom  Punkte  P 
eine  Senkrechte  P  Q ;  den  Fusspunkt  Q  nennen  wir  den  zu  P  gehö- 
rigen Krümmungsmittelpunkt,  die  Länge  PQ  —  q  den  Krüm- 
mungshalbmesser. Sind  nun  QX1  ov,  Qt  die  Winkel,  welche  q  mit 
den  Coordinatenachsen  bildet,  so  gelten  erstens  die  drei  Gleichungen 

<)  i  —  X  =  Q  COS  Qx  ,     Tj  —  y  =  Q  COSQy,     £  —  Z  —  Q  COS  Qg  , 

ferner  ist,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Krümmungshalbmesser  einen 
rechten  Winkel  einschliessen, 

COS  &x  COS  Qx  -f  COS  #y  COS  Qp  +  COS  &2  COS  Qz  —  0 , 
oder  auch  durch  Substitution  der  sechs  Cosinuswerthe  aus  ti)  und  7) 
8)  Xa-x)  +  Y{n-y)  +  ZÜ-z)  =  0. 

Zur  Bestimmung  von  J,  r],  £  führt  nun  die  Bemerkung,  dass 
der  Krümmungsmittelpunkt  sowohl  in  der  Grenzlinie  5)  als  auch  in 
der  Senkrechten  PQ  liegt,  dass  also  f ,  ff,  £  den  Gleichungen  5),  7) 
und  8)  genügen  müssen ;  hieraus  findet  man 

S  c  blü milch  ,  Analysis.  g 
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t      x-  Ydz-Zdy 

s         x2  4-  r2  +  z* 

Zdx  —  Xdz     .  0 

9)  (      * X'  +  Y*  +  Z*  **  ' 

Xdy  -  Ydx 

s  x2  4-  r2  4-  z2  ' 

Für  die  Grösse  des  Krümmungshalbmessers  erhält  mau 
pt  =  +  fo-y)t  +  ({-,)« 

und  nach  Substitution  der  vorigen  Werthe 

lrt  V(Ydz-Zdy)*  +  (Zita- W  +  (X,/?/-  gjgj 

AUf  9  —  x2  4-  r2  4-  z2 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen ,  entwickeln  wir  die  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Quadratsumme,  geben  ihr  die  neue  Form 

X2(dy2  4-  dz*)  4-  Y2(dz2  +  dx2)  4-  Z2(dx2  +  dy2) 
—  2(XYdxdy  +  ZXdzdx  4-  YZdydz) 
und  ersetzen  die  Coefficienten  von  X2,  F2,  Z2  durch  die  gleichgel- 
tenden Werthe 

ds2  —  dz2,     ds2  —  dt/2,     ds2  —  dz*; 
die  vorige  Quadratsumme  geht  dann  über  in 

(X2  4-  Y*  +  Z2)ds2  —  (Xdx  4-  Ydy  +  Zrf*)2, 
und  hier  verschwindet  der  Subtrahend  vermöge  der  in  Nro.  4)  ange- 
gebenen Werthe  von  X,  F,  Z.    Damit  verwandelt  sich  die  Formel 

10)  in  die  folgende 

11)  Q  =     .  . 

Vx2  4-  r2  4-  ^2 

Ferner  überzeugt  man  sich  durch  gewöhnliche  Ausrechnung  von  der 
Richtigkeit  der  Gleichung 

X2  4-  Y2  +  Z2  =  [(d2x)2  4-  (d2y)2  4-  (d2z)2  —  (<f*a)»]  <fo*, 
und  kann  daher  statt  der  Formel  11)  auch  die  folgende  schreiben 
 ds2  

9  ~  V  (iPx)*  +  (d2y)2  4-  (d2z)2  —  (rf2s)2' 
diese  ist  wieder  einerlei  mit 

12)  Q=  -  1 


mumm 

wie  man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  finden 
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wird.  Endlich  kann  man  die  Formeln  9)  durch  die  folgenden  er- 
setzen 

,<(£)  ,'ö 

»(-'=»•  -n~-  «-»=«•  -st-.  t-«=  »■  — ■ 

Nicht  überflüssig  ist  die  Bemerkung,  dass  man  zu  diesen  For- 
meln auch  auf  einem  anderen  Wege  gelangen  kann,  wobei  der  Krum- 
bs 

nnmgshalbmesser  als  der  Grenzwerth  des  Verhältnisses  —  angese- 

ben  wird,  wenn  dx  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten  in  den 
Punkten  P  und  Pl  bedeutet.  Wir  wollen  diese  Betrachtung  kurz 
durchfuhren,  weil  sie  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  auf 
S.  98.  gegebenen  Entwickelung  ist  Die  Tangente  im  Punkte  P 
bildet  mit  den  drei  Coordinatenachsen  die  Winkel  xT ,  r„ ,  r. ,  deren 
Cosinus  an  die  Gleichung 

14)  (cos  txy  -f  (cos  xvy  +  (cos  rr)*  =  1 

gebunden  sind;  die  Tangente  im  nächsten  Punkte  P{  schliesst  mit 
den  Achsen  drei  neue  Winkel  ein,  deren  Cosinus  von  den  vorigen 
Cosinus  verschieden  sind  und  durch 

COS  Xx  +  d  COS  Tx  ,  COS  T,j  +  d  COS  ty  ,  COS  tt  Ar  d  cos  t. 
bezeichnet   werden  können;   für   dieselben   gilt    die  entsprechende 
Gleichung 

15)  (cos  xx-\-d  cos  rT)2  +  (cos  ty  +  4 cos  T9)*  f  (cos  tt  f  d cos  tt)*  =  1 . 
Beide  Tangenten  bilden  mit  einander  den  Winkel  dt,  welcher  be- 
stimmt wird  durch  die  Formel 

tot  dt  =  costx(costx  -f  dcosxx)  -f-  cos  tu  (cos  rv  -|-  dcosVp) 

-f-  COS  TM  (COS  T:  +  4  COS  te). 

Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  vou  der  Summe  der 
Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt 

2(1  —  cos  dt)  —  (dcostxy  -f  (dcost,)'*  +  (dcostzY2, 
woraus  folgt 

2sin\dx  ss  V(dcosxx)2  +  (dcosxy)*  +  (dcosxz)'*. 
Ferner  ist,  wenn  der  Bogen  PPX  mit  ds  bezeichnet  wird, 

ds       sin  \  dt  ds 
dx         \dx      2  sin*  dz 
und  nach  dem  Vorigen 
äs      sin  \  dz  1 
dt  ~~    \dx  ' 


\f(dcosxx\i      (dcosxyy  (dcosxt\ 

V  \Tds-)  +  \—zr)  +  \~ds-) 


Digitized  by  Go 


116    Cap.  III.  §.  2G.  Die  Krümmung  räumlicher  Curven. 

Gehen  wir  nun  zur  Grenze  für  verschwindende  Js  und  Ax  übe 
so  erhalten  wir  linker  Hand 

Js  ds 

**"  ~Z~x  ~  17  —  Q' 

rechter  Hand  convergirt  der  erste  Bruch  gegen  die  Einheit,  und  Ja 
mit  gelangen  wir  zu  der  Formel 

1 

Q  =   , 

\/  fdeostgY      ( d cos t¥\ 2  (dcostzV 

V  vis-)  +  \-dir)  +  virr) 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  von  costT1  eosty,  cosrz  (Nro. 
in  §.  25)  mit  Formel  12)  identisch  wird. 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmitte! 
punktes  sowie  des  Krümmungshalbmessers  gelten  völlig  allgemei] 
welche  auch  die  unabhängige  Variabele  sein  möge;  sie  vereinfache 
sich  aber,  wenn  man  eine  der  Grössen  x,  yy  z,  s  als 
Veränderliche  betrachtet.  Wird  z.  B.  die  Curve  durch  ihre  Horizont 
und  Verticalprojection  bestimmt,  so  ist  x  die  unabhängige  Va 
dx  ein  irgendwie  beliebig  gegen  die  Null  convergirender  und  eba 
desshalb  von  x  unabhängiger  Zuwachs  des  x,  folglich  d2x  =  0;  un 
ter  Benutzung  der  gewöhnlichen  Zeichen 

*L  =  „>  =  V'M,     g  =  „»  =  «.  u.  w.  • 

erhält  man  jetzt  aus  den  Formeln  11)  und  9) 


17)        9  =  V  o  + 


2  _|_  Z>2)Z 


I  —  *  =  —  Q 

i8)  n  —  y  =  9 


+  y"2  +  *"2 
y'y"  +  *'*" 


(i  +  y'*  +  F*)*' 

_  nq  y"  -  dt'*"  -  y"z')*' 
(i  +  y'*  +  7*y  ■ 

t  -  2  =  o*  *"  +  &  *"  -  y" 


(1  +  2/'*  + 

Die  Gleichungen  18)  enthalten  nach  Substitution  der  Werth 
von  y,  y1 ,  y" ,  z,  z' ,  z"  und  q  nur  die  vier  Variabelen  x,  {,  q,  t 
man  kann  daher  durch  Elimination  von  x  zwei  Gleichungenzwische 
£»  £  bilden.  Diese  neuen  Gleichungen  bestimmen  den  geometri 
sehen  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte. 

Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  mau  I 
als  unabhängige  Variabele,  mithin  x,  y,  z  als  Functionen  von«* 
sieht ;  es  ist  dann  d*  8  —  ü  und 
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II.  Wir  kehren  wieder  zu  den  Formeln  6)  zurück,  um  eine  weitere 
Bemerkung  daran  zu  knüpfen.  Legt  man  durch  den  Punkt  P  eine 
Ebene  senkrecht  zur  Grenzlinie  6),  so  erhält  man  die  Ebene  des 
Krännrongskreises,  die  sogenannte  Krümmungsebene;  ihre  Glei- 
chw°  ist  bereits  in  Nro.  8)  gefunden  worden,  nämlich 

;  xa-x)  +  Y(n-y)  +  Z(t-*)  =  o- 

Diese  Ebene  ändert  ihre  Lage  von  Punkt  zu  Punkt,  und  man 
kann  daher  den  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Berüh- 
nngsebenen  bestimmen.  Da  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  der- 
selbe ist  wie  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  diesen  Ebenen  errich- 
teten Perpendikeln ,  so  brauchen  wir  nur  den  Winkel  zu  ermitteln, 
welchen  zwei  aufeinander  folgende  Grenzlinien  einschließen.  Die 
Eichtlings winkel  &x ,  1%,  &t  der  ersten  Grenzlinie  befriedigen  die 
Gleichung 

(cos  &x)'  +  (cos  fr,)*  +  (cos  ff,)2  =  1 ; 
die  zweite  Grenzlinie  hat  andere  Richtungswinkel,  deren  Cosinus 
durch  cos  ftx  +  z/ cos  ftx ,  cos  #y  -f  z/  cos  fry ,  cos  &x  -f  z/  cos  &t  darge- 
ADt  werden  können,  und  für  welche  die  Gleichung  gilt 
M,  f  z/  cos  #x)2  4-  (cos  fry  +  J cos %ySl  +  (cos  fr.  +  z/cos  fr-)2  =  1 ; 
uffich  bilden  die  beiden  Grenzlinien  mit  einander  einen  Winkel  z/gj, 
dessen  Cosinus  durch  folgende  Formel  bestimmt  wird : 
rnda  —  cosftx(cosftx  -f  dcosftx)  +  cos  fr,  (cos  fr,  +  z/co$fr„) 

4-  COS  fr,  (ros  0-,  4-  z/msfr,). 

Sobtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
Wden  vorigen  Gleichungen,  so  erhält  man 
2(1  —  cos  z/o)  =  (z/cosfrj*  4-  (4cos&,)*  4-  {4 

1sin\JG)  =  V  (4cos&xy  4-  (dcosb,)*  4-  (dcosfr,)*. 
Ferner  ist 

z/s       sin\dG)  z/s 
Ja        Jz/o  2sin\4<o 
^sin\Jo  1 

y  ^z/cosft.y  j  ^dcos^J  j  ^z/cos^y' 
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beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  A  s  und  A  w  wir 
A  s         d  s 

IAfH  — —   —  und  diese  Grösse  nennt  man  den  Halb  messe 

Aa  da 

der  zweiten  Krümmung  oder  den  Torsionshalbmesser;  t 
liegt  senkrecht  zum  Krümmungshalbmesser  und  bestimmt  sich  durc 
die  Formel 

20  "=v(^)'+(44),+(£^)" 

Diflferenzirt  man  cos  ftx ,  cos  fty ,  cos  &M ,  indem  man  ihre  Wertli 
aus  Nro.  6)  nimmt  und  die  Abkürzungen 

22)  U=YdZ-ZdY,  V=ZdX—XdZ,  W=  XdY-Ydl 

B*  =  x2  +  r2  +  z2 

einführt,  so  findet  man  leicht 

VZ-WY  7     -  WX-UZ 
dcos^x  —  ^  ,  dcos&y  =  ,  dcos&,  =  

(dcosftx)'2  -f-  (dcosft9¥  +  (dcosfr,)* 

_  (f/2  _|_  72  +  t^2)  (X2  +  y*  -f-  z2)  -  (tfx  +  r  y  +  wz) 

zufolge  der  Werthe  von  U,  V,  W  ist  aber  UX+VY+  WZ=( 
mithin 

(dcostf*)2  +  (tfcos-^)2  +  (dcos^y  =  ^  . 

R*ds 

23)  £>i  = 


y  jj'i  +  72  +  w2 

Um  C7,  V,  W  weiter  zu  entwickeln,  berechnen  wir  zuerst 
dX  =  etyc*8*  —  <l*<l*y,  r?y  —  rf^rf^  —  rf.rrf3*, 
dZ  =  rfzd3*/  —  dyd'6x> 
und  leiten  hieraus   U,  F,  >K  nach  Nro.  22)  ab,  indem  wir  zur  At> 
kürzung  setzen 

24)  S  =  (d*xd*y  —  d*yd*x)dz  +  (d^zd^x  —  dn~xd?z)ä[i 

-f  (d*yd*z  —  d2zd*y)dz] 

wir  erhalten 

U=Sdx,    V=Sdy,  W^Sdz, 
y  U2  _j_>2  _|_        =  sVdx*  +  d>f  +  dz*  =  Sds, 
mithin  nach  Nro.  23) 

X2  +  y«  4-  ^2 

25)  91  =  §  
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Wenn  für  alle  Punkte  einer  Curve  die  Gleichung  S  =■  0  be- 
steht, so  ißt  Qi  =  od  ,  d.  h.  je  zwei  auf  einander  folgende  Krümmungs- 
ebenen  fallen  zusammen.  Die  Gleichung  S  =  0  spricht  also  die 
allgemeine  Bedingung  aus ,  unter  welcher  eine  im  Räume  liegende 
Cnrve  eben  ist. 


§•  27. 


Tangentialebenen  und  Normalen  an  Flächen. 


Die  Gleichung  einer  Fläche  kann  entweder  in  der  unentwickel- 
ten Form 

Q  F(x,  y,  z)  =  0 

oder  in  der  entwickelten  Form 

-9)  *=/(*,  sfl 

gegeben  sein,  jedenfalls  enthält   sie  zwei  unabhängige  Variabele, 


Fig.  31. 


welche  in  Fig.  31  durch 
die  Coordinaten  OM=x 
und  MN=y  dargestellt 
sind,  während  die  dritte 
Coordinate  NP~z  von 
x  und  y  abhängt.  Einer 
partiellen  Aenderung  des 
x  um  MMi  =  NNi  =  Jx 
entspricht  eine  partielle 
Aenderung  desr,  welche 
durch  d  zx  bezeichnet 
werden  möge ;  ebenso 
führt  die  partielle  Aen- 
derung des  y,  nämlich 
NNi  =  dy,  zu  einer 
zweiten  partiellen  Aende- 
rung des£,  die  4zv  heis- 
sen  möge.  Durch  die  drei 

funkte  JP,  Px,  P2,  deren  Coordinaten  sind 

«,  y,  z\   x  -f  Ax,  y,  z  +  Jzs\    x,  y  +  z///,  *  -f 
kgen  wir  eine  Ebene,  und  es  sei  die  Gleichung  der  letzteren 

3>  t  =  A*  +  B\n  +  C; 

^Coefficienten  A,  B,  C  müssen  dann  folgende  Bedingungen  er- 
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4)  g  =  Ax  +  By  +  (7, 

*  +        =  Ax  +  5^/  -f  ^t/)  +  C. 
Hieraus  erhält  man  leicht 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Schnittebene  P  Px  P2 

Bei  verschwindenden  dx  und  dy  fallen  die  Punkte  P,  Pj ,  P» 
in  einander,  die  von  der  Ebene  abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  au! 
einen  Punkt  zusammen,  die  Schnittebene  wird  zur  Berührungsebene. 

die  partiellen  Differenzenquotienten  und  gehen  in  die  par- 

*d  z         %  z 

tiellen  Differentialquotienten  -gj  und  —  über ,  und  daher  ergiebt 
sich 

als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Dass  wirklich  diese  Ebene  alle  durch  den  Punkt  xyz  gehenden 
Tangenten  der  Fläche  in  sich  enthält  und  daher  mit  Recht  die  Be- 
rührungsebene heisst,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Durch 
zwei  Punkte  der  Fläche,  deren  Coordinaten  x,  y,  z  und  x  -f-  dx. 
y  +  dy,  z  +  dz  sein  mögen ,  legen  wir  eine  Gerade;  ihre  Glei- 
chungen sind 

■»-»  =  35«-*)'    t -'  =  55  <*-*>• 

Halten  wir  den  ersten  Punkt  fest  und  lassen  d x ,  dy ,  dz  gegen 
die  Null  convergiren,  so  wird  die  Secante  zur  Tangente,  und  die 
Gleichungen  der  letzteren  sind 

=  =  ; 

Der  Uebergang  von  einem  Flächenpunkte  zum  anderen  ge- 
schieht nun  im  Allgemeinen  auf  die  Weise,  dass  man  sowohl  ^/x  ah 
dy  willkührlich  wählt  und  die  entsprechende  totale  Aenderung  de» 

d  d 

z  berechnet;  es  ist  daher       ,  mithin  auch  -~-  eine  ganz  beliebig» I 

dx  dx 

Grösse  q  und  zwar-,  geometrisch  betrachtet,  die  trigonometrische  Tan- 
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jente  des  Winkels  zwischen  der  x-  Achse  und  der  Horizontalprojec- 
ion  der  Tangente.    Andererseits  hat  man 

dz   .        dz  ,        dz       dz    .  dz 

Dlglich  als  Gleichungen  irgend  einer  durch  den  Punkt  xyz  gelegten 

'angeote 

=       *)•    %  —  *  =  (j£  +  4 

Lässt  man  den  Winkel  zwischen  der  x-  Achse  und  der  Horizon- 
a'projcction  der  Tangente  von  0°  bis  360°  gehen .  mithin  q  alle 
ferfhe  von  —  oo  bis  -|-  oo  durchlaufen,  so  erhält  man  rings  um  den 
unkt  xyz  herum  alle  Tangenten  der  Fläche;  die  Gleichung  des  geo- 
<trischen  Ortes  jener  Tangenten  ergiebt  sich  durch  Elimination  von 
»üb  den  beiden  vorigen  Gleichungen,  und  sie  ist  identisch  mit  der 
kichung  5). 

Die  Winkel,  welche  irgend  eine  auf  der  Tangentialebene  errich- 
te Seukrechte  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst  (die  sogenann- 
d  Stellangswinkel  der  Ebene),  mögen  vx,  vy,  vz  heissen;  nach  bekann- 
D  Formeln  der  analytischen  Geometrie  erhält  man  dafür  aus  Nr.  5) 

Ii 
dx 

cos  vx  =  — 


dy, 

dz 


l    dp 

COS  Vy     —  — 


dy) 


cosvt  =  -\- 


dy, 

Eine  im  Berührungspunkte  der  Tangentialebene  auf  letzterer 
^ihtete  Senkrechte  wird  die  Normale  der  Fläche  genannt ;  ihre 
Khtungswinkel  sind  identisch  mit  vx,  vy,  vz  und  daher  durch  die 
;,nneln  6)  gegeben.  Da  ausserdem  die  Normale  durch  den  Punkt 
fi  gehen  muss,  so  sind  ihre  Gleichungen  nach  bekannten  Regeln 
cht  aufzustellen;  man  findet 
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wobei  man  sich  die  Normale  auf  die  Ebenen  xz  und  yz  projicirt 
denken  hat. 

Die  in  den  Formeln  5),  6)  und  7)  vorkommenden  partiell 
Differentialquotienten  berechnet  man  entweder  direct  aus  Nro.  2)  oc 
aus  Nro.  1)  nach  den  Formeln 

dF  dF 

dz  d_x___         dz  _  dy 

dx  ~~        dF_  '        dy  ~~  dF 
dz  dz 

Im  letzteren  Falle  nimmt  die  Gleichung  der  Berühr ungsebene  f« 
gende  symmetrische  Gestalt  an 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

so  erhält  man  aus  Nro.  6) 

dF  dF  SF 

dx  dy  dz 

10)        COS  Vx  —  — COS  Vy  =  COS  Vz  =  — — 

und  als  Gleichungen  der  Normale: 

'  dF    ~~    dF  dF 

dx  dy  dz 

Passende  Beispiele  für  alle  diese  Formeln  bieten  die 
zweiten  Grades;  bei  den  Flächen  ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleicht 
gen  von  der  Form  z  =  Ax2  -\-  B  y'2  sind,  wird  man  sich  der  F 
mein  5),  6)  und  7)  bedienen ;  bei  den  centralen  Flächen ,  deren  ü' 
chungen  in  dem  Schema  Ax2  +  B  y2  +  Cz2  +  D  =  0  euthal 
sind,  ist  die  Anwendung  der  Formeln  8)  bis  11)  bequemer,  weil  n 
damit  Wurzelzeichen  vermeidet.  Für  das  dreiachsige  Ellipsoid  z. 
dessen  Gleichung 

a?a       y2   ,  z2 
ist,  findet  man  als  Gleichung  der  Tangentialebene 

+  £  <*-*)  +  £«-*)=o 

oder 
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woraus  folgt,  dass  die  Strecken,  welche  die  Berülirungsebene  von  den 

a2     b-  c* 

Coordinatenachsen  abschneidet,  der  Reihe  nach  — ,  — und  — sind. 

x     y  z 

§•  28. 

Die  Krümmung  der  Flächen. 

Um  die  in  einem  bestimmten  Punkte  stattfindende  Krümmung 
einer  Fläche  kennen  zu  lernen,  ist  es  das  Natürlichste,  durch  jenen 
Punkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Reihe 
tod  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  unter- 
suchen, welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  und  der  Fläche  be- 
sitzen. Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausführen.  Die 
Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xyz  mögen  sein 
1)  1  —  x  +  p  ( J  —  z)  =  0  und  rj  —  y  +  q  (£  —  z)  =  0, 
wobei  wir  zur  Abkürzung 

gesetzt  haben ;  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

9  «{  +  ßn  +  K  =  Ii 

nD  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  Glei- 
tmig  3)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt  {  und  rj  die  aus 
tat  1)  entnommeneu  Werthe  einsetzt ;  dies  giebt 

(y  —  ap  —  ßq)  t  4-      +  0y  4-  («/>  +  0<z)  *  =  l, 

und  diese  Gleichung  kann  für  jedes  £  nur  dann  erfüllt  sein ,  wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 

4)  y  —  ap  +  ßq, 

5)  ax  +  ßy  +  yz  =  1 

stattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  Durchschnittslinie,  die  wir  einen  Normal- 
schnitt nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man  da- 
durch finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  x,  //,  z  für  f,  ff,  £  setzte, 
wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus  dieser  und 
der  Gleichung  der  Fläche  z  z=/(xy  y)  einmal  z,  das  andere  Mal  y 
eüniinirte.  Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hat  man,  x  als  unab- 
hängige Variabele  angesehen, 
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n         J_  _  (dyd*z-d*ydz)*  +  + 
}         q*  (dx*  +  dy*  +  dz*y 

ferner  durch  Differentiation  der  Gleichungen  der  Fläche  und  de 

Ebene: 

=  |^  dx  +  —  dy—pdx  4-  qdy, 

adx  +  ßdy  +  yd*  =  0, 

und  durch  nochmalige  Differentiation: 

d**  =  rd«8  +  2s  dx  dy  +  tdy*  +  qd*y, 
ßd2y  +  yd*z  =  0, 

wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist. 

__  5!f         gif      ._  5^ 
n  r~~a**-"  *~a*ay  dy*' 

Aus  den  obigen  Gleichungen  erhält  man  durch  gewöhnliche 
Elimination: 

dy  «  +  PV      dz      pß  —  qa 

dx        ß  4-  sy1  P  +  jy 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

•        '  +     + '(§!)*=* 

so  findet  sich  für  die  zweiten  Differentialquotienten: 
d*y  _         My        d*z  _  Mß 
dX*~~       ß  +  qy'     dx*~~ß  +  qy' 

Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  bemerken 
wir  noch  folgende  Transformationen : 

d£  4-  dy*  +  dz*  _(ß±  gy)2  +  («  +  py)2  +  (pß  -  gj] 

wobei  sich  der  Zähler  mit  Rücksicht  auf  y  =  pa  -\-  qß  m 
Form  bringen  lässt: 

«2  (1  +  q2)  +  ß2  (1  +  i>2)  +  2  («ji  +  y  +  (p2  +  q2)  y*  —  2aß 
=  («2  4.  ß*  4-  -f  j>«  4-  22)_a2l)2_  /32g'2  —  2aßpq  + 

r=(a*  +  ß*  +  y*)(l  +  p*  +  q*); 

demnach  ist  also 

dx*  +  dy*  +  dz*      («*  +  ß*  +  y*)N* 

}  dx*  -    '  (ß  +  y<i)*  ' 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 

10)  N*  =  1  4-  p*  4-  q*. 
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Man  hat  nun  weiter 
<lyd*z-dzd*y  __  —  ß(«  +  yp)  +  y  (g  ß  —  qa)M_  aM 

dz*  ~  (ß  +  yq)*  ~     ß  +  yq 

zd  zufolge  der  oben  bestimmten  zweiten  Differentialquotienten  von 

if  and  /: 

jrfyd's  —  d*#u\*     (d*y\'  .  (d*e\*_  («»  +  ß*  +  y*)M* 
\      dx*        )  +  W/      Wv  ~"       (0  +  y$)* 

Mittelst  dieses  Werthes  und  der  in  Nro.  9)  bemerkten  Substi- 
tution erhält  man  für  die  Krümmung  des  Normalschnittes  : 

l_  _      M(ß  +  yqy 
1  p       iV:J(a2  +  ß*  +  y») 

oder  auch  durch  Elimination  von  ß  -f-  yq  aus  9)  und  11): 

J_   Mdx*  

■  q  ~~  N(dx*  -f  dy*  +  dz*)' 

(J  y 

Bezeichnet  man  -r^-  kurz  mit        setzt  für        seinen  Werth 

ax 

pdx  -f  qdy  =  (p  -|-  qy')dx,  und  für  itf"  den  ursprünglichen  Aus- 
druck r  +  2s#'  -f-  tfy'2,  so  hat  man  noch 

i3,         _L  -     r  +  2sy'  +  *»!? 

o        #[1  +        +  (p  +  qy'Y] 

In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
and  die  partiellen  Differentialquotienten  p,  qt  r,  s,  t  von  der  Natur 
Ii  Fläche  einzig  und  allein  abhängig ,  unabhängig  dagegen  von 
y,  d.  h.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
$%sx  die  Tangentialebene,  nur  yf  enthält  a,  0,  y;  denn  es  ist 

fl 

r»=    «  +     __  _  «  +  (aj>  +  /3g)i?  =  _  1  +  p  + 

ß  +  yq  ß  +  («P  +  ßq)q  ±(l+&+pq 

»nd  es  hängt  demnach  y* ,  mithin  auch  die  Krümmung  des  Normal- 
ip 

,  von  dem  Verhältnisse  —  ab.    Aendert  man  dieses  fort- 

tt 

Übend,  so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 
rie, zugleich  erhalten  y'  und  —  andere  Werthe  und  man  kann 

Q 

"mach  die  Krümmung  als  Function  von  y'  ansehen.    Nach  dem 
fheoreme  in  §.  8,  I.  nimmt  dieselbe  zu,  so  lange  der  Differential- 
(  1  \ 

4uotient  — y.dy1  positiv  bleibt  ,   und  sie  nimmt  ab,  so  lange 
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er  negativ  ist;  ein  Wechsel  der  Krümmung  findet  also  in  dem 
Falle  statt,  wo 


wird ;  durch  Ausführung  dieser  Differentiation  erhält  man  als  Bedin- 
gung dafür 

14)  q(s  +  ty')  rrr     &  +  (p  +  qy')  q]. 

Eliminirt  man  Q  aus  dieser  und  der  Krümmungsgleichung,  so 

folgt 

r  +  2  sy'  +  t y">  _  1  +  y"  +  (P  +  gy')' 

s  +  ty'  jpa  +  (i+g2).V 

und  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  y' : 

15)  [(l+q*)8-pqt}yf*+  [(l  +  g2)r-(l+i>W 

+  pqr  —  (1  +P*)s  =  o. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt  nun  diejenigen  Werthe 

von  y\  mithin  auch  die  Werthe  des  Verhältnisses  — ,  für  welche 

cc 

ein  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Krüm- 
mung stattfindet.  Vorausgesetzt  wird  dabei  nur ,  dass  die  Differen- 
tialquotienten pf  q,  r,  8,  t  in  dem  Punkte  xyz  endliche  bestimmte 
Werthe  haben,  dass  also  xyz  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (wie 
z.  B.  eine  Spitze)  bedeutet.  Die  Gleichung  1 5)  zeigt  nun  die  Exi- 
stenz von  zwei  Hauptnormalschnitten,  deren  gegenseitige  Lage  man 
dadurch  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  indem 
man  den  Punkt  xyz  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  and  die 
Tangentialebene  im  Punkte  xyz  zur  Ebene  xy  nimmt.  Es  ist  in 
diesem  Falle  x  =  y  =  z  —  0 ,  ferner  constant  £  =  0 ;  die  Glei- 
chung der  Tangent  ialebene  wird  p  £  -|-  q  7}  =  0  und  diese  kann  für 
alle  rj  und  J  nur  bestehen,  wenn  p  =  q  =  0  ist.  Die  Gleichung  15) 
verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende : 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Ist  nun  weiter  jf=r*f«H 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  der  Coor- 
dinatenebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 
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mithin  statt  der  vorigen  Gleichung  die  folgende : 

r  —  t 

tan*a  A  tan  cd  —1=0, 

s 

lieren  Wurzeln  tantOx  und  tan a2  heissen  mögen ;  für  diese  gelten  die 
beiden  Beziehungen 

t  —  r 

tan  ©!  +  tan  ©a  =  ,  tan  o,  tan  o2  =  —  1 , 

deren  letztere  identisch  mit  der  Gleichung  cos  (g),  —  ©,)  =  0  ist. 

Dam? folgt  di  — ©2  =  +  Jjr,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die 
ffaupfoormalschnitte  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei- 
diuDg  aufstellen ,  deren  Wurzeln  der  grüsste  uud  kleinste  Krüm- 
mtiflgshalbraesser  selbst  sind;  sie  ergiebt  sich,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  13)  und  14)  nicht  p,  sondern  y'  eliminirt,  wobei  zur 
itorzung 


gesetzt  werden  möge.    Die  fraglichen  Gleichungen  sind  dann 

X  (r  +  2s?'  +  ty'*)  =  1  -f      +  <j>  +  qy'Y 
X(s  +  ty')  =pq  +  (l+q'*)y\ 

und  wenn  man  //  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  einsetzt, 
so  erhalt  man  zunächst: 

»W  +  9l  -  W  +  2  s  (1  +  a«  -  A  0  (A  «  -  p  q)  +  l  (A  $  -  p  q)>] 
—  (1  +J)2)(1  +  91  —  *')J  +  2l»4(l  +  q'  —  A/)(As  —  pq) 

+  (l  +  9*)(A,_pa)i1 

«fer  durch  Reduction  auf  Null: 

(l  +  9. _  x 0  [(1  +  p* -  Ar)  (1  f  «»- Iti- (pq  -  As)*]  =  0. 

Hier  kann  nun  der  erste  Factor  nicht  =  0  sein,  weil  sonst  der 
vorhin  substituirte  Werth  von  y' ,  nämlich 

,  _    As  —  pg 

aDendlich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zähler  verschwände) 
werden  würde,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Es 

mnss  daher  der  zweite  Factor  =  0  gesetzt  werden  und  dies  giebt 

bei  Entwickelung  der  Potenzen  von  A: 

und  vermöge  des  Werthes  von  l  und  der  Bedeutung  von  N: 

16)    (rt-8*)Q*  —  [(l  +  q*)r—2pqs+  (1  +  q*)t]N$  +  N*  =  Q. 
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Nennen  wir  ox  und  p2  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  find« 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Krümmungshalbmesser  i 
Punkte  xyz  die  Beziehungen  statt: 

17)  Qi  +  Q2  —   rf  —  «*   1 

Die  Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  standen  sowo 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht  ;  es  liegt  d 
her  nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  wählen, 
dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  g>i  und  a2  die  Wert 
Ol  =  0  und  a2  =  \%  erhalten  müssen.    Die  Gleichung 

tan  Oi  -\-  tanco2  =  — - 

r  —  t 

wird  jetzt  oo  =   und  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  s  =  0  se 

s 

muss,  weil  im  Allgemeinen  t  und  t  endliche  Werthe  besitzen.  D 
Formel  13)  wird 

1  _  r  +  ty'* 

oder  wenn  y'  —  tanv  gesetzt  wird,  wo  v  die  Neigung  der  Eben 
irgend  eines  Normalschnittes  gegen  die  Ebene  des  ersten  Hauttt 
Schnittes  (pi)  bezeichnet: 

—  =  rcos2v  4-  t  sin2v. 
Q 

Für  die  Hauptschnitte  ist  v  =  0  und  v  —  Jtf,  also 

—  =  r        —  =  t 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 
.  v  1        cos2v  sin2v 

Q  Qi  Q2 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollständig  J 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xyz  gelegt« 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  i 
Hauptschnitte,  aus  19)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  No 
malschnittes ,  welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel 
bildet. 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall ,  in  welchem  m» 
den  X,  y,  z  solche  Werthe  ertheilt,  dass 
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r  s  t 

wird:  es  ist  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung 

(1  +  P')  (1  +       _  JoV      (1  4-j>2)  (1  +g»)  =  rf_ 
rf  s2   '  f*  ' 

woraus  man  leicht  findet: 

1  +*>2  +  #  —  &  =  p*q*!±z*. 

Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 
welche  die  gleichen  Wurzeln 

e.  =  q>  -  *f  N 

besitzt.     Aus  Nro.  19)  erkennt  mnn  weiter,  dass  jeder  Normal- 

schnitt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Krümmung  —  ~  —  besitzt; 

«ier  fragliche  Punkt  heisst  dann  ein  Kreispunkt  der  Fläche.  Durch 
Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20)  aufgestellten  Gleichungen  mit  der 
Gleichung  der  Fläche  erhält  man  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  drei  Unbekannten  xy  y,  z. 

Besitzen  die  Krümmungen  -~  und        der  beiden  Hauptschnitte 

felbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  —  jedes 

anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Normalschnittes  zu,  wie  man 
aus  Nro.  19)  augenblicklich  ersieht.    Dann  kehren  sämmtliche  Nor- 
aalschnitte  des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend  des 
Raumes  zu  und  die  Berührungsebene  liegt  gänzlich  auf  der  einen 
'  Seite  der  Fläche.    Wenn  dagegen  Qi  und  p2  entgegengesetzte  Vor- 
ziehen haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin)  der 
Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
»echselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen ;  die  Tangentialebene 
fegt  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
det dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.    Eine  derartige  Fläche  ent- 
steht z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curve,  die  der  Drehungs- 
achse ihre  convexe  Seite  zuwendet. 

Ausser  den  obigen  zwei  Gattungen  von  Flächen,  welche  die 
Namen  der  concav-concaven  und  der  convex-coneaven  Flächen  führen, 

Schlömilch,  Atialyni».  9 
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giebt  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergang  von  der  eim 
zur  anderen  Gattung  bildet;  es  sind  dies  die  Flächen,  an  denen  d» 
eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Krümmung  Null  besitzt,  d." 
eine  gerade  Linie  ist.  Da  in  jedem  Falle  die  Tangentialebene  A 
Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tangente  des  geradlißj 
gen  Normalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar  klar,  dass  den  ge 
nannten  Flächen  die  Eigenschaft  zukommt,  von  einer  Ebene  nie! 
nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden  berührt  zu  werdei 

Nennen  wir  — - —  die  Krümmung  einer  Fläche,  so  ist  für  die.' 
Qi  £>2 

Flächen  die  Krümmung  gleich  Null;  als  analytisches  Kennzeiche 
dafür  ergiebt  sich  aus  Nr.  18)  rt  —  s2  =  0,  oder: 

8»*  du    /  8«*  y  _ 

dx*    dy2       \dx  dy/ 

Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen  sind  übri 
gens  sämmtlich  abwickelbar,  und  darin  unterscheiden  sie  sich geo 
metrisch  von  den  vorigen  Flächenarten.  Weitere  Auseinandersetzun 
gen  hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie. 


§.  29. 

Einhüllende  Curven. 

In  der  Gleichung  einer  ebenen  krummen  Linie  kommen  ausser 
den  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  gewöhnlich  noch 
constante  Grössen  (sogenannte  Parameter)  vor,  wodurch  sich  die 
Dimensionen,  Gestalt  oder  Lage  der  Linie  bestimmen;  eine  solche 
Constante  sei  h  und 

1)  F(x,y1h)  =  0 

die  Gleichung  der  betreffenden  Curve.  Giebt  man  dem  h 
dene  Werthe  d,  2ö\  3d,  40  etc.,  so  erhält  man  eine  Reihenfolge 
von  Curven  derselben  Art ,  die  sich  aber  in  ihren  Dimensionen,  Ge* 
stalten  oder  Lagen  von  einander  unterscheiden.  Hierbei  kann  e* 
geschehen,  dass  jede  solche  Curve  die  nächste  schneidet,  und  in  die- 
sem Falle  entsteht  die  Frage  nach  dem  geometrischen  Orte  der 
Durchschnittspunkte.   Nennen  wir  fr  irgend  einen 

individuellen  Werth 

des  h,  und  k  +  Ö  den  nächsten  Werth  von  /*,  so  selten  für  den 
Durchschnitt  der  beiden  entsprechenden  Curven  gleichzeitig  die  ba- 
den Gleichungen 
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-  V,k)  =  0  und 


=  0; 


die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Orte?«  findet  sich  nun 
durch  Elimination  von  k  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  würde 
von  der  Form  f(x ,  y ,  6)  =  0  sein.  Lassen  wir  d  gegen  die  Null 
converglren,  so  folgen  die  anfangs  genannten  Curven  stetig  aufein- 
ander and  die  Grenzgleichung  f(x,  y)  =  0  bestimmt  den  geome- 
täcka  Ort  ihrer  gleichfalls  continuirlich  aufeinander  folgenden 
ftzrehschnittspunkte.  Dieser  geometrische  Ort  heisst  die  einhül- 
lende Curve  jener  Schaar  von  Linien;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich 
weh  Elimination  von  Ä;  aus  den  beiden  Gleichungen 


3) 


F(Z,9,  *)  =  0  und   gJ'(y-*>  =  o. 


Vig.  32. 


M\(\ 

Ii 


I.  Das  erste  Beispiel  hierzu 
mag  etwas  ausführlicher  betrachtet 
werden.  In  einem  gleichschenkligen 
Dreiecke  ABC  (Figur  32),  dessen 
Schenkel  AG  —  BC  —  C  sein  mögen, 
zieht  man  die  Geraden  MN  so,  dass 
immer  CM  —  BN  ist;  man  sucht 
die  Einhüllende  aller  dieser  Geraden. 
Nehmen  wir  A  C  als  Abscissen-,  //  C 
als  Ordinatenachse  und  setzen 

CM  =  BN  =  k, 

so  sind  die  Gleichungen  zweier  sol- 
chen Geraden 


k  +  c-k  A* 


X 


+ 


=  1, 


k  +  Ö    ^  c  —  (k±Ö) 

brauch,  wenn  man  die  Brüche  wegschafft,  die  zweite  Gleichung 
T^der  ersten  abzieht  und  mit  ö  dividirt, 

(c  —  k)  x  +  ky  =  k  (c  —  k\ 
2k  —  c  —  x-\-y+ö  =  0. 

Der  zweiten  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  k  entnehmen 
^din  die  erste  Substituten ;  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  lau- 
fet dann 

*2  +  V2  —  2  st/  —  2cx  —  2cy  +  c2  —  ä2  =  0, 

9* 
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und  bestimmt  eine  Parabel,  auf  welcher  die  Durchschnitte  aller  Gt 
raden  liegen,  welche  dadurch  entstehen,  dass  M  und  N  jedesmal  ui 
d  fortrücken.  Für  stetig  nach  einander  folgende  Gerade  hat  ma 
daher  als  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 

X2  Jr  ?/2  _  2xy  —  2cx  —  2c?/  -f  c«  —  0 

■ 

oder 

Vx  -f  Vy  —  Vc. 

Dasselbe  rindet  man  unmittelbar,  wenn  man  Ä*  aus  den  Gle 
chungen 

11 


k  "r  c  —  k  " 


1  und 


—  0 


W    1   (c  —  k)2 

eliminirt*).  Beiläufig  wTerdo  noch  bemerkt,  dass  der  Scheitel  diese 
Parabel  in  der  Mitte  der  Dreieckshöhe  CD  liegt,  dass  sie  von 

und  BC  berührt  wird,  und  dass  ihr  Ilalbparameter  =  -7777-  ist. 

CD 

Tl.    In  Fig.  33  sei  F  ein  leuchtender  Punkt,  CD  die  Trennung 


Fig.  33. 


linie  zweier  durchsichtig 
Media  von  verschiedene 
Brechbarkeit,  FM  ein  licht 
strahl,  welcher  bei  Jf  jf* 
Trennungslinie  trifft  owl 
nach  dem  bekannten  Gesetze 

shiNx  MP 
sin  N MF 
gebrochen  wird ;  man  such 
die  einhüllende  Curve  alle! 
gebrochenen   Strahlen.  - 
Nimmt  man  C  zum  Coor« 
dinatenanfang,   den  unge- 
brochenen Strahl  CA'  zu 
x-  Achse,  CD  zurty-Achsi 
und  setzt  FC  —  c,  CM^ 
1  —  m2  =  nf,  so  ist  die  Gleichung  irgend  eines  gebrochenen  Strah 
les  MP 


D 

H  M 

% 

I/Lyrl  n. 

A.  "^/^  ' . 

..--'s 

V  / 

C  X 

• 

B 

*)  Man  ersieht  hieraus  sehr  klar  die  Bedeutung  des  Differentiale« 
Denkt  man  sich  nämlich  die  verschiedenen  Punkte  M  in  gleichen  A» 

ständen,  so  ist  6  ein  aliquoter  Theil  von  c,  etwa  cf  =  ~ ;  anderer^ 

muss  cf,  insofern  es  einen  Zuwachs  von  k  darstellt,  mit  Jk  bezeichne 
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01 7; 

y  =  yr  x  +  k 

oder 

Ij  m****s  —  (e«  +  »»**)  (//  —  fc)1  —  0. 

Partiell  in  l!eziehimg  auf     differenzitt  jcriebt  dies 
5)  -I-  (c*  +  »***)  (y  —  Ä)  -    w*  A-  (//  -  k)'1  =  0; 

multiplicirt  man  dies  mit  /,•  und  Bttbtrahirt  von  dem  Producta  die 
Gleichung  4),  so  lässt  sieh  der  Rest  mit  y  —  k  dividiren  und  bleibt 


+  »«  *«  =  0    oder    /;  =  -  1/  --^  ; 

1  n'2 


multiplicirt  man  dagegen  Nr.  5)  mit  y -—  k  und  addirt  Xr.  4),  so 
kommt 

mi  x%  y  _  „2  (7/  _  ky     o  oder  »/  —  k  —  y  2!!£!ü! . 

Indem  man  hierzu  den  vorigen  Werth  von  k  addirt,  erhält  man 
al-  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 


oder 

«  (^f-  (=?)s=.. 

Für  im  j>  1  charakterisirt  diese  Gleichung  die  Evolute  einer 
Ulipse,  für  m  <^  1  eine  IJyperhelevolute ;  <lie  gebrochenen  Strahlen 
^*ehen  also  im  ersten  Falle  auf  einer  Ellipse,  im  zweiten  Falle  auf 
eber  Hyperhel  senkrecht.    In  jedem  Falle  ist  F  ein  Brennpunkt  des 

Kegelschnitts  und  seine  Ilaupthalbaehse  -—  mc  oder  -—  — ,  wenn  ft 

aea  sogenannten  Brechungsexponenten  bezeichnet. 

III.  Man  sucht  die  einhüllend-  Curve  aller  Kreise,  deren  Mit- 
telpunkte ;iuf  einer  gegebeneu  Ellipse  liegen  und  deren  Peripherien 
durch  den  Mittelpunkt  derselben  Ellipse  ^ehen.  Nimmt  mau  die 
Achsen  der  Ellipse  CA  =  a,  CB  —  b  (Fig.  34  a.  f.  8.)  zu  Coordi- 
tstenachsen  und  bezeichnet  die  Coordinaten  eines  Ellipsenpuuktos 
■W  p  und  (j.  sowie  mit  r  den  Radius  eines  Kreises,  welcher  pq  zum 
Kttelpunkte  hat  und  durch  C  geht,  so  gelten,  den  angegebenen 
Bedingungen  gemäss,  folgende  Gleichungen: 


werden,  und  es  ist  daher  ./ k  =  —  Bei  unendlich  wachsenden  n,  d.h. 

n 

tai  stetiger  Aufeinanderfolge  der  Punkte  M,  convergirt  Jk  ge^en  den 
asymptotischen  Werth  Null  und  in  diesem  Falle  tritt  dk  an  die  Stelle 
von  Jk. 


134 
7) 


Cap.  III.  §.  29.  Einhüllende  Curven. 


i-  4-      —  1 


-  f>)a  +  (y  -  <?)2  = 

pl  +  ^2  f2. 
aus  den  beiden  legten  folgt 


8) 


-  +  ?/2  —  2PX  —  2  2»/  —  o. 


34. 


Der  veränderlich 
Parameter  ist  hier p,  und 
für  q  wäre  sein  Werth 
aus  Nro.  7)  zu  Bntatt 
tuiren,  doch  bleibt  die 


a'2 


r  JL  dJL=  o 


wenn  man  die  zwei  Glei- 
chungen 7)  und  8)  mit  fl 
und  g  beibehält.  Durch 
partielle  Differentiation 
derselben  erhält  man 

Cq 


x  f  V 


dp 


=  0, 


und  nach  Elimination  von 


9) 


9g 
dp 

py  qx  A 
a*  ~   P  ~a 


Aus  den  Gleichungen  7)  und  9)  finden  sich  p  und  </,  und  wem 
man  deren  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  so  ergiebt  sich 

10)  (*«  -f  2/2)2  =  (2  a)2  a?»  +  (2  b)2  v/2 
als  Gleichung  der  gesuchten  Curve;  letztere  ist  die  Fusspunktliutf 
einer  aus  den  Halbachsen  2  a  und  2b  construirten  Ellipse. 

IV.  Die  Modifikation  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  im 
letzten  Beispiele  benutzt  wurde,  kann  allgemein  auf  folgende  Weise 
dargestellt  werden.    Die  Gleichung  der  veränderlichen  Curve  sei 

11)  F(x,  y,  x,  A)  =  0 

und  enthalte  zwei  veränderliche  Parameter  x  und  A,  welche  aber 
nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  durch  die  Bedingung^ 
gleichung 

12)  (p(x,X)  =  0 

verbunden  sein  mögen.    Das  Nächstliegende  wäre  nun,  erst  a  au* 
11)  und  12)  zu  eliminiren  und  dann  partiell  in  Beziehung  auf 
differenziren ;  man  kann  aber  auch  den  umgekehrten  Weg  geh^ 
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wenn  man  die  Aenderung  beachtet,  welche  l  in  Folge  der  Aenderung 
von  x  erleidet    Aus  Nro.  11)  folgt  nämlich 

dF      dF    dl  _ 

cdererseit8  ist  nach  Nro.  12) 

d(p 

(IX  _  d% 

dx  ~~        ö<f>  ' 

dx 

und  fenn  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  substituirt,  so  erhält 

dF  dF 


(>  X 


Durch  Elimination  von  x  und  X  aus  den  drei  Gleichungen  11), 
p  und  13)  gelangt  ji  an  wieder  zur  Gleichung  der  einhüllenden 
Cnrve. 


I 


§.  30. 

Einhüllende  Fläohon. 


I.  Die  im  Eingange  von  §.  29  angestellten  Betrachtungen  sind 
tot  wörtlich  auf  den  Fall  ausdehnbar,  wo  die  einhüllende  Fläche 
einer  Schaar  von  Flächen  gesucht  wird,  welche  dadurch  entstehen, 
<tas  man  in  der  Flächengleichung 

F(xt  y,  z,  x)  =  0 
der  Constanten  x  stetig  aufeinander  folgende  verschiedene  Werthe 
Wiegt;  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergiebt  sich  nämlich, 
indem  man  aus  den  Gleichungen 

1)        F(x,     . ,  *)  =  0    und  *  «'  »>  =  0 

h  Grösse  x  eliminirt. 

Lässt  man  z.  B.  den  Mittelpunkt  einer  Kugelääche  auf  der 
J-Achse  fortrücken  und  gleichzeitig  den  Radius  proportional  dem 
Abstände  des  Centrums  vom  Coordinatenanfange  wachsen,  so  ist  die 
Gleichung  der  Kugelfläche 

*s  +  fj  +  (,*-*y  =  (.z*y; 
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partiell  in  Beziehung  auf  x  differenzirt  giebt  dies 

—  (z  —  x)  =  x 
und  durch  Elimination  von  X  findet  sich 

*2  +  2/2  =T^  z* 

1—q2 

als  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche.  Für  q-  <  1  i^t  letztere  eil 
Rotationskegel,  dessen  Achse  mit  der  z~ Achse  zusammenfällt,  um 
dessen  Seite  mit  der  Achse  den  Winkel  aresin  q  einschliesst. 

Auch  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläch 
zwei  Parameter  enthält  und  letztere  einer  bestimmten  Bediuuun 
genügen  müssen,  kommt  man  wieder  auf  ähnliche  Erörterungen,  wi 
in  Nro.  IV.  des  vorigen  Paragraphen;  aus  den  gegebenen  Gleichunge 

2)  F(x,  y,  z,  x,  A)  =  0    und    <p(x,  A)  =  0 

folgt  nämlich  durch  Differentiation 

dF  dF 

dx  dk 


3) 


du  •  dk 

und  nachher  sind  x  und  A  aus  allen  drei  Gleichungen  zu  eliroiniw 
Endlich  kann  es  auch  vorkommen ,  dass  die  gegebene  Flüchen- 
gleichung  drei  veränderliche  Parameter  enthält,  welche  an  zwei  Be- 
dingungen gebunden  sind,  dass  also  folgende  drei  Gleichungen  vor- 
liegen 

j  F(x,  y%  z,  x,  A,  p)  =  0, 

In  diesem  Falle  sind  A  und  p  impllcite  Functionen  von  t  uud 
daher  führt  die  Aenderung  von  x  zu  den  Differentialgleichungen 


dF 
d« 

+ 

dF 

dk 

dk 
dx 

+ 

dF 

dp 

dp 
~dx~ 

=  0, 

dq> 
dx 

4- 

drp 

dk 

dk 
dx 

+ 

dep 
~dp  ' 

dp 
~dx~ 

=  0, 

dy 

dx 

+ 

drp 
dk 

dk 
dx 

+ 

dty 
dp 

dp 
dx 

=  0. 

dk         oft  . 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  -~ —  und  -x — ; set21 

dx  ö% 

man  deren  Werthe  in  die  erste  Differentialgleichung  ein,  so  g^f 
diese  über  in 
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.  dF/dq>  dir      dg>  3g\  ,  cFfcy  cv      c*  cv\ 
dx  \cX  C{L       dp    cX  /      cX  Vcu    cx       CX  CflJ 

cF  /c<r  cv      ctp  c v  \  

cli  \cx  ca  cä  cx)"  ' 
und  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergiebt  sich  nun  durch 
Elimination  von  x,  A,  u  aus  den  vier  Gleichungen  4>  und  5). 

II.  Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  immer  nur  ein 
Parameter  (x)  als  willkührlich  betrachtet,  denn  in  den  Fäilen.  wo 
mehre  Parameter  vorkamen ,  waren  auch  soviel  Bedingungsgleichun- 
m  vorhanden ,  dass  die  übrigen  Parameter  als  implicite  Functionen 
von  x  gelten  mussten.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die 
Gleichung  der  Fläche  zwei  von  einander  unabhängige  Parameter 
enthält,  die  sich  gleichzeitig  ändern. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 
«)  F{x,  y,  z,  x,  X)  =  0. 

und  es  werde  zunächst  x  allein  um  d  geändert ;  die  neue  Gleichung 

F(x,y,  z,x±d  ,X)  =  0, 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

F(x,  y,  z,  x4-a,/,)  —  F(x.y,  z,  x,  X)  __ 

Ö  ~~  ' 

iharakterisirt  dann  eine  zweite  Fläche  derselben  Art.  nur  von  anderer 
Lage  und  von  anderen  Dimensionen.     Dasselbe  gilt  für  den  Fall, 
im  l  allein  um  e  geändert  wird,  wodurch  die  Gleichung  entsteht 
m  FQ,  y,  zy  x,  X  ~  t)  — FQ,  y,  z,  x,  ;.) 

Im  Allgemeinen  schneiden  sich  die  drei  Flächen,  welche  den 
Gleichungen  6),  7),  8)  correspondiren ,  in  einem  Punkte  xyz,  und 
»erm  man  aus  jenen  Gleichungen  die  beiden  Grössen  x  und  X  elimi- 
mrt,  so  gelangt  man  zur  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  aller 
frurchschnittspunkte ,  vorausgesetzt,  dass  sich  x  jedesmal  um  z/x 
=  6,  und  X  immer  um  z/  X  =  e  ändert.  Bei  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergirenden  ö  und  e  folgen  die  erwähnten  Durehschnitts- 
P  nkte  stetig  aufeinander  und  erzeugen  die  einhüllende  Fläche.  Die 
Weichung  der  letzteren  wird  demnach  gefunden,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen 

(  F(xf  y,g,x,  X)  =  0, 

•)    cFU,  y.z,x,  X)     Q  ÖF(x, 
cx 


dX 

die  beiden  veränderlichen  Parameter  x  und  X  eli 


=  0 


nun  in 
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Beiepielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugelt 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  elliptischen  Paraboloid  liegen,  un< 
deren  Oberflächen  durch  den  Scheitel  des  Paraboloides  gehen.  Ken 
nen  wir  ß,  b  die  Halbparameter  des  Paraboloides,  und  x,  A,  fi  di 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  irgend  einer  jener  Kugeln,  so  habei 
wir  als  Gleichung  der  beweglichen  Fläche 

(*-*)»  +  (t/-A)2  +  (#-.fi)*  =  e* 
wobei  noch  die  Bedingungen  zu  erfüllen  sind: 

»*  =  •£-  +  TT     y2  =  *'  +  12  +  ^ 

Setzt  man  die  Werthe  von  q-  und  p  in  die  erste  Gleichung  ein 
so  wird  letztere 

x2  +  V'  +  *2  -  '27CX  -  2Xy  -         +  ii),  =  0; 

durch  partielle  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x  und  X  ergieb 
sich 

*  +  =  0,  7/    |-  =  0, 

und  durch  Elimination  von  x  und  A 

+  */2  4-  **)  *  +  a  x'2  +  b  \f-  =  0. 

Die  einhüllende  Fläche  ist  hier  dieselbe  wie  die  Fusspuuit- 
fläche  eines  elliptischen  Paraboloides  mit  doppelten  Parametern*). 
Für  das  hyperbolische  Paraboloid  gilt  ein  analoger  Satz. 

Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  wo  die  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche  drei  Parameter  x,  A,  (i  enthält,  welche  an  eine 
bestimmte  Bedingung  gebunden  sind.  Man  hat  jetzt  zwei  Gleichungen 

10)         F(x,  y,  *y  x,  A,  p)  =  0,        9?(x,A,ji)  =  0  | 

und  könnte  hieraus  (wie  im  vorigen  Beispiele)  (i  eliminiren,  um  n«r 
zwei  von  einander  unabhängige  Parameter  übrig  zu  behalten.  Dage- 
gen wird  die  Rechnung  eleganter,  wenn  man  diese  Elimination  W 
zuletzt  aufspart  und  berücksichtigt,  dass  eine  implicite  Function 
von  x  und  A  ist  Durch  partielle  Aenderung  von  x  erhält  mar 
nämlich 


F       dF  dp  dq>       dq>  dp  _ 


ax  1  a^  ax      1      ax  1  a^  ax 

mithin,  wenn  man  den  Werth  von  -f^-  aus  der  zweiten  Gleicht 

ax 


*)  Siehe  des  Verfassers  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  S. 
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in  die  erste  einsetzt, 

dF  dg>       dF  d<p 
dx   dp       dp   dx  ~ 
Die  partielle  Aenderung  von  A  führt  zu  der  analogen  Gleichung 
dF  dtp        dF  dy  _Q 
cX   dp       dp  ' 
beide  Differentialgleichungen  können  in  der  Form 


in 


dF 

dF 

ÖF 

dx 

dl 

dx 

dl 

dp 

nsiimmengefasst  werden,  und  mau  findet  nun  die  Gleichung  der 
bullenden  Fläche  durch  Elimination  von  X,  A,  p  aus  Nro.  10) 
ld  11). 

Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
iren  Mittelpunkte  auf  einem  dreiachsigen  KUipsoido  liegen,  und 
?ren  Oberflächen  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  gehen, 
ad  a,  b,  c  die  Halbachsen  des  Ellipsoides ,  x,  A,  p  die  Cocrdinateu 
ttfl  Kugelcentrums,  so  hat  man  als  Gleichung  der  beweglichen 
'Dgtlfläche 

*s  +       +  **  —  2%*  —  2Xy  —  2pt  =  Q, 
M  x,  A,  p  der  Bedingung 

Y.1  A*  a2 

_j  _L_r —  i  —  o 

"'igen  müssen.    Die  Gleichungen  11)  sind  hier 

alx       b*  y  c^z 
x  A  p 

(1  durch  Elimination  von  x,  A,  p  ergiebt  sich 

(x*  -f  y*  +        =  4(a**>  +  &2*/2  + 
l'ie  einhüllende  Fläche  ist  demnach  die  Fusspunktfläche  für  ein 
l  den  doppelten  Achsen  construirtes  Ellipsoid.    Für  die  übrigen 
itralen  Flächen  zweiten  Grades  gelten  analoge  Sätze. 


Cap.  IV. 

Die  vieldeutigen  Symbole. 

§.  31. 

Die  Formen  JJ  und  co  —  od. 

L    Wenn  die  Functionen  (p(x)  und  ^(jr)  für  einen  speciel 
Werth  von  x,  etwa  für  X  —  a,  gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt 

der  Quotient  — ^—  in  diesem  besonderen  Falle  die  Form  J  an,  die 
bekanntlich  vieldeutig  ist.  Um  den  wahren  Werth  dieses  Bruches 
zu  finden,  betrachten  wir  den  Quotienten  als  die  Grenze,  wel- 

cher sich         ~j~  2  nei  verschwindenden  <5  nähert.    Wegen  derVor- 
V(a  +  d) 

aussetzung  9(0)  =  0  und  ^»(«)  --  0  ist  nun 

+  fl)  —  y(g) 

.   y(a  -f  *)  __.  y(a4  jj)  —  y(o)  ä  _ 

<K<*  +  d)  ~~  H*  +     -  <K«)       ?K«  4  6)  -  y(a)' 

8 

und  hieraus  folgt  durch  U ebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  $ 

<p(a)  _  (p'(a) 

d.  h.  in  dem  besonderen  Falle  x  —  a,  für  welchen  op(.r)  ^ 
4>(x)  sich  annulliren,  werden  die  sonst  sehr  verschiedenen 

<P(X)  (P'(^)  TT  1-1 

Quotienten      ;  .    und         x  einander  gleich.    Kann  man  ^ 
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den  Werth  des  zweiten  Quotienten  ermitteln,  so  hat  man  auch  den 
de*  ersten.    Einige  Beispiele  werden  dies  zeigen. 
Der  Quotient 

cp(x)        "^Tx  —  a 

TW~  Vx  -  Vä 

nimmt  f ür  x  =  a  die  Form  §  an ;  hier  ist 

?'(*)    j«"*.  -i 

ond  da  dieser  Bruch  für  x  =  a  den  bestimmten  Werth  \a~  6  erhält, 
so  ist  auch 

♦(a) 

Für  x  =  Jä  wird  der  Bruch 

y(x)  cosx 

$(X)  \7t—X 

unbestimmt  =  %,  dagegen  erhält 

<p'(x)  sinx 
%>'(x)  ~~  1 

sti  demselben  Falle  den  bestimmten  Werth  1 ,  der  nun  auch  dem 
mten  Bruche  zukommt. 

Nicht  selten  trifft  es  sich,  dass  der  neue  Quotient      .)  für 

v(x) 

*~a  gleichfalls  verschwindet;  dann  muss  man  auf  ihn  wieder  das- 
selbe Verfahren  anwenden.    Nehmen  wir  z.  B. 

q>(x)        x  —  sinx 

ty{x)  x*  ' 

lo  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

(p'(x)         1 — cosx  sinx     fp'"(x)  cosx 

V(x)  =  '  ~^{x)  ~  ~6~r~  1  V{x)  ~    6  5 

■rr=  0  verschwinden  <p  (x) ,  <p'  (x) ,  <p"  (x)  sowie  ty(x)  ,  ^'(x),  ^"(#), 
M'i  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  den  wahren  Werth  des 
^prünglichen  Bruches  =  \- 

II.  Wenn  die  Functionen  F(x)  und  f{x)  für  x  —  a  gleich- 
artig unendlich  werden,  so  erhält  die  Differenz  F(x)  —  f{x)  die 
unbestimmte  Form  oo  —  oo;  ihr  wahrer  Werth  findet  sich  dann  auf 
folgende  Weise.    Man  setze 
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1    =**i(*).  tL-=/i(*), 


so  ist  identisch 

K)      Jy>      F1(x)      f(x)         Fx(x)Mx)  ' 

für  x  =  a  verschwinden  F,  (x)  und  /j  (#) ,  mithin  geht  der  letzte 
Bruch  in  J  über  und  kann  nach  der  vorigen  Regel  untersucht  werden 
So  ist  z.  B. 

1  _      1      _  eT—  1  —  s 

s       e*  —  1        x(ex—  1)  ' 

wobei  die  linke  Seite  für  .r  —  0  die  Form  od  —  oo  annimmt,  und  du 
rechte  Seite  =  Jj  wird.     Setzen  wir 

qp  (#)  ss  ex  —  1  —  £ ,    il>  (x)  —  x  (ex  —  l) 

so  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

<p'(x)  _        ex—\        q>"(x)  _  1 
^'(a>)  ~~  xe*  -f  e*  —  1  1  <r"(a?)  ~~  ar  |-  2 ' 
und  hier  liefert  der  letzte  Bruch  den  wahren  Werth  —  J  • 


§•  32. 

Die  Formen  -g,  O.oo,  0°,  oo°  und  1 00  .  | 

I.    Wenn  die  Functionen  und  F(x)  für  #  =  a  gleichzei- 

tig  unendlich  werden,  so  stellt  sich  in  diesem  Falle  der  Bruch  y-j 

unter  die  unbestimmte  Form       deren  walirer  Werth  q  auf 
Weise  ermittelt  werden  kann.    Es  sei 

1 

fix)  _  F(x)  _  <p(x) . 
F(«)       _J_        1>(x)  1 

m 

der  neue  Quotient  erhält  für  x  =■  a  die  Form  jj  und  kann  dana 
nach  der  Regel  des  vorigen  Paragraphen  behandelt  werden.  Dies  gif" 

Ff  ix) 

L/(*)P 
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f  (et) 

wi  für  x  =  a,  wo  den  Werth  q  annimmt, 

F(a) 


F'(a)  f'(a) 


Die  Regel  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes  eines 
vieldeutigen  Bruches  bleibt  also  bei  der  Form  §■  dieselbe 
wie  bei  der  Form  J- 

So  wird  z.  B.  der  Quotient 

F(x)  cotx 

Zur  j  =  0  unbestimmt  =  sein  wahrer  Werth  ist  dann  einerlei 
Bit  dem  Werthe  von 

|  itf 

fix)  x  siwz  . 

F  (x)  1  x 

sm2  # 

welcher  in  jenem  Falle  =  —  M  .  1  .  0  —  0  ist. 

Nach  derselben  Regel  findet  man  auch,  dass  der  Bruch 

/  (x)       l  sin  x 
F{x)  ~~  Ix 
für  x  =  0  denselben  Werth  erlangt  wie 

f'(x)        cotx  cosx 
I  F'(x)  ~  ~~T~  ~  Ihix' 

X  X 

nd  zwar  ist  dieser  Werth  —  1. 

II.  Sind  zwei  Functionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  <p  (x) 
tvxz=a  verschwindet,  während  die  andere  f(x)  für  x  =  a  unend- 
lich wird ,  so  nimmt  das  Product  <p  (x)  .  f  (x)  für  x  =  a  die  unbe- 
itimmte  Form  0  •  oo  an ;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man  auf 
»eierlei  Weise  finden.    Entweder  setzt  man 


«ad  hat  dann 


/(*) 


=  +(*) 


6r  x  =  a  wird  der  Quotient  =  J  und  gestattet  die  in  §.  31  ange- 
lesene Behandlung.    Oder  man  setzt 

—-tt  =  F(x) 
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mithin  <p(x)  .f(x)  =  jl&?\ 

der  Quotient  stellt  sich  dann  unter  die  Form  §  und  ist  nach  I.  zu 
beurtheilen.    Von  beiden  Methoden  wählt  man  im  concreten  Falle 
diejenige,  welche  die  wenigste  Rechnung  verursacht. 
So  wird  man  z.  B.  an  die  Stelle  des  Productes 

1(2  •  tan 


2a  ' 

welches  für  x  =  a  in  0  •  oo  übergeht,  den  Quotienten 

m  '(2-£) 

q>(x)           \  aj 

tl>(x)  ~  "       7t  x 
rot— — 
2  a 

treten  lassen,  weil  der  DifPerentialquotient  des  Logarithmus  eine  ein- 
fache algebraische  Function  ist;  man  erhält 

1  .  TtX 

sin2  


2  a 


(p'(x)   2  a  — x  2a 

ii/ (x)  7t  nx         7t      2  a  —  x  ' 

—  — —  .  esc2  — — 
2a  2a 

2 

und  f iir  x  =  a  den  wahren  Werth  —  • 

7t 

Bei  dem  Producte 

tan  x  .  logx  ,  für  x  =  0, 
ist  es  von  Vortheil,  die  Form 

/(*)  =  ?Qff*  , 
F(x)  cotx 

zu  wählen,  deren  wahrer  Werth  bereits  in  Nro.  I.  bestimmt  und  =  0 
gefunden  wurde;  demnach  verschwindet  jenes  Product  gleichzeitig 
mit  #. 

III.  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  [/(x)]*^  f ür  x  =  a 
eine  der  vieldeutigen  Gestalten  0°,  oo  °,  1 «  annimmt,  so  beachte  maD 
zunächst  die  identische  Gleichung 

[f  (x)]  VW  —  e  VW  •  V  & 

und  untersuche  das  Product  lf(x)  .  qp  (x) ;  ist  w  der  wahre  Wert! 
desselben,  so  geht  die  gegebene  Function  in  ew  über. 
So  erhält  z.  B.  der  Ausdruck 

_i_ 

(si  n  x) lx 
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f Qr  /  =  0  die  Form  0°;  schreibt  man  aber  statt  desselben  die 
gleichgeltende  Exponentialgrösse 


/  sin  x 


(elsinx)  lx  =  e  lx  , 

<o  hat  man  im  Exponenten  den  nämlichen  Bruch,  dessen  Werth  in 
Xro.I.  untersucht  und=  1  gefunden  wurde;  der  Werth  der  ursprüg- 
lichen Potenz  ist  also  =  e1  =  e. 
Für  x  ■=  0  wird  ferner 

GT-  - 

beachtet  man  aber  die  identische  Gleichung 


tanx 

—  lx  .  tanx 


M  erinnert  sich,  dass  7 a?  .  /aw«  für  #  =  0  verschwindet  (s.  IL), 
»  erhält  man  e°  =  1  als  wahren  Werth  der  in  Rede  stehenden 
Potenz. 

Für  %  —  a  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

.       71 X 

(.    ran  ~ — 
-3 

b  l30;  andererseits  ist  die  gegebene  Function  gleich 

2 

»obei  der  Exponent  für  #  =  a  den  Werth  —  annimmt  (s.  IL);  dem- 

_2_ 

Mfii  ergiebt  sich  e 71  als  wahrer  Werth  des  ursprünglichen  Ausdrucks. 


Seblömilch,  Analysls.  10 
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Cap.  V. 


Maxirna  und  Minima. 
§.  33. 

Maxim a  und  Minima  der  Functionen  einer  Variabelen. 

Wenn  eine  stetige  Function  / (x)  abwechselnd  steigt  und  faJ 
so  giebt  es  in  ihrem  Verlaufe  Stellen,  wo  die  Uebergänge  von  Wae! 
thum  zu  Abnahme  oder  umgekehrt  von  Abnahme  zu  Wachstbfl 
statt  finden.  Bei  einem  Uebergänge  der  ersten  Art ,  welcher  etv 
für  x  =  a  eintreten  möge,  ist  der  entsprechende  Functionswerth  /( 
grösser  als  die  Nachbarwerthe  f(a  —  h)  und  f{a-\-K)^  sobald  u 
h  hinreichend  klein  genommen  wird;  dann  heisst  f(a)  ein  Ma* 
mum  der  Function  f(x).  Erfolgt  dagegen  an  der  Stelle  x  =  fl  f 
Uebergang  von  Abnahme  zu  Wachsthum,  so  ist  / (a)  kleiner  als  sei 
Nachbarwerthe  f  (a  —  h)  und  f(a  +  /*) ,  und  dann  heisst  / (fl)  e 
Minimum  von  f(x).  Nach  dieser  Erklärung  versteht  es  sich  * 
selbst,  dass  derartige  Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  nie 
immer  den  absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  Functi 
darstellen. 

Für  welche  Werthe  von  x  dergleichen  Maxima  und  Minima  ei 
treten,  das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§•  81  ' 
demzufolge  die  Function  f(x)  wächst  oder  abnimmt  je  nachdem  il 
Derivirte  ff(x)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nun  /'( 
continuirlich ,  so  kann  der  Uebergang  von  positiven  zu  negativ 
oder  von  negativen  zu  positiven  Werthen  der  Derivirten  f\x)  n1 
mittelst  Durchganges  durch  Null  geschehen ;  die  Werthe  von  ;r.  w« 
che  fix)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  ^u 
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Rio  der  Gleichung  f'(x)  =  0.  Dies  bedeutet  geometrisch,  dass 
die  Tangente  an  jedem  Culminationspunkte  einer  Curve  parallel  zur 
Akissenachse  liegt. 

Hat  man  die  Gleichung  f'{x)  —  0  aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Entscheidung,  ob  die  gefundenen  Werthe  von  x  Maxima  oder 
Minima  der  Function  liefern.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an 
üeni§.  18  bewiesene  Gleichung 

/(.  +  »)-/(,)-»/>)  =  l/H(a  +  9h) 

woraus  bei  verschwindenden  Ii  folgt 

+»>-/(«>  -»/(«)  =  ir(n). 

Im  vorliegenden  Falle  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  f'{x)~  0, 
mithin /'(«)  =  0  und 

eUso,  wenn  man  —  //  an  die  Stelle  von  //  treten  lässt. 

fa/(«-*)-/w=im 

nun  /"(//)  positiv,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die 
^iden  Quotienten 

L  f(g  +  h  )  -  f(a)  f(a  -  h)  -  f{a) 

f^itiv  sein  und  es  bleiben ,  wenn  //  gegen  die  Null  convergirt,  weil 
•sserdem  der  gemeinschaftliche  Grenzwerth  jeuer  Quotienten  nicht 
positiv  werden  könnte;  hieraus  folgt 

f  /<•-*)>/(«)</(«  f 

ist  /(«)  ein  Minimum.    Wenn  dagegen  /"(a)  einen  negativen 
hat,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  /t  die  unter  Nro.  1) 
Ergebenen  Quotienten  negativ  sein  und  bleiben ;  daraus  folgt 

I  /(«-*)  </(«)  >/(«  +  *) 

*1  •/(«)  ist  ein  Maximum.  Die  Entscheidung  besteht  also  darin, 
«ss/(fl)  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  je  nachdem /"(«)  positiv 
^er  negativ  ausfällt.  Geometrisch  heisst  dies:  ein  Minimum  kann 
Mrauf  einem  convexen  Bogen,  ein  Maximum  nur  auf  einem  con- 
caven  Bogen  vorkommen. 

Das  angegebene  Ciiterium  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn 
^  '«)  selber  —  0  ist  (wie  z.  B.  wenn  die  Tangente  an  einem  In- 
^xionspunkte  parallel  zur  Abscissenachse  liegt);  man  muss  in  diesem 

10* 
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Falle  die  höheren  Differential quotienten  von  f{x)  zu  Rathe  ziehen 
indem  man  den  in  §.  18  bewiesenen  Satz 

/(a  +  /0-/(a)-A/(«)-^/"(,0-..-12,;"(;;_1)/c..-n(a 

~~  1.2.3...« 

anwendet.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  nur  f'(a)  =  0  ist 
sondern  auch  /"(«),  /'"(«)  i  •  •  -f(n~ !)(«)  verschwinden,  mithin  f{n)(a 
der  erste  nicht  verschwendende  Differentialquotient  ist,  vereinfach 
sich  die  vorige  Gleichung  und  giebt 

/(g  +  fc)-/(fl)      /(«)(g  +  frfc) 

/*"  1.2...«  ' 

woraus  folgt,  wenn  h  gegen  die  Null  convergirt, 

, .    fjfl  +  h)  -  /(«)  _  /W(q) 

1/1,11  h- — 7  -  rxm  • 

Hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  um 
eines  geraden  «.    Bei  ungeraden  «  ist 

mithin  für  ein  positives  f(n)(ci)  und  hinreichend  kleine  h 

/(«-*)</(«)</(«+% 

dagegen  bei  negativen  f^n)(a) 

/(a -*)>/(«)  >/(«  +  *). 

Beide  Ungleichungen  stimmen  darin  überein,  dass  ,/*(a)  wede 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist.  Wenn  dagegen  n  eine  gerad 
Zahl  bedeutet,  so  gelten  die  Gleichungen 

7*n  '1.2...«' 

^/(«-»)-/(q) 

/irt  1.2...«' 
mithin  ist  bei  positivem  /(n)  (a)  und  für  hinreichend  kleine  h 

/(«-*)  >/(«)</(«+*), 

d.  h. /(a)  ein  Minimum;  ferner  erhält  man  bei  negativen  y"(n>  (a) 

/(■ -  *)  <  /(«)  >  /(« +  '<). 
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wodurch  ein  Maximum  angezeigt  wird.  Alles  zusammen  giebt  fol- 
genden Satz : 

Ein  aus  der  Gleichung  f'(x)  —  0  bestimmter  Werth 
von  x  macht  f(x)  nur  dann  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  wenn  in  der  Reihe  der  Differentialquotien- 
ten  f"(x),f"'(x)etc.  der  erste  für  jenen  Werth  nicht  ver- 
schwindende Differentialquotient  von  gerader  Ord- 
nung ist,  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maximum 
statt,  je  nachdem  der  genannte  Differentialquotient 
für  jenen  Werth  von  x  positiv  oder  negativ  ausfällt. 

Den  Mechanismus  der  Rechnung  werden  die  folgenden  Beispiele 
zeigen. 

1.  Handelt  es  sich  um  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Function 

f{x)  =  xa  t~\ 
so  entwickelt  man  erst  die  Differentialquotienten 
/'(*)  =  (a  —  x)  xa~l 

f"(x)  =  [a{a—  1)  —  2ax  +  &»]  t~* 

u.  s.  w. 

Nun  wird  f'(x)  =  0  für  x  =  a;  dieser  Worth  giebt  f"(a) 
=  —  aa  e~a  also  ein  negatives  Resultat,  mithin  ist 

m  =  *—  =  (j)a 

das  Maximum  der  Function  xa  e~x. 

2.  Es  mögen  fc] ,  j^,...fcN  gegebene  Zahlen  sein  und  es  soll 
/  so  bestimmt  werden,  dass  die  Quadratsumme 

/(*)  =  (.r-*,)2  +  +  •  •  .  +  (*  —  W1 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird.     Man  hat  in  diesem  Falle 
/'(*)  =  2  [nx  -  (ki  +  *,  +  .  .  .  +  *„)], 

/"(*)  =  2»; 

/'(x)  verschwindet,  wenn 

jfci  4-  fr  +  •  ;  •  +  K 
x  =  

n 

d.  h.  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  gegebenen  Zahlen 
ist,  f"(x)  bleibt  immer  positiv,  mithin  wird  f(x)  bei  dem  angegebe- 
nen Werthe  zu  einem  Minimum.  Dies  war  übrigens  vorauszusehen, 
da  jene  Summe  von  Quadraten  zwar  beliebig  gross  aber  nicht  belie- 
big klein  gemacht  werden  kann. 
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3.  Auf  dem  ersten  Quadranten  einer  Ellipse  soll  man  denjeni- 
gen Punkt  bestimmen,  dessen  Normale  am  weitesten  vom  Centrum 
entfernt  ist.  Geht  überhaupt  durch  den  Punkt  xy  einer  Curve  eine 
Normale,  so  hat  letztere  vom  Coordinatenanfange  die  Entfernung 

„  _  £  +  yy' 

für  die  Ellipse  ist  y  =  —  V a2  —  x2,  mithin 

a 


P  = 


a?  —  b2 


x  V  a2  —  x2 


Va2  (a2  —  x2)  +  b2x2 

Dieser  Ausdruck  vereinfacht 
sich  durch  Einführung  des  Win- 
kels  Ä  CM  =  a ,  welcher  unter 
dem  Namen  der  excentrischen 
Anomalie  bekannt  ist  (Fig.  35); 
man  hat  nämlich  x  =  acos 
mithin 


P  = 


(a2  —  b2)  sin  ca 
Va2  tan  *  cj  +  b2 


oder,  wenn  tanca  kurz  mit  t  bezeichnet  wird, 

(a2  —  b2)  t 


P  = 


V(l  +  t2)  (a2 12  +  b2)  ' 
Wir  betrachten  nun  t  als  unabhängige  Variabele  und  erhalten 
dp  (a2  —  b2)  (b2  —  a2  g) 

M  ~~   V[b2  +  (a2  +  b2)t2  +  a2t*]*  ' 

^£=__ (aQ—b2)t  [3(a2+b2)  b2  + 10  a2  b2 12  +  02  (a2  -f  b2)  t*  —  2 aW\ 
dri  V[b2  -f  (a2  +  b2) \t2  +  a2t*]>  ; 

der  erste  Differentialquotient  verschwindet  für 

t  =  V~i  oder  ^W=V^==— , 
V    a  V    a  a  ' 

und  der  zweite  Differentialquotient  erhält  dadurch  den  negativen 
Werth 

4  g  (q  —  6) 
(«  +  &)*  ' 

mithin  entspricht  der  obige  Werth  von  /  dem  Maximum  von  A 
üebrigens  konnte  man  sich  die  Entwickelung  des  zweiten  Differeu- 
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Patienten  ersparen:  da  nämlich  für  a  =  0  and  für  a  =  90° 
«mal  j>  den  Minimalwerth  p  =  0  erreicht ,  so  muss  der  gefun- 
e  Werth  ein  Maximum  liefern. 

Behufs  der  Construction  nimmt  man  AK  —  BC  =  6,  sucht 
eben  =  «  und  ^4JT  die  mittlere  Proportionale  ^1X,  zieht 
welche  den  umschriebenen  Kreis  in  M.  den  eingeschriebenen  in 
chneidet,  legt  durch  M  eine  Parallele  zu  BC,  durch  N  eine  Pa- 
le zu  AC  und  erhält  dann  den  gesuchten  Ellipsenpunkt  P  als 
chgchnitt  der  genannten  Parallelen.  Construirt  man  die  Normale 
.  so  ist  deren  Abstand  von  C  das  Maximum  von  p.  und  zwar 

C(J  =  a  —  b:  gleichzeitig  ist  Q 
der  Krümmungsmittelpunkt  für  P, 
PQ  der  Krümmungshalbmesser,  mit- 
hin die  Fläche  des  Krümmungskrei- 
ses gleich  der  Ellipsenfläche. 

4.   Ueber  einer  Geraden  MN 
(Fig.  36)  sind  zwei  Punkte  A  und 
B  gegeben,  welche  mit  einem  Punkte 
:/  P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen 

A  Linie  ABP  verbunden  werden  sol- 

man  fragt  nach  dem  Minimum  des  Weges  AP  -f-  BP.  Fiir  AC 
JD=6,  CD  =  c,  CP  —  Xj  AP  4"  BP  =  s  ist 


s  = 


s" 


a2  +  x2  V^-Ro  —  *)« 


Aus  s'  —  0  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  X  die  Gleichung 

x  c  —  x 

V  a2  4-       ~~    V  P  +  (c  —  x)2  ' 
aus  ihr  folgende  Werth  gehört  zu  einem  Minimum,  weil  s" 
er  positiv  bleibt.    Geometrisch  bedeutet  die  vorige  Gleichung 

cosMPA  =  cosNPB  d.  i.  Z.  MPA  =  Z  NPB, 
hiernach  ist  die  Construction  leicht,  indem  man  CA'  =  CA 
int  und  die  Gerade  A' B  zieht,  welche  J£N  in  P  schneidet  (Spie- 
angsgesetz). 

5.  Auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  ÜfJV  (Fig.  37 
>  )  befinden  sich  die  gegebenen  Punkte  A  und  J5,  welche  mit  einem 
ikte  P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen  Linie  APB  verbunden 
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sind;  ein  Körper  bewegt  sich  auf  dieser  von  A  nach  B  so,  dasß  er  länji 
der  Geraden  AP  die  constante  Geschwindigkeit  g,  längs  PB  die  coi 

stante  Geschwindigkeit  h  b 
sitzt.  Es  soll  der  Punkt  P  so 
stimmt  werden,  dass  der  Kö 
per  in  der  kürzesten  Zeit  von  \ 
nach  B  gelangt.  Zum  Durchlas 
fen  von  AP  braucht  der  Körpc 

AP 

die  Zeit   ,  zum  Durchlai 

9 


fen  von  PB  die  Zeit 


PB 


mithin  ist  bei  gleicher  Bezeichnung  wie  in  Nro.  4,  der  Ausdruck 


s  = 


VW  -f-  (c  —  x)* 


9  * 
zu  einem  Minimum  zu   machen.     Als  Bedingungsgleichung  für  : 

findet  man  sehr  leicht 


x 


x 


oder  geometrisch 


gV  a?  +  x*        hVb2  +(c  —  x)* 


cosMPA  cosNPB 


9 


wofür  man  auch  setzen  kann 

sin  AP  Q 


9_ 
h 


sinBPR 

Dieser  Gleichung  entspricht  ein  Minimum  von  s,  weil  s"  immei 
positiv  bleibt.  (Brechungsgesetz,  wobei  die  Lage  des  gebroche- 
nen Strahles  durch  die  zwei  Bedingungen  bestimmt  ist,  dass  er  durch 
B  gehen  und  normal  zu  einem  gewissen  Kegelschnitte  sein  muss- 
Vergl.  §.  29,  IL) 

6.  Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  UntersuchuD 
gen  über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall,  wenn  fw 
sein  Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  Null,  son- 
dern sprungweis  ändert  ;  denn  auch  derartige  Zeichen  Wechsel  können 
Maxima  oder  Minima  liefern,  die  man  nach  der  vorigen  Methode 
nicht  finden  würde.    Ist  z.  B. 


mithin 


y  =/(*)  =  i  -  KÖ  - *)* 
,/  =  /'(x)  =  "  1 
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so  bleibt  /'  (x)  positiv  für  alle  x  <^  1 ,  und  negativ  für  alle  x  ^>  1 ; 
der  Zeichenwechsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

/'(l-0)=  +  »,/'(!  +0)=-  oo 
und  mithin  erleidet  f'{%)  eine  Unterbrechung  der  Conti nuität  an  der 
Stelle  x  =  1.    Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von 
f(x)  mit  Sicherheit  hervor,  dass  f(x)  wächst  von  x  =  —  oo  bis 
%  =  1  und  abnimmt  von  x  =  1  bis  x  =  -\-  oo ,  dass  also  f(x)  für 
r=  1  sein  Maximum  /(l)  =  1  erhalten  muss.     Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufmerksamkeit 
auf  den  Berührungswinkel  r  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
ton*  =  f'(x)  bestimmt  wird.    Derselbe  ist  spitz  für  x  «<  1,  wächst 
mit  x  gleichzeitig ,  wird  =  \  %  für  x  —  1  und  nachher  stumpf  für 
x  >  \  n ;  an  der  Stelle  x  =  1  besitzt  daher  die  Curve  eine  Spitze, 
von  welcher  beide  Theile  convex  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt 
sind.  —  Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  alle  derartigen  Aus- 
nahmefalle, und  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer  Func- 
tion an  einer  solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  dadurch, 
dass  man  den  Lauf  der  Function  in  der  Nachbarschaft  jener  Stellen 
voizugsweis  genauer  berücksichtigt. 

§•  34. 

Maxima  und  Minima  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

Ist  F(x,  y,  z,  .  .  .)  eine  Function  der  unabhängigen  Variabelen 
*,  y,  z,  •  , ,  so  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  specieller 
Werthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa  x  =  a,  y  =  b,  z  =  c  u.  s.  w., 
wodurch  F(a,  b,  c,  .  .  .)  grösser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
werthe  der  Function,  d.  h.  als  alle  die  Werthe,  welche  entstehen, 
wenn  man  für  x  irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a  —  h  bis 
ö  -f  A,  für  y  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  b  —  k  bis  b  -\-  k  u.  s.  w. 
nimmt,  wobei  /e,  k  etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Ein  sol- 
cher besonderer  Werth  F(a,  b,  c,  .  .  .)  der  Function  F(x,  y,  z,  .  .  .), 
heisst  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser  oder  klei- 
ner als  seine  Nachbarn  ist.  Die  Aufgabe  ist  nun ,  das  System  der 
speciellen  Werthe  x  =  er,  y  =  b,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen 
vorhanden  sind,  so  darf  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkür- 
liche Functionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  t  denken,  denn 
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man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  r,  y,  z  etc.  alle  möglichen  Werthe 
erhalten  können,  wenn  man 

x  =  qr(7),  y  =  #(f),  z  =  %{t\  .  .  . 

setzt  uud  t  sowie  die  Natur  der  Functionen  <jp,  i\>,  %  etc.  danach 
wählt ;  so  würde  z.  B.  schon  die  einfache  Annahme  x  =  at,  y  =  ß  t, 
z  —  yt,  .  .  .  wo  ß,  ß,  y  völlig  willkührliche  Factoren  sind,  zu  dem 
genannten  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemerkung  reducirt  sich 
die  Aufgabe,  F{x,  y.  -,...)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu 
macheu ,  auf  die  einfachere ,  für  eine  Function  von  nur  einer  unab- 
hängigen Variabelen  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  aufzusuchen. 
Soll  nun 

//,  *,  .  .  .)  =  F[if(tl  *(&  x(t\  .  .  .] 

oder  kurz  F  seinen  Maximal-  oder  Minimalwerth  erhalten,  so  muss 

dF  _ 

IT  ~~° 

sein ;  diese  Gleichung  wird  iu  unserem  Falle ,  wo  x,  y}  z,  .  .  als  ab- 
hängig von  t  erscheinen: 

'  dx     dt    r  dy     dt    ^  dz     dt  ^ 

Bei  der  gänzlichen  Willkührlichkeit  der  Functionen  (p(t),  #(0>  X(0» 
also  auch  ihrer  Differentialquotienten 

—  =  f®,  -JL  =  ,.'(0,  _  =  x>(t) . . . 

(wie  z.  B.  im  obigen  speciellen  Falle  der  Factoren  tf,  /J,  y  .  .  .)  kann 
aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  der  un- 
bestimmten Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Gleichungen 
stattfinden: 

2)  TT^0'  =  0,      —  =  0,  

ÖJB  r^// 

deren  Anzahl  mit  der  Auzahl  der  unabhängigen  Variabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleichun- 
gen nach  .r,  y,  .  .  .  aufzulösen  uud  so  die  Werthsysteme  x  ==.  a, 
\f  —  h,  z  ■=  c  etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  F  bildet.   Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbeige- 

d*F 

führt,  dass  man  den  zweiten  Differentialquotienten  entwickelt 
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und  nachsieht,  ob  er  durch  Substitution  der  für  xt  Jf,  #,  .  .  .  gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfallt.  Wir  wollen  diese  Unter- 
suchung unter  der  Voraussetzung,  dass  F  eine  Function  von  nur  zwei 
unabhängigen  Variabelen  x  und  y  ist,  näher  ausführen. 

Man  hat  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 

<PF  _  c2F  (dxV  t        c2F    *r  dj^       fvT  Aty  \« 
77^~  ~~  Tx~*~  \dt)  +  -  £x  £y  dt  dt        c»r2  \dt)  ' 

.       dx  dt/. 
oder  wenn  der  Quotient  — —  :  — —  mit  7  bezciclinet  wird  : 

dt  dt 

d*F  _  \d'F  VF  i*Fl  AJjA« 

Soll  dieser  zweite  Differeutialquotiriit  zu  einer  Entscheidung 
lulireu,  so  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 

d2F  d2F  b*F 

4)  -r—r  =  0,     — ^-  —  0,  —  0 

sein;  ist  diese  Vorbedingung  erfüllt,  so  muss  dt  r  in  3)  verzeichnete 

•  ,  di/ 

Ausdruck,  worin  noch  che  unbestimmten  Grössen  7  und  —jj  vorkom- 
men, immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nachher  zu 
entscheiden  ist,  ob  es  das  Dlus-  oder  Minuszeichen  ist.    Da»  Vor- 
d2F 

zeichen  von  hängt  nun  einzig  allein  von  dem  Ausdrucke 

dt" 

5J  -5—=-  T  -h  2  -tt — - — q  — -  — 

ab,  welcher  unter  der  Form  ctq2  -f-  2/^7  |  y  enthalten  ist.  Hätte 
ferner  die  quadratische  Gleichung  a  q2  f  2  ß  q  -\-  y  —  0  eine  reelle 
Wurzel  qi ,  so  würde  der  Ausdruck  «  7  -  -|-  2  /?  7  -f  y  sein  Vorzei- 
chen wechseln,  wenn  man  7  das  Intervall  q{  —  Ö  bis  7,  -f-  ö  durch- 
laufen Hesse,  wo  ö  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
also  der  fragliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
finäre  Wurzeln  besitze,  folglich  ß-  —  ay  <^  0  sei.  Die  Bedingung 
für  die  Unveräuderlichkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  5)  besteht  also 
in  der  Ungleichuug 

/ j*f  y     z*f  d*F 

sie  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination,  denn 
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wenn  sie  erfüllt  ist,  können  die  Gleichungen  4)  nicht  sämmtlich  statt- 
finden.   Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  ferner,  dass 

d2F      .  d°-F 
und 


dx*  dtß 

(nach  Substitution  der  für  x  und  y  gefundenen  Werthe)  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen  müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  6)  die 
Summe  zweier  positiven  Grössen  als  negativ  angeben  würde.  Da 
ferner  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  sein 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  q  =  0  setzen,  ohne 
einen  solchen  Wechsel  befürchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dar- 

.     _      .  .        "         .  d2F 
aus,  dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  .  oder 

0  xl 

d2F 

;  nunmehr  lautet  die  Entscheidung: 

dF  dF 
Die  aus  den  Gleichungen    —  =  0  und  — —  =  0  abge- 

cx  oy 

leiteten  Werthe  von  x  und  y  müssen  zunächst  der 
Bedingung 

/  d*F  \»  _  WF_  &>F_ 
\dx  dyj        dx*  '  dy*  < 

genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Function  F(x,  y),  je  nachdem  sie  die  Differential- 
quotienten 

d*F  d*F 
dx*  dy2 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 
Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  also 

d2F 

-——  für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y,  so  giebt  der  zweite 
dt1 

Differentialquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann  an 
die  höheren  Differentialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständliche 
Rechnungen  erfordert,  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickelt, 
wenn  es  sich  um  eine  Function  von  drei  oder  mehr  Variabelen  han- 
delt. Man  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  aus  der  Natur 
der  gestellten  speciellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

1.  Als  erstes  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  das  Minimum  der 
Quadratsumme 
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F(xt9)  =  (alx  +  bxy-hxy  +  («,  *  +  6,  y  -  *,  )*  +  

 -f       4-  Ky  —  KY 

zu  bestimmen,  wobei  alle  a,  b  und  &  als  gegebene  Constanten  vor- 
ausgesetzt werden.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  folgende  Bezeich- 
nung ein 

a,  &i  -{-  a_>  frj  +  *  *  *  *  +  anK  =  Sab, 
a'\  +  */  +••••  +  «•?  —  Sfla, 
&,2  "  +  &£     +  ••••  +  «     =  4n 

U.  8.  W. 

so  erhalten  wir 

2(SU*-f  SU;/-  SU), 
8>F  8*F 

Die  letzten  drei  Ausdrücke  genügen  den  Bedingungen  des  Mini- 
mums; letzteres  tritt  daher  ein,  sobald  die  Gleichungen 

SaaZ  +   Sab!!  =  Sai, 
Sba  *  +  ^6*  .V  = 

erfüllt  sind,  wozu  die  Werthe  gehören 

Sbh   •  Sak  —  Sab  .  St,t 


X  = 


y  = 


&»a  •  Sbb    —  (Sab)'1 

Man  kann  diese  Aufgabe  dahin  verallgemeinem,  dass  man  eine 
beliebige  Anzahl  von  Variabelen  x,  y>  zy  etc.  voraussetzt  und  das 
Minimum  von 

F(x,  y,  *,  .  .  .  .) 

=  («i*  +  &i2/+c,*H  *i)'2  +  {<H*  +  &a  2/  r    z-\  h2y  +  ••  • 

....  +  (a„  a;  4-  bn  y  -f  fn  s  -|  fcM)2 

verlangt.  Man  findet  leicht,  dass  die  hierzu  nöthigen  Werthe  aus 
folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 
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&•*  -1-  &»y  -f  »S<(-  -  +■  =  Sbk, 


deren  Anzahl  ebenso  gross  ist  als  die  Anzahl  der  Variabelen  x,  ?/,  s 
etc.  Einer  besonderen  Untersuchung  darüber,  ob  die  gefundenen 
Werthe  von  x,  y,  z  etc.  das  Maximum  oder  Minimum  der  Function 
F  geben,  bedarf  es  übrigens  niebt,  denn  es  ist  unmittelbar  einleuch- 
tend, dass  eine  Summe  von  Quadraten  (d.  h.  von  positiven  Grössen) 
wohl  in's  Unendliche  wachsen  aber  nicht  beliebig  klein  werden  kann 
und  dass  sie  folglich  ein  Minimum  haben  muss  *). 


*)l)ie  obige  Aufgabe,  welche  die  Verallgemeinerung. des  zweiten  Bei- 
spiels in  33  enthält,  ist  für  die  Praxis  von  besonderem  Werthe.  Hat 
man  nämlich  eine  Grösse  X  durch  directe  Messung  oder  Beobachtung 
zu  bestimmen  (wie  z.  B.  die  Entfernung  zweier  Punkte  durch  Messung 
mit  Kette  oder  Maassstäben),  so  nimmt  man  der  Sicherheit  wegen  diese 
Operation  mehrmals  vor,  aber  man  findet  dann,  zufolge  der  unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler,  bei  joder  Messung  einen  etwas  anderen 
Werth,  und  es  mögen  klf  k2l  .  .  .  kH  die  verschiedenen  Werthe  bezeich- 
nen, welche  bei  n  Beobachtungen  für  x  erhalten  wurden.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Messungen  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt, 
mithin  von  gleichem  Gewichte  sind,  betrachtet  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  klt  k2,  ...  k„  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x,  ohne 
sich  des  Grundes  dieser  Annahme  genauer  bewusst  zu  sein.  Dagegen 
beweist  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dass  der  wahrscheinlichste 
Werth  von  x  derjenige  ist,  bei  welchem  die  Summe  der  Fehlerquadrate 
ihr  Minimum  erreicht.  Nun  sind  x  —  ku  X  —  &2,  .  .  .  X  —  kH  die  be- 
gangenen Fehler,  und  nach  Beispiel  2)  in  §.  33  wird  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Fehler  ein  Minimum,  wenn  x  dem  arithmetischen  Mit- 
tel aus  /.j,  k2,  .  .  .  kn  gleichkommt;  es  rechtfertigt  sich  also  jene  An- 
nahme. Das  genannte  Theorem  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ge- 
stattet aber  noch  eine  weitere  Anwendung.  Sind  nämlich  zwei  nicht 
direct  beobachtbare  Grössen  x  und  y  mit  beobachtbaren  Grössen  fl, 
bt  k  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  ax-\-  by=.k  verbunden,  so 
erhält  man  durch  n  Beobachtungen  n  Gleichungen  folgender  Art 

a1x-\-b1y  =  h1,  a2x -f-  b2y  =  k2,  . . .  a„x-\-  b„  y  —  kn. 
Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  beträgt  mehr  als  2  und  daher  wurden 
sie,  als  vollkommen  genau  betrachtet,  einander  widersprechen.  Dage- 
gen ist  zu  berücksichtigen,  dass  jene  Gleichungen  in  Folge  der  Beob- 
nchtung8fehler  nur  angenähert  richtig  sind;  die  Grössen 

«,  x  +  />!  y  —  fc, ,  a2x-\-b2 y  —  Ä\> , . . .  o„  x  -f  bn  y  —  kn 

ditferiren  daher  von  der  Null  und  repräsentiren  die  Fehler.  Die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  x  und  y  ergeben  sich  nun  wieder,  indem 
man  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht,  und 
vermöge  dieser  Bedingung  erhält  man,  wie  oben  gezeigt  wurde,  immer 
soviel  Gleichungen  als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind. 
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2.   In  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  38)  soll  der  Punkt 

M  so  bestimmt  werden,  dass  die  Summe  der 
Entfernungen  A M =  u,  BM=v,  CM~w 
ein  Miniraum  werde.  Bezeichnen  wir  die 
Seiten  BC,  CA,  AB  der  Reihe  nach  mit  n, 
b,  c  und  die  Gegenwinkel  mit  «,  (i ,  so 
haben  wir  als  Summe  der  genannten  Entfer- 
nungen 

;    /  s  —  ii  4  r  4-  ?t? 

CV  oder,  wenn  ^  BAM  =  (\  gesetzt  wird, 

s=w  +  Vc2  -f  m2  —  2  cu  cos  0  +  V^62  -f-     —  2bucos(a  —  ü) 

und  hierbei  sind  uy  0  die  beiden  unabhängigen  Variabelen.  Es  er- 
giebt  sich  durch  Differentiation 

es         ^  y  —  c  t'os  ö  ^_         t<  —  5  cos  (a  —  0) 

™  ~~         Vc'!  +  u*  —  2cuco8Ü      Vb*  f-  u2  —  2 6 u  ros (a  —  0) ' 

CS  C  M  st'w  0  />  //  S/'/l  (rc  —  0) 


cfl       Vc'2  +  m2  —  2  r  u  cos  0  V  b2  4  i#2—  26  uc<# (a  —  0) ' 

mithin  sind  die  Bedingungen  für  den  Eintritt  des  Maximums  oder 
Minimums 

c  cos  0  —  u       b  cos  («  —  0)  —  u 

V  H  ~v  h 

c  sin  6  __  bsin{a  —  (f)  _ 

(ieometrisch  bedeuten  dieselben  soviel  wie 

mBMA*  4  «M  rrj/yl'  =  l,    sin  —  sin  CMÄ  =  0; 

aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  .  BMA'  —  .  CMA',  nachher 
aus  der  ersten 

cos  BMA'  —  cos  CMA*  =  J,    .1  JBf  jtfyt'  —  Z  (73/ vi'  -  60°, 

Z  #JfO  =  120". 
Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  würde  man  gelangen,  wenn  man 
BM  =  r  und  Z  CBM  —  t}  als  unabhängige  Yrariabele  wählte  und 
demgemäss  ff  und  w  durch  r  und  i]  ausdrückte;  das  Resultat  wäre 
dann  Z  CMA  —  120°.  Der  gesuchte  Punkt  M  liegt  demnach  so, 
dass  die  Winkel  AMB,  BMC,  CMA  gleich  sind;  er  ist  folglich  der 
Durchschnitt  von  Kreisbögen,  welche  über  den  Dreiecksseiten  als 
Sehnen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Peripheriewinkel  von  120"  be- 
schrieben werden  können.  Eine  andere  Construction  von  M  besteht 
darin,  dass  man  über  den  Dreiecksseiten  die  gleichseitigen  Dreiecke 
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ABC\  BCA'j  CAB*  mit  den  Spitzen  nach  Aussen  beschreibt  und 
nachher  die  Geraden  AA\  BB'y  CC  zieht;  letztere  schneiden  sich 
im  Punkte  M. 

Der  Natur  der  Sache  nach  kann  die  Summe  u  +  v  -\-  tc  be- 
liebig gross  gemacht  werden ,  wenn  man  den  Punkt  M  weit  genug 
von  den  Spitzen  des  Dreiecks  ABC  entfernt,  während  dagegen  $ 
nicht  beliebig  klein  werden  kann.  Der  gefundene  Punkt  M  muss 
folglich  dem  Minimum  von  s  entsprechen. 

Eine  völlig  gleiche  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Auf- 
gabe, un  -f  vn  -f-  wn  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 
In  dem  speciellen  Falle  ff  =  2  findet  man,  dass  M  der  Schwerpunkt 
des  Dreieckes  ABC  und  u2  -f-  r2  H~  w*  em  Minimum  ist. 

3.  Es  soll  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Geraden  ermittelt 
werden,  deren  Gleichungen  sind 

j    V  =  Bl  x  +  b{  ,   z  =  d  x  +  c„ 
'  \    y  =  B,  x  -f  b2 ,  z  =  C2  x  +  c2. 

Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  X\  yx  zx ,  auf 
der  zweiten  einen  Punkt  x2  y2  B%  einstweilen  beliebig  an,  fo  ist  die 
Länge  der  verbindenden  Geraden 

8)  V  (*,  -  x2y  +       -  y2)*  +  (zx  - 

diese  wird  ein  Maximum  oder  Minimum  je  nachdem  ihr  Quadrat 
seinen  kleinsten  oder  grössten  Werth  erreicht,  mithin  haben  wir  uns 
nur  mit  dem  Ausdrucke 

(*i  —  x2y  +  (y,  —  ytf  +  (zx  —  z2y 
zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 
F(xx  ,  x2)  =  (x,  -  x2y  +  {B%  xx  -  B2  x.2  +  bx  —  b2)* 

-f  (Cx  xx  —  C2x2-\-cx  —  c2y 
annimmt  und  eine  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen  SC, 
und  x2  darstellt.    Man  hat  nun 

=  (1  +      +  Cf)xt  -(l+BlB2  +  Cx  C*)** 

+  (bl-b2)Bx+(cl-c2)Cx 

dF 
dx2 

-fr-bJBi-ic-cJC, 

d*F 

2(1+B*+C*) 


l-£r      =  -  0  +B,  B2  +  Cx  C2)xx  +  (l+B*+  C-)x2 


dx; 
d2F 

=  -  2(1+  BXB2  +  CXC2) 


dxx  dx2 

2£   =2(1  +  b;  +  cf). 
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Setzt  man  die  ersten  Difterentialquotienten  der  Null  gleich,  so 
erhalt  man  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  X\ 
unda^ ;  die  so  bestimmten  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 

4(i+*!  a  +  Ci  (ky  -  (i  +  b*+c$  (i+b;+c*)  <  o 

d2F  d2F 

nnd     j-  sowie  positiv  ist    Aus  xx  und  x?  erhält  man  mit- 

telst  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werthe  von  gu  zx  und  ya,  z2; 
nach  Substitution  der  Werthe  von  X\ ,  x? ,  ?/!  ,  ,y2 ,  £,  und  z2  giebt 
um  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die  kürzeste  Entfer- 
nung der  beiden  Geraden.  Uebrigens  liegt  es  hier  in  der  Natur  der 
Aufgabe,  dass  nur  ein  Minimum  stattfindet,  und  man  hätte  sich 
daher  die  Entwicklung  der  zweiten  Differentialquotienten  von  F 
nebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 


§.  35. 

Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

Die  Werthe,  durch  welche  eine  gegebene  Function  mehrerer 
Variabelen  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  sind 
häufig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gebunden,  welche  in 
Gleichungen  ausgedrückt  werden.  Sucht  man  z.  B.  die  kürzeste  Ent- 
fernung eines  Punktes  ccßy  von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0 
sein  möge,  so  ist  der  Ausdruck 

Vix-a)*  +  (y-0)*  +  (z-y)\ 

welcher  den  Abstand  der  Punkte  ccßy  und  xyz  angiebt,  zu  einem 
Minimum  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Rücksicht,  dass  die 
Werthe  von  x,  y  und  z  der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müssen. 
Das  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  Herausschaffung  der  abhän- 
gigen Variabelen;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung  (p(x,  y,  z) 
=  0  gegeben ,  so  kann  man  sie  nach  z  auflösen  und  den  so  gefun- 
denen Werth  von  z  in  die  Function  F(x,  t/,  deren  Maximum 
oder  Minimum  gesucht  wird ,  substituiren ;  an  die  Stelle  einer  Func- 
tion von  drei  Variabelen  tritt  nunmehr  eine  Function  zweier  unab- 
hängiger Variabelen,  und  für  diese  gelten  die  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen.  Sind  zwischen  drei  Variabelen  zwei  Bedingungsglei- 
chungen (p  (x,  y,  z)  =  0  und  \\>  (x,  y,  z)  =  0  gegeben,  so  kann  man 
mittelst  derselben  y  und  z  durch  x  ausdrücken  und  wenn  man  dieBe 
Schlömiloh,  Analysis.  I.  || 
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Werths  substituirt,  so  enthält  jetzt  die  Function  F(x,  «/,  z)  nur  noch 
eine  unabhängige  Variabele.  Diese  Eliminationen  sind  aber  nichl 
selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  und  man  rauss  in  solcher 
Fällen  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  darin  besteht,  dass 
man  nicht  die  abhängigen  Variabelen  selbst  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen,  sondern  die  Differentialquotienten  der  abhängigen  Varia- 
belen aus  den  Differentialgleichungen  der  gegebenen  Bedingungen 
eliminirt.    Die  Ausführung  dieses  GedankenB  ist  folgende. 

Wenn  F(x,  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  und 
dabei  die  Bedingung  (p(x,  y)  =  0  erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  eiiu 

dF 

unabhängige  Variabele  x  vorhanden  und  es  muss  daher  — —  =  0 

dx 

sein;  dies  giebt  in  unserem  Falle,  wo  F  ausser  x  noch  die  abhängige 
Variabele  y  enthält, 

dF       dF_tdjf_  =  0 
dx    '    dy  dx 

Differenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  auf  x 
als  unabhängige  Variabele,  so  ist 

dx  ^  dy     dx  ' 
d  >/ 

die  Elimination  von  — —  aus  beiden  Differentialgleichungen  giebt 

(IX 


dF 


d(p       dF     dcp   q 


dx     dy       dy  dx 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  <p  (x ,  y)  =  0 
verbindet,  so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
x  und  y. 

Bei  drei  Variabelen  x,  y,  z  und  zwei  Bedingungsgleichungen, 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  F(x,  y,  z)  gesucht  wird, 
während  zugleich 

<P      !/,  z)  —  0  und  $  (x,  y,  z)  =  0 

sein  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Variabele  x  vorhanden,  von  wel- 

dF 

eher  y  und  z  abhängen.     Die  Gleichung  — —  =  0  lautet  dann 

dx 

dF        dF     dy    ,     dF  dz 

"1  öTTT  '  ~TT  H  '  "l —  =  0 


dx         dy      dx    '    dz  dx 
und  die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen  sind : 
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8a;  f  gj/  '  dx  ^  dz  dx 
di>  8#      dy         d$  dz 


8a:         8//      d#  8* 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich         und  ^y—  eliraini- 

ax  dx 

ren,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Verbindung  mit 
den  beiden  Bedingungen  q)(x,  y,  z)  =  0  und  y,  z)  =  0  zur 

Bestimmung  von  x,  y,  z  hinreicht. 

Sind  drei  Variabele  vorhanden  mit  nur  einer  Bedingungsglei- 
ckng,  so  kann  man  x  und  y  als  unabhängige  Variabele,  z  als  abhän- 
gige Veränderliche  ansehen ;  es  muss  dann  sein 

dx    _U'         dy  ~ü' 
oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  F  auch  z  als  Function  von  x  und  y 
Torkommt, 


cF 

+ 

dF 

dz 

dx 

dz 

dx 

dF 

dF 

dz 

dy 

dz 

=  0, 

=  0. 


Andererseits  ist  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung 

f  (*.  y,  z)  =  0 

=  0, 
=  0; 


8<jp 

8# 

d(p 

dz 

dz 
dx 

8<p 

8y 

+ 

dtp 

dz 

dz 
dy 

8  z 

durch  Elimination  von  -r—  aus  der  ersten  und  dritten,  so  wie  von 

ox 

tz 

t—  aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt 

'  y 


dF 


d<p        dF  dtp 
•  -5 —  —  ~ —  •  ~ö —  == 


8#       dz         dz  dx 

dF      c(p  _   dF      dy  _ 

dy    '  dz         dz   '  dy    ~  ' 

welche  Gleichungen,  verbunden  mit  9(0*,  ?/,  ^)  =  0,  die  Unbekann- 
ten x,  y,  z  bestimmen.  —  Dieses  Verfahren  bleibt  immer  anwendbar, 
weil  es  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
frfordert.    Wir  geben  einige  Beispiele  dazu. 

11* 


Digitized  by  Go 


164  Cap.  V.  §.  35.  Maxima  und  Minima 

1.  Aus  den  vier  Seiten  a,  /?,  y,  d  soll  das  Viereck  von  grösst- 
möglichem  Inhalte  construirt  werden.  Nennen  wir  x  den  von  a  und 
ß,  y  den  von  y  und  ö  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläche 
des  Vierecks 

l  a ß  sin x  +  \  y8  sin y 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F  —  aß  sin  x  -f-  y  d  sin  y 

zu  setzen.  Berechnet  man  ferner  die  Diagonale,  welche  den  Win- 
keln x  und  y  gegenüberliegt  so  hat  man 

«2  +  ß-2  _  2  aß  cosx  —  y*  +  ö*  —  2  y  Ö  cosy\ 

mithin  als  Bedingungsgleichung 

9?  =  et2  +  ß*  —  y2      <52  _  2  a  ß  cosx  -f-  2  y  8  cos  y  =  0. 

Die  Differentialgleichungen  werden  nun 

dF  k  dy 

—  =  aß  cosx  +  ydcosy.— , 

=  2aß  sinx  —  2yd  siny  ■        =  0. 

Setzt  man  — —  =  0  und  eliminirt  -p— ,  so  folgt: 

(IX  dx 

2aßyS  (cosx  siny  -f  sma;  cosy)  =  0, 

d.  h.  Sin(x  -f  y)  =  0,  «  +  jf  =  0fl  oder  =  180°,  360°  u.  s.  w 
Da  aber  ff  und  y  Winkel  eines  Vierecks  sind,  so  kann  nur  x  -f-  y 
=  180°  oder  y  =  180°  —  z  sein. 

$/ 

Hieraus  folgt  weiter  -p—  =  —  1,  mithin 

dx 

-j—  =  aß  cosx  —  yd  ro5?y, 

—  —  «ß  sin*  +  y  Ä  sm^ 

=  —  (aß  sinx  +  yd  siny), 

und  da  dieser  Ausdruck  jedenfalls  negativ  bleibt  (wegen  x  <T  ISO1 
und  y  «<  180°),  so  entspricht  die  Bedingung  x  -f-  y  =  180°  einem 
Maximum.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  das  gesuchte  Viereck  ein 
Sehnenviereck  ist. 
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2.    Um  auch  die  im  Eingänge  erwähnte  Aufgabe  zu  lösen, 
nehmen  wir 

F=  (*-«)*  +  0,-/3)'  -f 

q>  =  Ax  +  By  -\-  Cz  -f  D  =  0, 

and  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Variabele  x  und  y  vorhanden, 
während  z  eine  Function  von  X  und  y  ist.  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differentiaiquotienten  von  F  der  Null  gleich,  so  hat  man 
zunächst 

*-«  +  (*-ri^T  =  °< 

Ferner  ergiebt  sich  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung 

(p  —  0: 

^+C|£.  =  0,   B+c|j-  =  0. 

und  durch  Elimination  der  partiellen  Differentiaiquotienten: 

A(z—y)  —  C(x  —  a)  =  ü, 

Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dritten  Ax  -j-  By 
-f  Cz  -f  D  =  0,  so  findet  man  der  Reihe  nach  z,  y  und  .r,  nämlich 

x  =r  a  —  AK,    y  =  ß  —  Y*A',    *  =  y  —  CA", 

wobei  zur  Abkürzung 

A*  4-  #2  + 

gesetzt  worden  ist.  Dass  diese  Werthe  nur  einem  Minimum  von 
F  entsprechen  können,  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung  unserer 
Aufgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  x,  y,  z  identisch  mit 
den  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Coordinaten  des  Fuss- 
punktes der  vom  Punkte  aßy  auf  die  Ebene  Ax  4-  By  4-  Cz  ±  D 
=  0  herabgelassenen  Senkrechten. 

3.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen,  welche  eine 
auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
natenachsen  bildet.  Ist  nun  s  die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
welches  die  Stellung  ccßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projectionen  von 
s  auf  die  Coordinatenebenen  xy,  xz,  yz  der  Reihe  nach 
c  =  s  .  cosy,  b  =  s  .  cosß,  a  =  s  .  cosa. 
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Dabei  werden  die  Projectionen  a,  &,  c,  ebenso  wie  die  Projectionen 
einer  begrenzten  Geraden,  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  je 
nachdem  die  Winkel  et ,  ß ,  y  spitz  oder  stumpf  sind.  Denken  wir 
uns  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  von  s  den  Winkel  d 
bildet,  so  ist  die  Projection  von  s  auf  die  neue  Ebene 

p  =  s  .  cosft 

oder  wenn  uvw  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 
p  =  s  (cos  et  cosu  +  cosß  cosv  +  cosy  cosw) 

d.  i. 

p  =  acosu  -f-  bcosv  -\-  ccosw. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projection  p  von  s  auf  eine  belie- 
bige Ebene,  wenn  man  erst  die  Projectionen  von  s  auf  die  Coordi- 
natenebenen  und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  mehrere 
beliebig  liegende  Figuren  sJ?  s2  etc.  hat  man  entsprechend 

P  =  Acosu  -f  Bcosv  +  C cos w, 

wo  P  die  Projectionssumme  pt  -f  jpg  +  etc.  bedeutet,  und  ebenso 
A,  B,  C  die  Summen  der  auf  den  Coordinatenebenen  construirten 
Projectionen  sind.  Wir  suchen  nun  die  Ebene ,  für  welche  P  sein 
Maximum  erreicht.  Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden  Be- 
dingung 

cos2  u  +  cos2  v  +  cos2  w  —  1  =  0 

zwei  unabhängige  Variabele  u  und  v  vorhanden,  während  w  eine 
Function  von  u  und  v  ist.  Durch  partielle  Differentiation  von  P 
hat  man,  die  Differenthlquotientcn  gleich  Null  gesetzt, 

A Sinti  +  Csinto  4^-  =  0, 

du 

Bsinv  +  Csinto  =0. 

C  V 

Die  partiellen  DifFerentialquotienten  der  Bedingungsgleichung  sind 

i  .  dw 

cosu  sinu  -f  cosw  sinw    —  =  0, 

du 

dw 

cosv  sinv  4-  cosw  sinw  — —  =  0. 

O  V 

Durch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten  von  ff 
ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

A  cos  w  —  C  cos  u,  B  cos  w  =  C  cos  v, 
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welche  in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung 
von  u,  v,  w  führen ;  man  erhält  nämlich 

cosu         cosv        cos  iv  1 

a   —  b   ~~   c   "  yA2  +  B2+  cv 

and  hierdurch  erfahrt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene ,  für  wel- 
che die  Summe  der  Projectionen  von  allen  Polygonen  ihren  grössten 
Werth  erreicht. 

Projicirt  man  Si ,  s2  etc.  auf  eine  Ebene ,  welche  senkrecht  zur 
Ebene  der  grössten  Projectionssumme  steht,  so  erhält  man  eine  Pro- 
jectionssumme  gleich  Null,  wie  aus  den  Formeln  für  u,  v>  w  leicht 
ru  ersehen  ist. 
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Cap.  VI. 


Die  Convergenz  und  Divergenz  unendlicher  Reihen. 

§.  36. 

Grundbegriffe  von  endlichen  und  unendlichen  Reihen. 

Bezeichnet  (p(ni)  eine  bekannte  Function  der  willkührlichen 
ganzen  positiven  Zahl  W,  so  bilden  die  einzelnen  Functionswerthe 

9>(0),    qp(l),    9(2),  .  .  .  <p(n—  1) 

eine  sogenannte  endliche  Reihe,  welche  im  vorliegenden  Falle  aus 
n  Gliedern  (Termen)  besteht;  ihre  Summe  ist  selbstverständlich  eine 
gewisse  Function  von  n  und  mag  mit  Sn  bezeichnet  werden.  Lassen 
wir  in  der  Gleichung 

Sn  =  9(0)  +  <p(l)  +  9>(2)  H  +  <p(n-l) 

n  unendlich  wachsen,  so  wird  die  endliche  Reihe  zu  einer  unend- 
lichen und  gleichzeitig  entsteht  die  Frage  nach  dem  Grenz werthe, 
welchem  sich  Sn  für  unendlich  wachsende  n  nähert.  Dabei  sind  nur 
zwei  Fälle  möglich;  entweder  ist  Lim  S„  eine  bestimmte  endliche 
Grösse  S  oder  es  ist  keine  solche  Grösse.  Im  ersten  Falle  hebst 
die  Reihe  (p(Ö)  +  9(1)  +  9^(2)  +  etc.  convergent  und  S  ihre 
Summe,  im  zweiten  Falle  bezeichnet  man  die  Reihe  als  divergent 
und  sie  hat  dann  keine  Summe. 

Diese  Methode  zur  Summirung  unendlicher  Reihen  wollen  wir 
durch  zwei  Beispiele  erläutern,  welche  nachher  von  Nutzen  sein 
werden. 

a.  Zufolge  der  bekannten  Summenformel  für  die  geometrische 
Progression  gilt,  wenn  <p(ni)  =  fim  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
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=  i  +  ß  +  ß*  +  ■  ■  ■  •  +  ß"  - »; 

ist  nun  ß  ein  positiver  oder  negativer  achter  Bruch,  so  wird  Lim  ß* 
=  0*),  mithin 

1)  j-L^  =  1  +  ß  -f  p  +  ß*  +  

_1<0<+  1. 

Für  /3  =  +  1  ist  Sn  =  n ,  folglich  Lim  Sn  =  oo ;  f ü\r  ß  >  +  1 
wird  um  so  mehr  Lim  Sn  ss  od  ;  für  /5  =r  —  1  ist  Sw  =  0  oder 
=  -j-  1 1  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist ;  für  ß  <^  —  1 
wachsen  die  Werthe  von  Sn  in's  Unendliche  und  wechseln  fortwäh- 
rend ihre  Zeichen.  Demnach  ist  Lim  Sn  nur  unter  der  Bedingung 
-  1  <  ß  <Z  +  1  eine  bestimmte  endliche  Grösse ,  d.  h.  die  Reihe 
1  -f  ß  +  ß2  +  •  *  •  convergirt  für  acht  gebrochene  ß  und  diver- 
girt  in  jedem  anderen  Falle. 

b.  Aus  der  leicht  beweisbaren  identischen  Gleichung 
4-l)<P  +  2)...tf  +  !H-l)      ß(ß+l)(ß  +  2)...(ß+m) 


a(«  +  l)(a  +  2)...(a  +  m— 1)      «(«-f  1)(«  +  2)...(a  +  w) 

=  0(0  + !)(/!  + 2)...  (fl  +  m-1) 

«     "(«  4-  l)(a  +  2)(«  +  3).  ..(«  +  ,«) 
folgt,  indem  man  m  =  1 ,  2,  3,  .  .  .  n  —  1  setzt  und  Alles  addirt, 

1)  JL  _        +         +  Ql  +  it— 1) 

'  a        «(«  +  l)(«  +  2)  .  .  .  (a-f-w-  1) 

=  a-£rji_        0O*+1)      ,  0(0+1)-  ..(fl  +  n-2)  1 

a  La  +  1  (a+l)(a+2)  ^  ^  (a  +  l)(a+2)...(«  +  »-l).T 
wobei  die  eingeklammerte  Reihe  aus  n  —  1  Gliedern  besteht. 


unendlich  wachsenden  n  kommt  es  linker  Hand  auf  den  Grenz  wer  th 
von 

0(0+l)fl  +  2)...(fl  +  ii-l) 
«(«  +  l)(a  +2)  .  .  .  («  +  »—  1) 


*)    Ein  positives  acht  gebrochenes  ß  kann  unter  der  Form  1  4-  - 

dargestellt  werden,  wo  «  irgend  eine  positive  Grösse  bezeichnet;  wegen 
(1  +  «)"  >  1  +  n  ■  ist  dann 


(1  +  «)n  "  1  +  na9 
woraus  die  obige  Behauptung  sogleich  folgt.    Bei  negatives  ß  können 
sich  ß*  und  ( —  ß)*  höchstens  im  Vorzeichen  unterscheiden,  im  Uebrigcn 
bleibt  die  Schlussweise  dieselbe. 
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an,  und  da  man  augenblicklich  übersieht,  dass  für  «  =  ß  der  vor- 
liegende Bruch  constant  =  1  bleibt,  so  sind  noch  die  Fälle  a  ^>  ß 
und  a  <^  ß  zu  untersuchen. 

Nun  ist  für  ganze  positive  h  und  sowie  für  ein  beliebiges 
positives  X 

>  1  +  x%     (1  +  x)k  >  1  +  kx 


mithin,  wenn  man  in  der  zweiten  Ungleichung  die  fcte  Wurzel  zieht 
und  die  reeiproken  Werthe  nimmt 


( 


'<  ^  <  Wr)'- 


a  —  ß 

hieraus  folgt  für  x  —  ß  -\-m  '  WODe*  a  —  ß  ß  +  m  a^s  P°ßi- 
tiv  angenommen  werden, 


ß  4- »»      \*  ^  0  +  »» 


\/J  +  m  +  &  («  —  0)/ 


Wählt  man  die  Zahlen  h  und  Ä>,  so  dass  gleichzeitig 

h>a-ß,  i^^rß, 

so  kann  man  die  vorige  Ungleichung  verstärken,  indem  man  statt 

des  acht  gebrochenen  — = —  die  Einheit,  und  für  das  die  Einheit 

/* 

übersteigende  k  (cc  —  ß)  gleichfalls  die  Einheit  setzt.  In  der  nunmeh- 
rigen Ungleichung 

/  ß  +  t»  Y  <r  ß  +  m  <r  (  ß  +  m  V 

\ß  +  m  +  1/  ^  a  +  w  ^  \/3  +  m  +  1/ 
nehmen  wir  m  =  0,  1,  2,  ...  n  —  1  und  multipliciren  alle  ent- 
stehenden Ungleichungen;  dies  giebt 

(   ß   V      /3(/?+l)(ff  +  2).. +  /  Y 

\/3  +  n/  ^  «(«  +  1)(«  +  2)  .  .  .  (a  +  n—  1)  ^  \ß  -f  n/  * 

Bei  unendlich  wachsenden  n  ändern  sich  7i  und  &  nicht,  dagegen 
wird  iwro  ^  ^_  ^  =  0,  mithin 

7  a  (a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  (a  +  n  —  1) 
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wobei  aber  die  Bedingung  a  >>  0  festzuhalten  ißt  Aus  Nro.  1) 
erhält  man  nun  die  Reihensummirung 

ß  ß  ß(ß  +  D       ,      0(0  +  1)0  + 9)  , 


1-0       «+1    1   («+  l)(«  +  2)  '  («  + l)(a  +  2)(rt  +  3) 
<>iler  auch,  wenn  man  beiderseits  die  Einheit  hinzufügt, 

I  «  =H    0    |    0(0  +  i)    ,     0(0+0(0+2)  | 


3){«-/*_     ■  a+l  '  (*+l)(«  +  2)  '  («  +  l)(«  +  2)(«  +  3) 
I  «  >  0  >0. 

Der  zweite  Fall  et  <^  0  kann  sehr  leicht  auf  den  ersten  zurück- 
geführt werden,  indem  man 

0(0+l)...(0  +  n-l)^  1  

a  (a  +-  1)  .  .  .  («  +  n  —  1)       <*(«  +  1)  .  .  .  (a  +  h—  1) 

0(0  +  1)  .  .  .  (0  +  n-l) 
setzt;  rechter  Hand  nähert  sich  der  im  Nenner  stehende  Bruch  der 
Grenze  Null,  der  Bruch  linker  Hand  wacht  also  in's  Unendliche  und 
daher  ergiebt  sich  aus  Nro.  1) 

41       -  _J__  4.       äß±H       X      0(0  +  l)(0  +  2)  , 
«  +  1      (a  +  1) («  +  2)      («+l)(«  +  2)(«  +  3) 

0  >  «  >  0. 

Im  letzten  Falle  ß  —  a  wird  die  betrachtete  Reihe  zur  folgenden 
et  et  tt 


cc+l       a  +  2   '   «  +  3 
and  ihre  Summe  erscheint,  aus  Nro.  1)  abgeleitet,  unter  der  Form 

Tp  wir  bestimmen  sie  daher  auf  einem  anderen  Wege.  Die  bekann- 
ten Ungleichungen  (s.  §.  8,  Nro.  4  und  5) 

_lT<j(a  +  l)_fal 

—  >?(«+  1)  —  la 
a 

ziehen  wir  vorerst  in  die  folgenden  zusammen 

!(*  +  «  _I*<i-<|,_  J(,_i), 

setzen  dann  *=«  +  l,«  +  2,. ..a  +  n  und  addiren  Alles; 
dies  giebt 

5)  l(«  +  »+  1)  —  J(«  +  1) 

<  —  1  !  1  L  .  .  .  .  J  \ —  <■ 

^«+l^«+2T«+8^         r  «  +  n  ^ 

?  (a  +  n)  —  la. 
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Hieraus  geht  augenblicklich  hervor,  dass  die  Summe  der  zwi- 
Bchenliegenden  Reihe  gleichzeitig  mit  n  in's  Unendliche  wächst. 
Die  Reihe 

M  1  4.  _JL  +      ß(ß  +  V        .       ß(ß+l)(ß  +  2)  . 
;     t«+lt(«4-l)(«  +  2)t  (a  +  l)(a  +  2)(a+3)~t"' 

convergirt  daher  für  a  >>  ß  >>  0  und  divergirt  in  jedem  anderen 
Falle,  wobei  a  und  ß  immer  als  positiv  vorausgesetzt  werden. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Convergenz  oder  Divergenz  einer  unend- 
lichen Reihe  leicht  zu  entscheiden,  sobald  man  die  Summe  ihrer  n 
ersten  Glieder  finden  kann;  dies  gelingt  aber  nur  selten,  und  man 
muss  sich  daher  nach  anderen  Kennzeichen  der  Convergenz  oder  Di- 
vergenz umsehen.  Setzen  wir  zunächst  alle  Reihenglieder  als  positiv 
voraus  und  bezeichnen  wir  sie  einfach  mit  %,  U\ ,  u2  etc.,  so  leuchtet 
augenblicklich  ein,  dass  dieselben  fortwährend  und  in's  Unendliche 
abnehmen  müssen,  d.  h.  dass  Limun  =  0  werden  muss  (für  n  =  oo), 
wenn  die  Reihe  convergiren  soll;  denn  betrüge  jeder  Term  mehr  als 
irgend  eine  Zahl  £,  so  würde  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
mehr  als  £  -\-  6  -f-  '  *  "  m  ausmachen,  d.  h.  unendlich  gross  sein. 
Dieses  Criterium  reicht  aber  nicht  aus,  wie  man  schon  an  der  Reihe 

—  1 — \  1 — \  \-  •  •  •  A  —  sehen  kann,  welche  (nach  Nro.  5) 

12         3  n 

divergirt,  obschon  ihre  Glieder  in's  Unendliche  abnehmen.  Die  Sache 
bedarf  daher  einer  genaueren  Untersuchung,  welche  im  Allgemeinen 
auf  dem  Principe  beruht,  eine  gegebene  Reihe  mit  einer  anderen  zu 
vergleichen,  deren  Convergenz  oder  Divergenz  bereits  festgestellt  ist. 

§•  37. 

Reihen  mit  positiven  Gliedern. 

I.   Die  gegebene  Reihe  sei 

«0  +  «l  +  «*  +  i«*  +  

und  zugleich  werde  vorausgesetzt,  dass  der  Quotient  — —  bei  un- 

endlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  Grenze  X  nähere ;  diese 
ist  jedenfalls  positiv,  kann  aber  <  1 ,  =  1  oder  >  1  sein. 

Wenn  A  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  muss  der  Quotient 

l!^-±l  von  einer  gewissen  Stelle  n  =  k  an  kleiner  als  ein  zwischen 

k  und  1  eingeschalteter  ächter  Bruch  ß  bleiben,  denn  wenn  dies 
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nicht  der  Fall  wäre,  so  könnte  sich  — —  nicht  einer  Grenze  nähern, 

welche  vorausgesetztermaassen  unter  ß  liegt.  Man  hat  dann  von 
n  =  k  an 

^<ß,   £*<ß,  ^<ß  

and  erhält  daraus  sehr  leicht 
nnd  durch  Addition 

M*  +        +  l  4"        +  *  +  «t+l  +  *  *  *  * 

<«,(!  +ß  +  ß*  +  /!»  +  •)• 

Die  Summen,  welche  entstehen,  wenn  man  immer  mehr  Glieder 
der  Reihe  uk  ,  «*  + 1 1  +  2  etc.  vereinigt,  wachsen  fortwährend ,  sie 
bleiben  aber,  wie  die  vorige  Ungleichung  zeigt,  kleiner  als 

+  ß  +  ß2  +  •••)  =  «*r-^, 

und  da  dieser  Ausdruck  einen  endlichen  Werth  hat,  so  muss  die  Summe 
der  unendlichen  Reihe  uk  -j-  ui  +  i  +  uA  +  a  -f  etc.  °iIie  endliche  Grösse 

sein.  Durch  Ilinzufügung  der  endlichen  Summe  Mo  +  *l  H  + 

erhält  man  wieder  eine  endliche  Grösse,  d.h.  die  Reihe  Kq+Wj  -)-••« 
in  inf.  convergirt. 

Wenn  zweitens  X  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  1  und  X 
den  unächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,  dass 

— Xi  ^>  y  bleibt,  was  von  einer  gewissen  Steile  n  =  k  an  der  Fall 


M 


sein  muss,  weil  sich  ausserdem  1^L±1  nicht  einer  über  y  liegenden 

Grenze  nähern  könnte.  Man  erhält  durch  ähnliche  Schlüsse  wie 
vorhin 

w*  +  -|-  ut  +  2  +  »*+a  +  •  •  ' 

>**(i  +  7  +  r2  +  r3  4-  ); 

die  rechter  Hand  stehende  Reihe  divergirt  wegen  y  ^>  1 ,  mithin  ist 
die  Summe  der  Reihe  links  unendlich  gross ;  dasselbe  gilt  dann  von 
der  Summe  u0  -f-  U\  +  ui  +  etc.  Nach  diesen  Erörterungen  haben 
wir  den  Satz: 

Die  unendliche  Reihe  «0  -f  u\  +  w_>  +  etc.  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von 
weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt 
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Als  Beispiel  diene  die  Reihe 
x    .    1    a?3   .   1  .  3  jr*_      1.3.  5  £^ 
'        1    "^2    3    +  2  .  4  5    +  2,4.U 


hier  ist  ?*0  =  0,      ■=  —  u.  s.  w. 


V  2w/ 


r.       +  i       T.    (2n  — l)*a?«  \       2  n/ 

nn  2w(2m+1)  14.JL 

mithin  convergirt  die  Reihe  für  x  <C  1  und  divergirt  für  x  >  1. 

Ebenso  leicht  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe 

x        x2        #3  x* 

2)  —  4-  —  +  —  +  —  +  

1P  T  2^  T  3p  T  4P  ' 

für  ff  <  1  convergirt  und  für  a;  >  1  divergirt. 

Wendet  man  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  sogenannte 
Potenzenreihe  an,  nämlich 

a0  -\-  aix  -\-  a2x'2  -\-  a3xz  -\-  , 

worin  X  und  alle  a  als  positiv  vorausgesetzt  werden,  so  findet  man 
leicht,  dass  dieselbe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  x  weniger 

oder  mehr  als  Lim   beträgt. 

an  +  l 

Das  soeben  bewiesene  Criterium  verliert  seine  Anwendbarkeit 
in  dem  Falle  A  =  1 ,  weil  die  Herleitung  desselben  auf  der  Voraus- 
setzung beruht,  dass  zwischen  1  und  X  eine  Zahl  eingeschaltet  wer- 
den könne ;  der  genannte  Ausnahmefall  bedarf  daher  einer  weiteren 
Untersuchung. 


IL  Wenn  das  Product 


bei  unendlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze 
fi  nähert,  so  kann  letztere  (wegen  un  +  i  <C  ww)  nur  eine  positive 
Grösse  sein,  rücksichtlich  deren  wir  die  drei  Fälle  ft  ^>  1  ,  =  1 
und  fi  *\  1  unterscheiden. 

Im  Falle  >>  1  denken  wir  uns  zwischen  fi  und  1  den  un- 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  n  so  gross  genommen,  dass  das 
oben  erwähnte  Product  grösser  als  y  bleibt,  was  jedenfalls  einmal 
geschehen  wird.  Von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  k  an  haben  wir 
dann 
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>(,-^)>y,  (fc+1)(1_^)>y,(»+2)(i-^>y) 

II.  8.  W. 

nod  erhalten  hieraus 

t  +  2  —  y         ,  — y  +  !)(*-?  +  2) 

fc  +  2    "*  +  *  <  ft (*  +  !)(* +  8) 

mithin  durch  Addition 

Uk  +  Uk  +  i  +  Ut  +  2  +  Uk  +  3  + 


.... 


<  uk  j  1  + 


A;     ^  4-  l) 

(fc-y)  (fc-y+l)(fc-y  +  2) 
T  +  l)(*  +  2)  T 


Die  rechts  stehende  Reihe  ist  ein  specieller  Fall  der  Reihe 
Vro.  3)  in  §.  36  und  zwar  a  =  k  —  1 ,  ß  =  &  —  y ,  wobei  immer 
0>  y  ^>  1  gewählt  werden  kann;  auch  convergirt  unsere  Reihe, 
feil  y  ^>  1,  mithin  a  >  ß  ist.  Daraus  folgt  die  Convergenz  der 
leihe  linker  Hand,  sowie  die  Convergenz  der  Reihe  u0  +  «i  +  «2  +■  etc. 

Wenn  |i  <  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  ft  und  1  den 
chten  Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,  dass  das  Pro- 
bet n  ( 1  —  —  + 1  )  von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  k  ab  kleiner 

k  y  bleibt.  Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  gelangt  man 
etzt  zu  der  Ungleichung 

Ui  +      +  i  +  w*  +  2  +  w*  +  3  +  •  •  •  • 

>     1 + "IT  +  ^T+T) — 

(t-y)(fc-y4-i)*-y  +  2)  ,  j 

(fc  +  1)  (fc  +  2)  S 
^egen  y  <^  1  divergirt  die  eingeklammerte  Reihe,  um  so  mehr  di- 
wgirt  aucli  die  Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Reihe  w0  -f"  •*!  +  Wa 
tc  Alles  zusammen  giebt  den  Satz 

Die  unendliche  Reihe  u0  +  *i  +  m-2  +  etc-  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  des  Pro- 
duetes 

n(l-±±L) 

mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  beträgt 
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Dieses  Kennzeichen  erledigt  meistenteils  die  Fälle,  wo  das 
vorige  keine  Entscheidung  giebt.  So  erhalten  wir  z.  B.  aus  Nro.  1) 
für  x  =  1 

+  2n 

mithin  convergirt  die  Reihe  1)  auch  für  x  =  1. 
Für  die  Reihe  2)  ist  im  Falle  X  =  1 

"•[•(•-^»^[•I'-C-ttXÖ 

oder,  wenn  —  =  d  gesetzt  wird, 

«.[.(,  =     p±£=i .  ^]  =, 

mithin  convergirt  oder  divergirt  die  Reihe 

ixi.xi.J-  JLj. 

je  nachdem  p  >  1  oder     <  1  ist. 

Da  sie  für  j?  =  1  divergirt,  wie  wir  schon  aus  §.36  wissen 
so  sind  jetzt  alle  möglichen  Fälle  erledigt. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  bietet  die  Reihe 

o    -(-*)-<>-«-'(-«•)—•■  ' 

=  '('  +  5^)  +  '(l+äJ$s)  +  '(' 

worin  #  einen  ächten  Bruch  bezeichnen  möge.  Hier  liesse  sich  zw« 
das  gegebene  Criterium  direct  anwenden,  würde  aber  zu  einer  etwa; 
complicirten  Rechnung  führen.  Kürzer  gelangt  man  durch  die  Be 
merkung  zum  Ziele,  dass  nach  §.  8,  Formel  5)  jederzeit  7(1  -{-h)<^l 
ist  und  dass  folglich  die  Summe  der  obigen  Reihe  weniger  beträgt  al: 

x'2              x2  x2 
5)    X-    4-    J_  .  .  .  . 

'  1«  —  %i  T  22  —  x2  ^  32  —  x*  ^ 

Bezeichnet  man  die  vorstehenden  Summanden  mit  ux ,  w3 ,  Wj  etc. 
so  erhält  man 
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«■[■(-¥)]=&sn& 


demnach  convergirt  die  Reihe  5)  und  um  so  mehr  die  Reihe  4). 

Es  kann  sich  treffen,  dass  der  mit  ft  bezeichnete  Grenzworth 
gerade  =  1  wird ;  dann  verliert  das  vorige  Kennzeichen  soino  An- 
wendbarkeit und  macht  wieder  eine  neue  Untersuchung  nothwendig. 
Diese  Fälle  sind  indessen  so  selten,  dass  wir  dio  Aufstellung  weiterer 
Convergenzregeln  unterlassen  können*). 


§.  38. 

Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

Aus  einer  Reihe,  welche  Glieder  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
enthält,  kann  man  eine  neue  Reihe  dadurch  bilden,  dass  man  allon 
Gliedern  das  nämliche  Vorzeichen  giebt;  wenn  nun  die  letztere  Reiho 
convergirt,  so  ist  zu  erwarten,  dass  auch  dio  erste  convergiren  werde. 
In  der  That  kann  man  sich  hiervon  durch  sehr  einfache  Schlüsse 
überzeugen,  die  wir  nur  an  dem  Falle  zu  erörtern  brauchen,  wo  die 
Vorzeichen  alterniren.    Die  ursprüngliche  Reihe  ist  dann 

0  2t0  ~  u\  +  ?*2  —  t*a  +•%  —  ••• 

md  die  abgeleitete 

2)  «o  +  «1  +  «i  +  «3  +  *«4  +  •  •  •  • 

Wenn  nun  die  letztere  convergirt,  so  nähert  sich  jode  der  bei- 
den Summen 

<p(n)  =  «o  +  tf,  +  ti4  +  +  «2,_j 

if(n)  =  «i  +  ttj  +  «5  +  +  w2»-i 

einer  endlichen  Grenze  [im  entgegengesetzten  Falle  wäre  der  Grenz- 
werth von  <p  (n)  ip  (n)  unendlich,  was  der  Convergenz  von  Nro.  2) 
widerspräche],  mithin  ist  auch  der  Grenzwerth  von 

f  ¥>(»)  —  ♦(») 

=  «0  —  %  +  th  —  *3   4-  '  *  *  +  — 


*)  Vergl.  d.  Verf.  Handbuch  der  algebraischen  Analysis; 
3-  Aufl.  Jena  1861. 

Schlftmllch,  Analyst».   I.  12 
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eine  endliche  Grösse;  die  Reihe  1)  convergirt  daher  und  hat  eine 
kleinere  Summe  als  die  Reihe  2).  Aehnliche  Schlüsse  gelten  in  jedem 
anderen  Falle. 

Bei  den  häufig  vorkommenden  Reihen  mit  alternirenden  Vor- 
zeichen kann  man  die  Convergenz  noch  auf  einem  anderen  und  viel 
einfacheren  Wege  erkennen,  sobald  von  einer  bestimmten  Stelle  n  •=): 
an  jeder  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  also 

uk  >  uk  +  l  >  vk  +  2  >  w*  +  3  

und  ausserdem  wie  früher  Lim  tin  =  0.    Setzen  wir  nämlich 
J?,  =  uk , 

J?5  —  m  —  —  wi+a)  —  (**+8  —  w*  +  4)> 


und  beachten,  dass  alle  eingeklammerten  Dinerenzen  positiv  sind,  so 
haben  wir 

3)  Ri  >  7*3  >  B8  >  R7  

Andererseits  gilt  für  die  Grössen 

7?2  =  (Uk  —  nk  + ,) , 

R4  =  (W/t  —  W|  + 1)  +  (w*  +  2  ~  Ml  +  n) , 

#ß  =  («*  —      +     +  («*  +  9  —  Wi+8)  +  —  + 

die  Beziehung 

4)  R*<Ri<RG<R*  

Endlich  ist  bei  unausgesetzt  wachsenden  m 

Lim  (R2m-i  —  Htm)  —  Lim  %  +  2m-i  =  0; 
hieraus  folgt,  dass  sich  R2m-i  und  R2m  einer  und  derselben  Grenzt 
R  nähern,  und  zwar  R2m-i  durch  Abnahme,  R2m  durch  Zunahme 
Dieses  R  muss  aber  eine  endliche  Grösse  sein ,  weil  es  nach  Nro.  4) 
positiv  und  nach  Nro.  3)  kleiner  als  jede  der  Zahlen  Rly  R3,  Rb  etc. 
ist.   Zufolge  der  Gleichung  R  =  Lim  R2m  -i  =  Lim  R2m  hat  man 

R  ~  Uk    +  1  +  Uk  +  2           Uk  +  9  +  * 

mithin  convergirt  die  vorliegende  Reihe  und  daher  auch  die  Reihe 

wo  —  tfi  +  Ms  etc.    Dies  giebt  den  Satz: 

Eine  Reihe  mit  alternirenden  Vorzeichen  convergirt 
immer,  sobald  ihre  Glieder  von  einer  bestimmten 
Stelle  an  fortwährend  und  in's  Unendliche  abnehmen. 
Hieraus  folgt  z.  B.,  dass  die  Reihe 

i  -  i  +  I  -  \  +  i  - 1  +  •  •  •  • 
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und  nogativcn  Gliedern.  179 
coüvergirt  und  dass  ihre  Summe  zwischen 

i  und  \  - 1 

\  -  \  +  i  und  |  -  i  +  1  - 1 

U.  8.  W. 

enthalten  ist;  dagegen  würde  eine  divergente  Reihe  entstehen,  wenn 
man  alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reduciren  wollte.  Der 
obige  Satz  entscheidet  daher  auch  in  solchen  Fällen ,  wo  das  vorige 
Kennzeichen  zu  keinem  Resultate  führen  würde. 

Wir  wollen  hier  eine  Eigentümlichkeit  erwähnen,  die  hei  den 
«üvergenten  Reihen  mit  alternirenden  Vorzeichen  stattfinden  kann. 
Wenn  nämlich  Lim  un  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grösse 
p  ist,  so  nähert  sich  un  —  + 1  der  Grenze  Null ,  und  es  kann  sich 
treffen,  dass  die  Reihen 

S2»  =  («a  —  Ui)  +  (?f>  —  UZ)  +  •  •  •  +  Ofjm-2  —  M>m-l) 

fot+l  =  u0  —  (ttj  —  W2)  —  (ttj  —  U4)  K„-i-  fhm) 

wnvergiren,  indem  man  jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein  Rei- 
nenglied betrachtet  Unter  diesen  Umständen  sind  Lim  S2m  und 
L'mS2m  +  l  endliche  Grössen,  und  als  Grenzwerth  ihrer  Differenz 
erhält  man 

Lim  (S2m  +  i  —  Bim)  =  Um  u2m  =  o, 
i  h.  die  Summen  der  Reihenglieder 

«o  —  Wi  +  Ui  —  «3  +  

nähern  sich  zwei  endlichen,  um  q  von  einander  verschiedenen  Gren- 
2e&,  je  nachdem  man  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  von  Glie- 
dern zusammenrechnet.  Divergente  Reihen  dieser  besonderen  Gat- 
tonghat  man  oscillirende  Reihen  genannt. 

Das  einfachste  Beispiel  hierzu  bietet  die  Reihe 

a  —  rt  +  a  —  a  -f-  

deren  Summe  bei  gerader  Gliederzahl  =  0 ,  bei  ungerader  Glieder- 
«U  =  tt  ist. 

Als  zweites  Beispiel  kann  die  Reihe 

1  2     13  4    T  5 

dienen.   Hier  ist 

1 

So    —  i-lil-Ii....  _ . 

2m  —  1        2    1^  3        4»  2m 

o     _1__14.1_.1_.  Li  2m  +  2- 

bezeichnen  wir  mit  ö*  die  Summe  der  unendlichen  convergirenden  Reihe 

l_.iJ.i_.2l.,., 
1       2  T  3       4    1  » 

12* 
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so  erhalten  wir 

Lim  S2m  =  <*,     Lhn  Bin+i  ss  0  +•  1, 
mithin  oscillirt  die  obige  Reihe  zwischen  6  und  6  -\-  1. 


§.  39. 

Bedingte  und  unbedingte  Convergenz. 

Die  in  §.  36  gezeigte  Entstehungsweise  der  unendlichen  Reihet 
beweist  unmittelbar,  dass  durch  die  gegehene  Function  <p(m)  nichl 
nur  die  Grössen  der  einzelnen  Reihenglieder  Uq  =  <p(0),  Ui=(p{l) 
=  qp  (2)  etc. ,  sondern  auch  die  Stelle  eines  jeden  derselben  be 
stimmt  wird;  die  Anordnung  der  Glieder  ändern,  heisst  demnach 
die  Function  qp  durch  eine  andere  ersetzen,  wobei  sich  nicht  im  Vor 
aus  absehen  lässt,  ob  die  Summe  der  Reihe  ungestört  bleiben  win 
oder  nicht.  In  der  That  wird  das  folgende  Beispiel  zeigen,  das9eim 
andere  Anordnung  der  Reihenglieder  zu  einer  anderen  Reihensummi 
führen  kann. 

Wir  betrachten  die  folgenden  zwei  convergirenden  Reihen 
a       i  Iii       i   i   i       i   i   i    ... 

T         2    I     s         i    •    8         6     I     7         5    '    •  » 

s  —  Iii  -  liiil  -  Iii  II- 

0  —  1    1    3        2    ■    B    I    7        4    1    9    •   11       c    I  ' 

deren  zweite  so  aus  der  ersten  gebildet  ist,  dass  auf  zwei  positiv 
Glieder  ein  negatives  folgt;  es  darf  dann  6  als  der  Grenzwerth  von 

«.  =  (t  -  i  +  \  -  8  4  a  -  I  +  I  -  D  +  •  •  •  • 
+  (— !  l—  +  -i-  -  — ) 

\4 n  —  3       4  n  —  2  T  4  n  —  1  4w/ 
angesehen  werden,  ebenso  s  als  Grenzwerth  von 

*.  =  G  +  l-D  +  (i  +  l-  i)  +  

...  +  (_L_  +  _i__J_).  ! 

\4  n  —  3       4  ?t  —  1       2 n/ 
Die  Differenz  beider  Gleichungen  giebt 

Sn  ~  «n  =  \  +  (1  +  l  ~  9  +         +  h  ~  l)  +  •  •  •  ' 

•  •  •  •  +  C—L_  +  JL  _  1.) 

T  \4m  — 2  T  4n  2»/ 

=  l[(}_i)  +  6_})  +  ...  +  (_L__^)| 

und  hieraus  folgt  für  n  =  00 

»~«=iB-i  +  }-  i  +  ---]=i« 


.  .  .  • 
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d.h.  S  =  §<*, 

womit  die  Verschiedenheit  von  0*  und  s  dargethan  ist. 

Man  erkennt  demnach  die  Noth wendigkeit,  zweierlei  convcrgi- 
rende  Reihen  zu  unterscheiden;  ist  die  Summe  der  Reihe  abhängig 
tod  der  Anordnung  der  Glieder,  wie  im  vorigen  Beispiele,  so  heisst 
die  Reihe  bedingt-convorgent,  im  Gegeufalle  unbedi ngt-con- 
vergent.  Daran  knüpft  sich  gleichzeitig  die  Aufgabe,  die  Kenn- 
zeichen der  unbedingten  Couvergenz  aufzusuchen. 

Wir  bezeichnen  mit  Un  die  Summe  einer  Reihe  von  n  Gliedern, 

nämlich 

1)  UH  —  M0   -f  «,   +  ff,  +  + 

und  setzen  voraus,  dass  (für  n  =  cc  )  Lim  Un  gleich  einer  bestimm- 
ten endlichen  Grösse  U  sei,  mithin 

2)  U=u0+ul+Hi-\-  ; 

die  vorliegende  Reihe  ist  dann  convergent.    Ferner  bedeute 

3)  v0  +  Vi  +  v-,  +  1 3  +  

eine  Reilie,  welche  aus  Nro.  2)  durch  andere  Anordnung  der  Glieder 
^bildet  ist;  es  fragt  sich  dann,  unter  welchen  Umständen  die  neue 
Reihe  gleichfalls  U  zur  Summe  haben  wird.    Setzen  wir  vorläufig 

4)  Vp  =  v0  +  vx  +  t'a  +  •  •  •  •  + 

so  können  wir  p  so  gross  wählen,  dass  die  vorliegende  Reibe  alle  in 
Nro.  1)  vorkommenden  Glieder  enthält  und  ausserdem  noch  p  —  n 
anderweite  Glieder,  deren  Indices  grösser  als  n  —  1  sind,  und  die 
wir  in  der  Form 

uq  +  ur  -f-  W«  +  *  '  '  * 
zusammenfassen.    Demnach  ist 

Vp  —  U„  =  uq  4-  ur  +  «,  +  •••« 
mithin  bei  unendlich  wachsenden  p  und  n 

Lim  Vp  —  U  —  Lim  (uq  +  ur  +  w,  +  •  •  •) ; 
»II  nun  die  Reihe  3)  gleichfalls  U  zur  Summe  haben,  so  inuss 
Im  Vp  —  ü  oder 

5)  Lim  (uq  4-  %>  4"  *#  +  •••)  =  Ö 

sein,  und  dies  ist  das  Kennzeichen  der  unbedingten  Convergenz  der 
Reihe  2).  Um  aber  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir 
voraussetzen,  dass  die  Reihe  2)  von  einer  bestimmten  Stelle  an  nur 
positive  Glieder  enthalte.  Bei  hinreichend  grossen  n  sind  dann  alle 
»  der  Gleichung 

U  —  Un  =  un  4-  wn  +  1  4-  Mn  +  2  4-  
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vorkommenden  Glieder  positiv,  und  die  Summe  tt»  -f-  Mn  +  i  4  etc., 
der  sogenannte  Rest  der  Reihe,  bat  die  Null  zur  Grenze,  weil  bei 
unendlich  wachsenden  n  die  linke  Seite  in  ?7  —  Lim  Un  =  0  über- 
geht. Nun  besteht  die  Summe  uq  4  ur  -\-  u8  -\-  etc.  aus  p  —  n 
Gliedern,  deren  Indices  >  n  —  1  sind;  diese  Glieder  sind  positiv 
und  man  hat  desshalb 

0  <  Uq  +  Ur  +  Us  +  •  •  •  <  Un  +  UnArX  +  Un  +  2  +  

mithin 

Lim  (uq  -\-  Ur  +  «,  +  •••)  =  0. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  convergirt  also  die  Reihe  un- 
bedingt. 

Diese  Schlussweise  ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  die  ur- 
sprüngliche Reihe  theils  positive,  theils  negative  Glieder  enthält;  dtr- 
artige Reihen  können  daher  möglicherweise  zu  den  bedingt-conver- 
girenden  gehören.  Nur  in  dem  speciellen  Falle,  wo  die  Reihe  auch 
dann  convergent  bleibt,  wenn  man  statt  jedes  einzelnen  Gliedes  des- 
sen absoluten  Werth  setzt,  lässt  sich  die  Sache  folgendermaassen  er- 
ledigen. Der  absolute  Werth  irgend  eines  Gliedes  um  werde  mit 
[wm]  bezeichnet,  dann  ist  zufolge  der  Voraussetzung 

M  4  [Mi]  +  W  +  [%]  H   ' 

eine  convergente  Reihe,  mithin  nach  dem  Vorigen 

Lim  {[«J  +  [ur]  +  M  H  }  =  0, 

d.  h.  der  absolute  Werth  von  uq  -f-  ur  -\-  us  +  etc.  kann  der  Null 
beliebig  nahe  gebracht  werden.    Daraus  folgt  sehr  leicht,  dass 

Lim  (uq  4"  ur  -\-  ut  4-    -  )  =  0 

sein,  mithin  die  Reihe  unbedingt  convergiren  muss.  Wir  können  da- 
her folgenden  Satz  aussprechen: 

Eine  unendliche  Reihe  convergirt  unbedingt,  wenn 
sie  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behält,  wc 
alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirl 
werden. 

Die  anfangs  erwähnte  Reihe 

genügt  dieser  Bedingung  nicht,  und  es  wird  daher  nicht  überraschen 
dass  sie  nur  bedingt  convergirt. 
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§•  40. 

Convergenzbedingungen  für  periodiseho  Reihen. 

Wegen  späterer  Anwendungen  betrachten  wir  noch  Reiben  von 
den  Formen 

1%  +  0|  cosx  +  «2  cos  2s  -\-  <h  cos3x  -\-    •  • 

bi  sin  x  +  h2  sin  2  x  (-  b .  s/n  3  £  -(-  *  ■  *  •  i 
worin  die  Coefficienten  a0 ,  rt, ,  «2  etc.,  b{  ,  Ifcj  etc.  als  positiv  voraus- 
gesetzt werden  mögen.    Wir  unterscheiden  dabei  drei  Haupt  Rille ; 
die  Coefficienten  können  nämlich  gleich  sein,  sie  können  zweitens 
eine  steigende,  oder  drittens  eine  fallende  Reihe  bilden. 

Für  a0  =  ai  =  ö-j  ....  ist  nach  einer  bekannten  Formel  dio 
Summe  der  n  ersten  Glieder 

«o  [|  +  cosx  +  cos2x  +  cosZx  -f  •  •  •  -j-  cos(w  —  1)x~\ 

sin  (n  —  *)  x 
~  U°     2  sin  \  x 
Bei  unendlich  wachsenden  n  oscillirt  sin  (n  —  \)x  zwischen  —  1 
und  4"  1  bin  und  her,  ohne  sich  einer  bestimmten  Grenze  zu  nähern  ; 
die  Reibe  hat  also,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  keine  angebbare 
Summe,  d.  h.  sie  divergirt.    Zufolge  der  Gleichung 

bi  [sinx  4-  sin2x  -\-  sin3x  4"  *  "  *  +         —  I)*] 

—  b  \'cot*x  -  ^OiZlllil 

-  *  Ii«***  -    2^  J 

gelten  ganz  ähnliche  Schlüsse  für  die  zweite  Reihe;  letztere  divergirt 
daher  gleichfalls  für  6j  =:  b>  =  b<  etc. 

Bilden  «o,  0f,  Og  etc.  und  ebenso  o.j  etc.  eine  steigende  Reihe, 
fco  findet  offenbar  die  Divergenz  um  so  mehr  statt;  demnach  bleibt  nur 
noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  jene  Coefficienten  eine  abnehmende 
Rtihe  ausmachen. 

Die  Summe  der  (n  -\-  1)  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe  heisse 
multipliciren  wir  die  Gleichung 

Sn4.i  =  -Jflo  4-     cosx  4-      cos 2«  4-  •  •  •  4*  UnCosnx 
mit  2 St»  5 3  und  zerlegen  rechter  Hand  jedes  doppelte  Product  in 
die  Differenz  zweier  Sinus,  so  erhalten  wir 

2  S„  +  i  8tn  J  x 

=  a0sm|^  +■  «i  (sin Ix  —  sin\x)  -\-  a2  (sin\x  —  sin\x)  -f-  •  •  • 

/  .  2n— 1        .  2n— 3  \       /  .  2w-fl       .  2n—  1  \ 
+flw-ir sm — x—sin  — ö — %  J+an[stn — - — x— sm — - — xj 
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und  bei  anderer  Anordnung 

.  .  .      „  .  2n+ 1 

2sin\x  .  Sn  +  l  —  an  sin — - — x 

dt 

=  (oq  —  aj)  sm  5  £  +  (ax  —  &2)  sin  \x  +  (02  —  Oy)  sm  + 

1  /  .  .  2n  — I 

Unter  der  Voraussetzung,  dass 

1)  Oo  >  «1  >  <H  ^>}h  '  •  •  •  1  und  £?m  «w  =  0 
ist,  lassen  wir  n  in's  Unendliche  wachsen  und  haben 

2)  Lim  S,+i  =  2^jj|(ao  —  a,)  at*|a  +     —  *s)*tng:r 

+  («2  —  «3)sm|xH  J  • 

Hinsichtlich  der  Reihe 

3)  («0  —  «1)  +  («1  —  (k)  +  («2  —  «3)  +  » 

als  deren  Glieder  die  eingeklammerten  Differenzen  gelten  mögen ,  ist 
nun  klar,  dass  sie  aus  lauter  positiven  Gliedern  besteht  (wegen 
a,Q  i>  (Ii  ^>  «2  etc.)  und  dass  die  Summe  ihrer  11  ersten  Glieder 
=  «t)  —  ant  mithin  ihre  volle  Summe  =  Oq  —  IAm  an  =  ist  ; 
die  Reihe  3)  convergirt  also.    Um  so  mehr  muss  auch  die  Reihe 

4)  («o  —  ai)sin\x  -f-  (ax  —  a^sin^x  +  («2  —  ci3)sin^x  +  •  •  •  • 

convorgiren,  denn  ihre  Glieder  sind,  den  absoluten  Werthen  nach, 
kleiner  als  die  glcichstelligen  Glieder  der  Reihe  3),  und  ausserdem 
besitzt  die  Reihe  4)  thoils  positive,  theils  negative  Glieder.  Bezeich- 
nen wir  die  jedenfalls  endliche  Summe  der  Reihe  4)  mit  (p(x).  ?<> 
folgt  aus  Nro.  2) 

I/itn  Bn±.\  =  r^r~  1 — 1 
T  2s\n\x 

und  hier  ist  die  rechte  Seite  eine  endliche  Grösse,  so  lange  x  nicht 
einen  der  speciellen  Werthe  0,  +2ä,  i  4  tt  ,  f  G?r  etc.  erhält;  d.  1 . 

Wenn  die  positiven  Coefficienten  ax ,  a.>  etc.  ein5 
unendlich  abnehmende  Reihe  bilden,  so  convergirt 
die  periodische  Reihe 

\  a0  +  «i  cos  x  +  a3  cos  2  x  +  «3  cos  3  x  -\-  •  •  •  • 

für  alle  x,  die  nicht  von  der  Form  +  2Jc7C  sind. 

Indem  man  7t  -{-  x  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt 
man  zu  dem  zweiten  Satze: 
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Unter  den  obigen  Bedingungen  convergirt  auch  die 
Reihe 

\  Oq  —  di  cos  x  -|-  <h  cos2x  —  a3  cos  3  x  -\- 
fftr  alle  x,  die  nicht  von  der  Form  +  (2k —  1)  it  sind. 
Uni  die  entsprechenden  Theoreme  für  die  periodische  Reihe  der 
Sinus  zu  erhalten,  multipliciren  wir  die  Gleichung 

Sn=  bi  sin  x  -f-     sin  2x  -\-  bti  sin  3  x  +•  •  •  •  4*  6»  sin  n  # 
mit  2  St* und  zerlegen  jedes  Product  zweier  Sinus  in  eine  Cosi- 
nusdifferenz;  bei  etwas  anderer  Anordnung  ergiebt  sich 

rt  .  1       o        ,        2n 4- 1 
2s?ra|#  .  S»  +  6ncos  — x 

=  6j  cos^x  —  (6i  —  o2) cos\x  —  (62  —  &u)cos§a;  —  ■  •  •  • 

•  •  •  •  —  —  0„)cOS  -  

Vorausgesetzt,  dass,  . 

h  >  &2  >  &3 >    und    JyfW  o„  =  0 
ist,  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende 

Im  SH  =     .  |    j    cos  Ja;  —  (bt  —  62)  cos  |  x  —  (b2  —  o3)  cos  %  x 
2  stn  2  x  ( 

Die  Reihe 

<6i-fc)  +  4  fa-W  +  •  •  • 

enthält  lauter  positive  Glieder  (jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein 
Glied  gerechnet)  und  ihre  Summe  ist  =  Oj ;  daher  convergirt  um  so 
stärker  die  Reihe 

(fc  —  h)  cos\x  -\-  (&2  —  bj)  cos      4  (fy  —  h)  cos \ x  4-  •  •  •  • 
und  folglich  hat  auch  die  Reihe 

&i  cos\x  —  (bi  —  b2)  cos\x  —  (&2  —  h)  cos  !j  x  —  •  •  •  • 
eine  endliche  Summe,  die     (x)  heissen  möge.   Aus  der  nunmehrigen 
Gleichung 

Lim  Sn  =  *f-X} 

geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Reihe  convergirt,  wenn  x  keinen 
«ler  Werthe  0,  +  2  jr,  +  4  TT ,  +  6ä  etc.  erhält.  Im  letzteren  Falle 
würde  aber  die  Summe  der  Reihe  verschwinden,  und  man  kann 
taher  sagen : 

Wenn  die  Coefficienten  6j  ,  02 ,  e^c-  Ginc  unendlich 
abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die  periodische 
Reihe 
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&i  sin  x  -f     sin  2  x  -\-  bA  sin  3  x  +  •  •  •  • 

convergent  für  jedes  beliebige  x. 

Indem  man  Ä  +  ^an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt  man 
noch  zu  dem  Satze: 

Unter  der  obigen  Voraussetzung  ist  auch 

bi  sin  x  —  b<i  sin  2  x  +  b3  sin  3  x  —  .... 

eine  stets  convergirende  Reihe. 

§•  41. 

Addition  und  Multiplication  unendlicher  Reihen. 

L   Es  sei 

1)  Pn  =  %  4"  «I  +  «j  +  •  •  •  +  lln  , 

2)  Q„  =  v0  +  th  +  t*  +  •  •  •  +  ?'„ , 

so  ist  auch,  wenn  a  und  b  irgendwelche  von  n  unabhängige  Factoren 
bedeuten, 

3)  au()  +  bv9  +         +  &Vj  +•••+-  o«M  +  &rn 

=  «P«  +  bQn. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  Lim  Pn  =±  P  und  Zrtfil  Qn  =  Q 
endliche  Grössen  sind,  convergiren  die  Reihen  1)  und  2),  und  zwar 
hat  die  erste,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  P  zur  Summe,  die  zweite 
Q;  ferner  wird  aus  Nro.  3) 

auo  +  bv0  +  aux  +  bvi  +  awj  +  bv2  + 
=  I*m  (aPn  -f  &  §„)  =  aP  +  b  Q. 
Man  kann  dieses  Ergebniss  folgendermaassen  aussprechen: 
Das  Aggregat  zweier  convergenten  Reihen  ist  wie- 
der eine  convergirende  Reiho   und  die  Summe  der 
letzteren  gleich  dem  Aggregate  von  den  Summen  der 
ursprünglichen  Reihen. 

Dieser  Satz  gilt  auch  allgemeiner  für  jede  endliche  Anzahl 
gegebener  convergirender  Reihen. 

II.  Um  den  entsprechenden  Satz  für  das  Product  zweier  Rei- 
hen zu  erhalten,  lassen  wir  letztere  nach  Potenzen  einer  Variabelen 
x  fortschreiten,  wodurch  die  Uebersicht  über  die  entsprechenden 
Partialproducto  erleichtert  wird.    Es  sei  nämlich 

Pin  =  «0  4-  «1  #  4"  «2«2  +  '  '  •  +  «in#-n> 
&n  =  b0   4-  M   4-  &2*2   -f  •  •  •  4-  b2nX2n> 
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mithin  P.n       =  «0  b0  +       h  -f  «,  b0)x 

+  («o  h  4"  «i  &i  +  «-2  M 

+  

+  ((hb-in  +  «1&2„-1  -|  +  <hn-lh   +  <'2»M*3" 

+  (fllhn  +  (hhn-l  +  '  •  '  +  <»S»-1&J   +  «2»*>l)  ^ * + 1 

vergleicht  man  diesen  AuBdruck  mit  dem  folgenden 

4)    St*  =  Ooh  +  («t>  h  +  «1  W  *  +  («o  *>.'  +  «l  '>i  +  <H  Bd)  **  +  • 

•  •  •  +  («0^2«  +  «l  H  h  «»»-1  &J  + 

iudem  man  x  sowie  alle  a  und  b  als  positiv  voraussetzt ,  so  erhellt 
unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

Bin  <  Ptn 

Es  sei  ferner 

Qn  =  h  +  M  +        4-  ....  4.  bnXn, 

mithin 

Pn  Qn  =  «0&0   +  +  «l&u)# 

+  («o^i  +         +  (hb0)x2 

+  

+  («n-A  +  anbn-x)x2"-x 
+  ambnx2\ 
so  hat  man  durch  Vergleichung  mit  S-2u 

>  1\  Qn 
und  mit  dem  Vorigen  zusammen 

Bei  unendlich  wachsenden  ff  werden  die  für  PiH,  Q.,n,  Pu , 
angegebenen  Reihen  gleichzeitig  unendlich  und  im  Falle  der  Con- 
v«rgenz  sind 

Lim  P2n  =  Lim  Pn  =  P, 

Irt'm  §2«  =  Xn'wt      —  Q 
endliche  Grössen ;  unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  aus  Nro.  5) 
die  Gleichung 

6)  LimS*H  =  PQ, 

welche  sagt,  dass  die  Reihe  4),  in's  Unendliche  fortgesetzt,  convergirt 
und  P  Q  zur  Summe  hat. 
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Wenn  die  ursprünglichen  zwei  Reihen  mit  Gliedern  von  un- 
gerader Stelle  aufhören,  d.  h.  von  folgenden  Formen  sind 

P-m  +  i  =5  «o  +  «l«  H  +  <h«z2n  +  a*in  +  iX2n  +  \ 

Q2n  +  1  =  b0  +  bxx  H  +  &*«*2"  +  &2«  +  i*2,,  +  1, 

so  erleidet  die  vorige  Betrachtung  nur  die  kleine  Modification,  dass 

in  Nro.  5) 

Pin  =  iWl  —  «2n  +  lZ'in  +  l,      Q'ln  =  Qin  +  l  ~~  &2n  +  l*2n  +  1 

zu  setzen  ist.  Zufolge  der  angenommenen  Convergenz  der  Reihen 
wird  dann 

Limfan+tx***1)  =  0,     Lim  (bn+i*?9*1)  =  0, 
Lim  P2n  +  i  =  P,     Lim  (?2*+i  =  ö, 
und  damit  kommt  man  wieder  auf  die  Gleichung  6);  d.  h.: 

Wenn  die  unendlichen  und  convergirenden  Reihen 
Oq  +  avx  +  o^ic2  +  a^3  -f 

fc0  4"         4~  &*#3  +  4~ 
nur  positive  Glieder  enthalten,  so  ist  ihr  Product 
eine  gleichfalls  convergente  Reihe,  nämlich 

«o  h  +  («o  &i  +  «l  h)  #  +  («o     +  «l  &i  +  «2  &o)      -f  •  •  • 
und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  den 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 
Die  Schlüsse,   mittelst  deren  die  Ungleichung  5)  hergeleitet 
wurde,  verlieren  ihre  Anwendbarkeit  in  dem  Falle,  wo  die  ursprüng- 
lichen Reihen  negative  Glieder  enthalten ;  denn  es  könnten  z.  B.  die 
Glieder,  um  welche  P2n  Q2n  reicher  als  S2n  ist,  zusammen  so  viel 
Negatives  geben,  dass  P2n  Qtn  weniger  als  &2n  betrüge.    Unter  die- 
sen Umständen  wäre  es  also  möglich,  dass  die  Reihe 

«o  *>o  +  («o  &i  +  «i  h)  #  +  («o  h  4"  «i  *>i  +     M  **  +  •••• 
divergirte,  und  dann  würde  ihre  Summe  nicht  angebbar,  mithin  auch 
nicht  =  PQ  sein.   Das  wirkliche  Vorkommen  dieses  Ausnahmefalle« 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 
Nimmt  man 

(_  1)» 

X=   l»  =  b*  =   -.4/  = 

y  n  + 1 

und  multiplicirt  die  convergente  Reihe 

mit  sich  selbst,  indem  man  die  Glieder  auf  die  obige  Weise  ordnet, 
go  ergiebt  sich  eine  neue  Reihe 
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8  =  tx—  <,  +  «,-<<  +  , 

deren  ntes  Glied  ist: 

,  _  _1_ ,  L     i      1      i  i     .  i 

"     l^+f(^^  +  \r(^2j3  +  '''  +  ir2(„-l)  +  fr 
Nach  dem  bekannten  Satze,  dass  das  geometrische  Mittel  zweier 
Zahlen  kleiner  als  deren  arithmetisches  Mittel  ist,  hat  man 

V(„_fc)(fc  +  1)<!L±_L( 

mithin 

ft— *)<*  +  i> <vT5T+i).  y(tt_^+1)>V^' 

nimmt  man  in  der  letzten  Ungleichung  k  =  0 ,  1 ,  2 ,  .  .  .  n  —  1 
und  addirt  alle  entstehenden  Ungleichungen,  so  erhält  man 

>  nV^h  oder   >  VWi  >  vie^Ti). 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  tn  gleichzeitig  mit  n  in's  Unendliche 
wächst,  dass  also  die  Reihe  S  divergirt,  mithin  S  nicht  =  P1  sein 
kann. 

Hiernach  bedarf  der  Fall,  wo  die  zu  multiplicirenden  Reihen 
negative  Glieder  enthalten,  einer  besonderen  Untersuchung.  Die 
Reihen  mögen  aus  Gliedern  mit  alternirenden  Vorzeichen  bestehen, 
etwa 

P  =  oo  — -  «i  x  +  a2  x*  —  03  x*  -f  •  •  •  • , 
Q  =  b0  —  bi  x  +  b2  x'1  —  bA  x*  -f-  •  •  •  • , 
und  convergiren.  Fassen  wir  alle  positiven  und  ebenso  alle  nega- 
tiven Glieder  jeder  Reihe  zusammen,  indem  wir  setzen 
U0  =  do  +  a^x*  -f  aAx*  +  a6xG  +  •  •  •, 

Ui  =  üi  x  +  «3  x2  +  ab  xh  -f-  , 

V0  =  bQ  +  hx*  -f  btx*  +  b6x6  +  , 

F,  =  M  +        -f-  fcaa;8  +  , 

so  sind  zwei  Fälle  möglich;  es  können  nämlich  die  vorstehenden 
vier  Reihen  ebensowohl  convergiren  als  divergiren  *) ,  und  es  sind 

*)  So  convergirt  z.  B.  die  Reihe 

aber  die  positiven  Glieder,  für  sich  genommen,  liefern  dio  divergente  Reihe : 

!  +  i  +  i  + ••••>!(*  +  *  +  }  +  •••)■ 

und  ebenso  divergirt  die  Reihe  der  negativen  Glieder: 

!  +  *  +      •  •  •  =JG  +  l  +  i  +•••)• 


Digitized  by  Google 


190    Cap.  VI.    §.  41.    Addition  und  Multiplication  etc. 

#o>  #i  >  F0,  Vi  im  ersten  Falle  endliche  Grössen,  im  zweiten  Falle 
unendlich  gross.  Beschränken  wir  uns  auf  den  ersten  Fall ,  so  ist 
nach  dem  in  Nro.  I.  bewiesenen  Satze 

P=U0—üli       Q  =  F0  -  Vi ; 
ferner  haben  wir  nach  der  Regel  für  die  Multiplication  solcher  eon- 
vergirender  Reihen,  die  nur  positive  Glieder  enthalten, 
U0V0  —  a0b0  +  (öf01>2  -f  a2b0)x2  -)-.... 

U0Vi  —         a^x  -f  (doli  +  a2bi)x*  -f  •  •  •< 

Ui  V0  =         ax  b0x  +  (ax  b2  +  a3b0)  x*  -f  •  •  •  I 

Di  Fi  =  a^x2  H  

mithin 

UQV0  —  UoVi  —  UiV0  +  | 
=  a0b0  —  (a^bL  +  a^o)  x  +  (a0b2  -\-  «i&i  -f  a2b0)  x2 

—  («o  h  +  «i  h  +  <h  h  +  <h  *>0)  +  

Die  linke  Seite  ist  eine  endliche  Grösse  und  identisch  mit 

(Uo-U^iVo-VJ  =  PQ, 
mithin  convergirt  die  erhaltene  Reihe  und  hat  PQ  zur  Summe.  Wie 
man  sieht,  bleibt  die  frühere  Multiplicationsregel  ungestört  bei  end- 
lichen r/0,  Ui ,  F0,  Fi-  Diese  Bedingung- ist  aber  erfüllt,  wenn  die 
Reihen  P  und  #  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  beibehalten, 
wo  man  die  negativen  Glieder  durch  gleichgrosse  positive  ersetzt, 
denn  sobald  die  Summe  zweier  positiven  Grössen  U0  und  U\  oder 
F0  und  Fi  eine  endliche  Grösse  ist,  muss  jeder  Summand  für  sich 
von  endlicher  Grösse  sein.    Wir  haben  daher  den  Satz : 

Wenn  die  unendlichen  convergenten  Reihen 
«o  —  «l  x  -f  a2  x2  —  a3  x3  +  •  •  •  •  , 
bQ  —  bi  x  +  b2  x2  —  fcj  x2  -f-  '  *  *  • 
ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behalten,  wo  alle 
Glieder  mit  gleichen  Vorzeichen  genommen  werden, 
so   ist   ihr  Product   eine   gleichfalls  convergirende 
Reihe: 

«o&o—  (flo&i  +aih)%  +  (aoh  +  (*>ih  +   

und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  den 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Die  Reihe  7)  genügt  der  ausgesprochenen  Bedingung  nicht  und 
daraus  erklärt  sich,  dass  ihr  Quadrat,  auf  gewöhnliche  Weise  ange- 
ordnet, eine  divergente  Reihe  liefert. 
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§.  42. 

Die  Differentiation  unendlicher  Reihen. 

Schon  in  §.  6  wurde  bemerkt ,  dass  im  Allgemeinen  der  Diffe- 
rentialquotient von  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  nielit  not- 
wendigerweise gleich  der  Summe  von  den  Differential  juotienten  der 
einzelnen  Glieder  sein  müsse,  dass  man  also  aus  der  Gleichung 

1)  S  =  %  +  «i  -f-  w-j  +       -f-  •  •  •  in  inf. 
nicht  ohne  Weiteres  auf  die  Richtigkeit  von 

dS        dup        du{         du2  . 

2)  Ix  =  ~dx~~  +  ~dx~~  +  ~dx~  +  m 
schliessen  dürfe.    Wir  wollen  dies  jetzt  näher  untersuchen. 

Da  un  und  ganz  verschiedene  Functionen  von  x  sind,  so 

(IX 

kann  es  geschehen ,  dass  die  erste  Reihe  convergirt  und  gleichzeitig 
die  zweite  Reihe  divergirt ;  dann  ist  aber  die  Summe  der  letzteren 

d  S 

nicht  angebbar  und  kann  folglich  auch  der  bestimmten  Function  — — 

ci  x 

nicht  gleich  sein ,  d.  h.  die  Gleichung  2)  besteht  dann  nicht.  Dass 
derartige  Fälle  vorkommen,  zeigt  das  Beispiel 

a      cosx      cos2x  cosSx 

s  =  —  +  T"  +  —  +  •  • 

Hier  convergirt  die  Reihe  für  alle  zwischen  0  und  it  enthaltenen  x 
nnd  daher  ist  S  eine  bestimmte  Function  von  x\  dagegen  divergirt 
die  Reihe  der  Differentialquotienten 

—  sin  x  —  sin  2x  —  sin  Sx  —  .  .  .  . 

find  folglich  kann  ihre  Summe  nicht  =  — —  sein.     Das  Befremd- 

ax 

liehe,  was  für  den  ersten  Anblick  hierin  liegen  mag,  verliert  sich 
übrigens  durch  die  Bemerkung,  dass  es  bei  der  Differentiation  unend- 
licher Reihen  eigentlich  auf  die  Umkehrung  der  Aufeinanderfolge 
zweier  ganz  verschiedenen  Operationen  ankommt.  Bezeichnen  wir 
Dämlich  den  Differettialquotienten  einer  Function  durch  das  Vor- 
setzen von  D  und  die  Summe  von  Uq  -f  u{  -\-  w2  -f-  etc.  kurz  mit 
En,  so  ist  in  unserem  Beispiele 

_          cos  nx  „  Ä  Ä 

S=  E  ,    (für  n  =  1,  2,  3  .  .  .) 
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und  daher  auch 

n 

dagegen  ist  nicht 

BS  -  SB         =£(-  st» n 4 

d.  h.  man  darf  die  mit  27  und  D  bezeichneten  Operationen  nicht 
umgekehrter  Ordnung  vornehmen. 

Wie  man  aus  dem  Vorigen  sieht,  hört  die  Untersuchung  da 
über,  ob  überhaupt  D£u  =  UDti  ist,  sogleich  auf,  wenn  die  Reil 
der  Differentialquotienten  divergirt ,  und  die  Frage  kann  daher  m 
noch  sein,  wie  sich  die  Sache  in  dem  Falle  gestaltet,  wo  die  Reil 
der  Differentialquotienten  convergirt.  Wir  wollen  die  wichtigst* 
hierauf  bezüglichen  Sätze  entwickeln. 

I.   Die  Reihe  1)  sei  eine  Potenzenreihe  und  f(x)  ihre  Sumn 

etwa 

3)  f(x)  =  Oo  +  ax  x  -f  ü2  x*  +  a3     -f  •  •  •  • 
Diese  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute  Werth  von 

Idm  =  Um  fe±l«) 

anx»  \  an  / 

weniger  als  die  Einheit  beträgt;  setzen  wir  den  absoluten  Werth  w 

Lim         =  X 

«n  +  1 

so  können  wir  die  ebenerwähnte  Convergenzbedingung  durch  — 
<  x  <<  +  A  ausdrücken.    Für  alle  derartigen  x  convergirt  fen* 
die  Reihe 

1 «!  -f  2    x  -\-  3  afi  x2  -(-  4  aA  xs      •  •  •  • 
weil  hier  der  absolute  Werth  von 

um   +  d  «.+»«■  =  Um         =  •  < , 

nanxn~l  an  a 

ist,  mithin  besitzt  die  zweito  Reihe  eine  bestimmte  Summe,  die  <jp (l 
heissen  möge,  d.  i. 

4)  <p(x)  =  1  av  +  2  Oj  x  +  3  a3  x2  +-  •  •  • 

Da  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  x  zwischen  —  k  und  -\~ 
liegt,  so  lässt  sich  immer  eine  willkührliche  Zahl  h  von  d 
fenheit  finden,  dass  auch  x  -}-  h  zwischen  —  A  und  -f- 
ist,  und  dann  gelten  die  Gleichungen 
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5)  f(x  +  h)  =  a0  +  a,(x  +  h)  +  ^(x  +  h)*  +  

6)  (P(x  +  h)  =  lal  +  2a,(x  +  h)  +  3a,(*  +  >02  +  

Von  den  Gleichungen  5)  und  3)  nehmen  wir  die  Differenz,  divi- 

dirt-ü  mit  //  und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 

HZ  +  h\-  ^  =  ^  +  4»)       ,  0<»<1 

specielh 


(X  +  h)\  —  =  m(x  +  »„*)—• ,    0  <  »m  <  1 ; 


m  erhalten 

k  /(* + *)  -  /(») 

h 

Ifl,  +  2a*  (x  +  &ih)  +  3ch  (x  +         +  4a4  (s  +  #4>03  H  

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erledigen,  wollen  wir  an- 
men ,  dass  alle  Coefficienten  a\ ,  «2  etc.  positiv  seien  und  dass  x 
^Bt-lifalls  nur  positive  Werthe  erhalte  (0  <  x  <  -\-  A) ;  die  Summe 
4er  rechts  stehenden  Reihe  ist  dann,  h  als  positiv  vorausgesetzt, 
jröserals 

1  ax  +  2  Oa  a;  +  Sa3x2  -\-  =  <p  (x) 

toi  kleiner  als 

[la,  +  2  a*{x  +  h)  +  3ch(x+  *)«  +  •  •  •  =  <p(x  +  h% 
pir  haben  also  zusammen 

Bei  negativen  Ii  ist  dagegen 

<P(*)>/(x  +  h)h-Ax)><P(*+h). 

i 

Aus  beiden  Ungleichungen  folgt  durch  Uebergang  zur  Grenze 
verschwindende  h 

<p(x)  =  /'(*); 

toter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  also  die  Summe  der  Reihe 
Iöj  -f  2  0-2  x  +  ^  a-&  X2  +  etc.  gleich  dem  Differentialquotienten 
ron  der  Summe  der  Reihe  a0  +  ai  x  *f"  ^2  %2  +  e^c- 

Es  kann  sich  in  speciellen  Fällen  treffen,  dass  beide  Reihen  noch 
W2  =  -f-  X  convergiren;  die  vorige  Betrachtung  bleibt  dann  wört- 
Sch  dieselbe ,  nur  muss  man  h  negativ  und  seinen  absoluten  Werth 
\  l  wählen,  um  das  Convergenzintervall  nicht  zu  überschreiten. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Reihe 
f{x)  =  oo  +  <*!  x  +  a3  x2  +  a:i  xs  -f  

Schlömilch,  Analyst«.  13 
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positive  und  negative  Glieder  besitzt,  wobei  wir  uns  x  immer 
positiv  vorstellen  können,  indem  wir  die  verschiedenen  Vorzeic 
.auf  Rechnuug  der  Coefficienten  schreiben.  Denken  wir  uns  alle  p 
tiven  Glieder  zu  einer  Reihe  zusammengefasst  und  ebenso  alle  m 
tiven  Glieder,  so  erscheint  f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  dt 
jede  für  sich  nur  positive  Glieder  besitzt.  Diese  Reihen  conver^ 
zufolge  der  anfänglichen  Voraussetzung,  und  daher  sind  ihre  Sumi 
bestimmte  endliche  Functionen  von  x,  die  wir  mit  /](*)  und/ 
bezeichnen  wollen,  so  dass 

f(x)=Mx)  -/»(*). 
Für  die  Reihe  4)  gilt  Dasselbe  und  es  sei  <px  (x)  die  Sun 
aller  positiven,  (p2(x)  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  mithin 

(p(x)  =  <px(x)  —  (p2(x).  , 
Aus  dem  vorigen  Satze  folgt  nun 

Vi  («)  =/[(*)>  <P*(x)==A(?\ 

mithin 

*4 = m  -  m  =  fM&=jm  =  *m., 

also  ist  auch  hier 

9>(*)  =/(*). 

Wir  haben  jetzt  folgendes  Theorem : 
Wenn  die  Gleichung 

f(x)  =  a0  +  «i  #  -f-  Oj  x2  ~\-  a3  x3  -\-  •  •  •  • 
für  alle  zwischen  —  A  und  +  X  enthaltenen  x  gilt 
ist  unter  derselben  Bedingung 

f'{x)  =  1  «,  +  2  a2  z  +  3  «3  s?  -f  •  •  •  •  ; 
diese  Gleichung  besteht  auch  noch  an   den  Gron 
der  Convergenz  (für  x  =  +  A),  wenn  in  diesen  Fäl 
beide  Reihen  convergiren. 

IT.  Die  vorigen  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  allgeme 
Fall  auszudehnen,  wo  die  einzelnen  Glieder  der  ursprünglichen  H 
irgend  welche  Functionen  von  x  bilden. 

Es  sei  nämlich  die  ursprüngliche  Reihe 

8)  f(x)  =         0)  +  1)  +  *(*,  2)  + 
eonvergent  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  und  jedes  ihrer  I 
der  eine  stetige  Function  von  x\  ferner  convergire  auch  die  H 
der  Differentialquotienten 

9)  q>(x)  =  ifr>,  0)  +  4>'(x,  1)  +  2)  +  .  -  •  ■ 
von  denen  jeder  einzelne  gleichfalls  continuirlich  bleiben  n 
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wenigstens  innerhalb  des  Convergenzintervalles.  Wählt  man  jetzt 
h  so  klein,  dass  x  +  h  die  Grenzen  der  Convergenz  nicht  überschrei- 
tet, so  erhält  man 

10)  /(»  +  /<)  -  /(*) 

h 

=  f(*  +  fr0Ä,  0)  +  t'ix  +  ^h,  1)  -h  V(x  +  Z,h,  2)  +  

nnd  hier  mag  zunächst  der  Fall  betrachtet  werden ,  wo  alle  Glieder 
gliche  Vorzeichen  besitzen. 

Ist  nun  irgend  eine  einzelne  Function  und   ein  indivi- 

dueller Werth  von  £,  etwa  z  =  x,  gegeben,  so  lässt  sich  /*  immer  so 
Mein  wählen,  dass  die  Function  xIf(z)  innerhalb  des  Intcrvallos 
t—x  bis  z  =  x  -\-  h  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt; 
man  wird  daher  in  den  meisten  Fällen  *)  h  so  klein  nehmen  können, 
»tasjede  der  Functionen 

1>\x,  0),  1),    4'' (.r  ,  2),   ' 

wn  x  bis  a;  -f-  h  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.  Dies  vorausgesetzt, 
ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Summe  der  in  Nro.  10)  vor- 
kommenden Reihe  zwischen 

0)  +         1)  +         2)  +  •  •  •  =  q>(x) 

*H&,  0)  -f  *'(*  +  h,  1)  +  1>'(*  +  +  Vi'  h  h) 

enthalten  sein  muss;  es  gilt  folglich  die  Ungleichung 

>  y(«)</(«+V/(*) 

»orin  sich  die  oberen  Zeichen  auf  wachsende,  die  unteren  auf  ab- 
nehmende beziehen.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwin- 
dende h  wird  die  vorige  Ungleichung  zur  Gleichung 

I  <p(x)  =/'(*); 

diesem  Falle  ist  also  die  Differentiation  der  Gleichung  8)  erlaubt, 
»selbe  gilt,  wenn  7*  so  klein  gewählt  werden  kann,  dass  von  einer 
immten  unveränderlichen  Stelle  ab  die  Functionen 

1>'(x,  m)  t    1>'(x,  m  -f-  1) ,  m  -f-  2) ,  •  •  •  • 

entweder  nur  wachsen  oder  abnehmen;  denn  man  würde  dann  die 
Reihe  10)  zerlegen  in 

<^-f  V',0)  +  tfix  +  W,!)  +  •  '  •  +  ^(*  +  #«-l*,m—l) 

+      +  *mÄ,  m)  +  1>'(x  +  &m  + !  h,  m  +  1)  +  

^  jeden  Theil  besonders  behandeln. 


*)  Ausnahraefalle  sind  in  der  That  möglich,  wie  nachher  gezeigt, 
»erden  soll. 

13* 
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Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  Abschnitte  I.  lässt  siel 
der  gefundene  Satz  auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  die  Reihe  IC 
positive  und  negative  Glieder  besitzt;  die  Aufstellung  eines  allge 
meinen  Theorems  mag  aber  unterbleiben,  weil  dieses  an  so  viele  B< 
dingungen  geknüpft  ist,  dass  es  eine  unförmliche  und  unbequem 
Gestalt  erhalten  würde. 

Noch  wollen  wir  mit  wenigen  Worten  des  Ausnahmefalles  g 
denken.    Ist  z.  B.  x  <  1  und 

t(xt  n)  äs  ( —  V«*1, 

1>'(x,  n)  =  (1  —  x)x2n, 

so  kann  man  zwar  für  x  <  1  dem  h  einen  solchen  Werth  gebe 
dass  il>'(x,  w),  m  -f-  1)  etc.  zwischen  x  und  x  -f-  h  nur  wac1 

sen  oder  nur  abnehmen,  für  x  —  1  und  ein  negatives  h  =  —  oM 
dies  aber  nicht  mehr  möglich.    Die  Function  il>'(x,  n)  erreicht  nät 

lieh  für  x  =  ■  ihr  Maximum;  man  mag  nun  ö  so  klein  wä. 

2  n  +  1  8 

len  wie  man  will,  so  würde  es  doch  immer  Reihen glieder  geben,  f 

welche 

i  _  d  <    2n   <  1 

ist  oder  deren  Maxima  zwischen  1  —  ö  und  1  eintreten,  die  al 
innerhalb  dieses  Intervalles  zu-  und  abnehmen.  Die  Reihe  der  Dif 
rentialquotienten  ist  daher  bei  diesem  Beispiele  zwar  für  x  <  1,  ab 
nicht  für  x  =  1  giltig. 

III.  Das  bequemste  Verfahren,  um  über  die  Anwendbarkeit  d 
gewöhnlichen  DifFerentiationsregel  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dt 
man  noch  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Reihenglieder  \ 
rücksichtigt,  indem  man  von  dem  Satze*) 

»c  +  ;o  -  m  =  m  + 1  h  r(x + &K> 

Gebrauch  macht.    Lässt  man  nämlich  in  der  Gleichung 

11)  /(*)  =         0)  +         1)  +         2)  +  

x  um  7*  wachsen,  ohne  das  Convergenzintervall  zu  überschreiten, 
erhält  man  nach  dem  erwähnten  Satze 


aus 


*)  Dieser  ist  ein  specieller  Fall  der  Formel  18)  in  §.  18  und  foi 
letzterer  für  /  =      a  —  x%  n  =2. 
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f(x  +  h)  -  /(*) 


h 

=  t'(x,  0)  +  1)  +  <»'(*,  2)  +  3)  +  

+  \H*"(x  +  *.*,o)  +  *"(*  +      l)  +       +  &2/.,2)  +  •••] 

Hier  ist  einfach  zu  untersuchen,  in  wie  weit  die  Reihe 

f(c  +  Mi  o)  +       +      i)  +       +      2)  H  

convergirt;  so  lange  sie  diese  Eigenschaft  besitzt,  so  lauge  ist  ihre 
Summe  eine  endliche  Grösse,  etwa  *P  (x ,  7i),  und  wenn  sie  dies  auch 
für    =  0  bleibt,  so  wird 

I*w[/i  7i)]  =  0, 

mithin  nach  Nro.  12) 

13)       /'(*)  =  *'(*,  0)  +  1)  +  2)  +  •  •  •  . 

Als  Beispiel  diene  folgender  Fall.  Es  sei  x  ein  Achter  Bruch 
0)  =  0  und 


nach  §.37  (Formel  4)  convergirt  dann  die  Reihe  Ui  -f-  U%  +  etc. 
Setzen  wir  daher 

■•/H  -«(«-*)  -  <«-*)  

so  folgt 

/(x  + ;.)  -  f(x) 


15) 


/i 

2*  2*  2* 


1«  — 1   2*— z2  1   32  —  ^ 

j    12  +  ^  +  ^/0«  2»  +(^  +  »2/0»       ,  | 

+  f[i»-(x  +  ^/i)»p  +  [2*-(*  +  fra*)*]i  * 

wobei  7i  so  klein  gewählt  werden  muss ,  dass  auch  x  +  Ä  ein  ächter 
Bruch  ist.  Die  Summe  der  letzten  Reihe  wird  zu  gross ,  wenn  man 
statt  x  -f         £  -f-  tr37*  etc.  die  grössere  Einheit  setzt,  es  ist  dahor 

t<y,_M  „  1 +(*  +  »,*)'     ,     gj+j     ,  3-'+l 
[1  — (*  +  *l  *)*]'      (2J—  1)'-'      (3J—  1)- 
Wer  convergirt  die  von  x  unabhängige  Reiho  und  hat  eine  numeri- 
sche Summe  S,  mithin  ist 

O  h  Wir  JA  <-  *[!+(*  + fr  »)*]  ,  q 
0  <  h  W(x,  h)  <  [l_(x  +  &im,   +  AS 

und 

IAm[hW(x,  h)\  =  0. 
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Die  Gleichung  15)  liefert  nun 

/  W  —  Vi_xi  '   22  —  a;2      32  —  #2  "r 
und  daraus  erhellt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Differentiatioc 
der  Gleichung  14)  erlaubt  ist. 

§.  43. 

Die  unendlichen  Doppelreihen. 

Unter  einer  Doppelreihe  oder  einer  Reihe  mit  doppeltem  Ein 
gange  versteht  man  ein  Aggregat  von  folgender  Form: 

1)  «,+  «i  +*,+*,  +  

+  u\  +  u\   -f  u\  +  u\  +  

+  „»  +  J(»  +        +  M"  +  

1        0      1        1      1        2      '        3  1 

das  allgemeine  Glied  derselben  wird  durch  dargestellt,  wo  m  unt 
n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  sich  die  obige  unend- 
liche Doppelreihe  dadurch  entstanden  denken ,  dass  man  in  der  end- 
lichen, aus  mn  Gliedern  bestehenden  Doppelreihe 

2)  ti0  +  uY  +  u2  -f  •  •  •  .  + 

+  ul  +  u\  +  u\  +  +  \_, 

,     n  i    n  i     n  i  ,  u 

4-  W     4-  M    +  W     4-  ....  -L  u 

+  

+  «<"—>+  „'"—>+  „<— «  +  ..••  +  u(m-° 

1       0  1  1       2  »—1 

die  Zahlen  m  und  w  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lässt;  be- 
zeichnet daher  Sjtm)  die  Summe  der  endlichen  Doppelreihe  2),  so 
niuss  man  unter  der  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  1)  den 
Grenzwerth  verstehen,  welchem  sich  S(m)  bei  gleichzeitig  unend- 

lieh  werdenden  w  und  w  nähert  Im  Fall  dieser  Grenzwerth  exi- 
stirt  und  von  endlicher  Grösse  ist  ,  heisst  die  unendliche  DoppeJreihe 
convergent,  ausserdem  divergent. 

I.   Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  die  unendliche  Doppelreihe 
nur  positive  Glieder  besitze  und  S  zur  Summe  habe,  so  ist 
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Un  +  *.  +  !  +  

f       1            f       I  i 
+  \  +W-^1  +  


+ (.n—\>    i        <«i  —  \)  , 

+  •>?  4-  *<?  +-••••  +  «';'  +  >c ,  +  

t      +         ....  +  +  

+  

da,  der  Voraussetzung  zufolge,  fir    bei  gleichzeitig  in?s  Unend- 

:  wachsenden  m  und  n  der  Grenze  S  zustrebt ,  so  kann  die  linke 
e  der  vorstehenden  Gleichung,  mithin  auch  die  Summe  aller  rechts 
eichneteu  Grössen  kleiner  als  jede  angebbare  Grosse  gemacht 
len,  wenn  man  m  und  n  gross  genug  wählt.  Wegen  des  poati- 
Wzeichens  aller  Glieder  kommt  dieselbe  Eigenschaft  auch  fei- 
len Grössen  zu : 

p.  = «.    +  «„+1  +  «.+J  +  


,<->=  *™  +  „«  +••••  + 

+  „<-»  +  „«-+»  +  ....  +  £♦« 
+  , 

+ »(;+"+ cv+  

+  , 

l  w  besteht  jede  dieser  .Summen  aus  weniger  Gliedern,  als  auf 
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der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  verzeichnet  sind*).  Die  nunmehrig 
Gleichung 

4)  S-  S™=Qn+  Q(m)+  6™ 

gestattet  eine  doppelte  Schreibweise ;  man  kann  erstens  dafür  setzei 

5)  S  -  Q(m)  -  <7n)=  S™+  Qn, 

und  hier  steht  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  der  m  ersten  Hei 
zontalreihen  aus  Nro.  1).   Bezeichnen  wir  nämlich,  wie  folgt, 

8  =  wn  +  u  +  wa  +  in  inf. 

sl  =  u1  +  «;  +  u1  +   , 

0    1        1    1        2  1 


u.  s.  w. 


wo  s,  s1,  sD  etc.  selbstverständlich  endliche  Grössen  sind,  so  hat  im 
statt  der  Gleichung  5) 

Bei  unendlich  wachsenden  m  und  n  wird  hieraus,  weil  dann  Q(m)  w 


ön    £e£en  die  convergiren, 

6)  S  =  s  +  s1  +  s11  +  sm  +  

Ferner  kann  man  statt  der  Gleichung  4)  schreiben 


*)  Die  Bedeutung  von  pH,  Q(m)  und  wird  durch  folgendes  Sehen 
vollkommen  anschaulich: 


n 

_(■») 
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ond  hier  enthält  die  rechte  Seite  die  n  ersten  Verticalcolonnen  au* 
Xro.  1).  Für 

s  =  u  -I-  M1  +  mD  -(-••••  in  inf. 

S  =  11   +-  U    4-  11  4-  

1  1  1  1 

u.  s.  w. 

ist  nämhch 

S  —  Q   —  6(m)  =  I+  I+  J   +  •••  +  «.  , 
n  0  12 

und  hieraus  wird  bei  unendlich  wachsenden  m  und  n 
7)  S  =  s0  +  sx  +  s-,  -f  s3  +  

Die  Gleichungen  6)  und  7)  geben  zusammengenommen  folgen- 
den Satz: 

Wenn  eine  nur  positive  Glieder  enthaltende  Doppel- 
reihe convergirt,  so  kann  man  sie  sich  ebensowohl 
aus  einzelnen  Horizontalreihen  als  aus  Vertical- 
colonnen zusammengesetzt  denken;  die  so  gebildeten 
Reihen  convergiren  und  haben  dieselbe  Summe. 

II.  Bei  der  vorigen  Betrachtung  wurde  angenommen,  dass  die 
Convergenz  der  Doppelreihe  bekannt  sei,  und  hieraus  die  Convfr- 
genz  der  einfachen  Reihen  hergeleitet,  welche  entstehen,  wenn  mtui 
die  Summen  der  Horizontalreihen  oder  der  Verticalreihen  als  Glie- 
der neuer  Reihen  (6  und  7)  betrachtet ;  es  fragt  sich  nun ,  ob  diese 
Schlüsse  umgekehrt  gelten. 

Die  Glieder  der  gegebenen  Doppelreihe  denken  wir  uns  zunächst 
auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  und  bezeichnen  letztere  wieder 

mit  Ii  ,  u    etc.  Ii1 ,  11  etc.   Ferner  setzen  wir  voraus,  dass  die  Reihe 
o     i  o     i  ' 

der  Horizontalsummen  s,  s1,  s11  etc.  convergire  und  S  zur  Summe 
Habe;  es  ist  dann 

S  =  s  -f  sl  -f  s"  +  sm  +  

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  ab,  die  mit 
S'-m)  bezeichnet  werden  möge,  so  bleibt 

Für  hinreichend  grosse  m  kann  die  linke  Seite  kleiner  als  jede 
angebbare  Zahl  gemacht  werden  (wegen  8=IAmS(m));  von  der 
rechten  Seite  gilt  dasselbe,  und  wenn  daher  £  irgend  eine  willkühr- 
liche  Zahl  bezeichnet ,  so  kann  m  immer  so  gross  gewählt  werden, 
im 
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+  s('"  +  1' 

+ 

H 

+  \ 

4-  «.<") 

1 

+ 

0 

+  Hl*  +  " 

+ 

+ 

0 

+ ^»+« 

2 

+ 

+ 

weniger' als  \s  beträgt.  Andererseits  sind  s,  S1,  Sn  etc.,  der  Voraus- 
setzung nach,  endliche  Grössen,  mithin  eonvergiren  die  gleichgelten- 
den Horizontalreihen,  z.  B. 

Jm>_  u0n)  +    (*)+    (*)  +  .... 
0       1       1       1       2  1 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  ab,  so  bleibt 

u(m)  4-  n(m)  4-  i*(fl°  4-  

und  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  überzeugt  man  sich  leicht, 

«lasB  diese  Summe  kleiner  ÜB  jede  angebbare  Zahl,  also  auch  <Jjt 

gemacht  werden  kann,  wenn  n  wächst.    Die  Summe  der  m  Reihen 

«„    +  "»+1  + «».+«  +•••  ■ 


+  «r"  +  +  •;•■•; 

lässt  sich  daher  unter  |f  herabbringen.  Vereinigen  wir  diese  m  Rei- 
hen mit  denen  in  Nro.  8),  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass 
die  Summe  der  Glieder 

Un         +   Un  +  l  + 
+  «S       +      +  1  + 


... 


+  „"«+»+  „<»+»+ 

0  1  1 


+  

kleiner  als  £  gemacht  werden  kann,  also  jedenfalls  eine  endliche 
Grösse  ist  Durch  Hinzufügung  der  in  ß£m)  enthaltenen  Glieder  ent- 
steht jetzt  eine  Doppelreihe  mit  gleichfalls  endlicher  Summe.  Unter 
Rücksicht  auf  Nro.  I.  giebt  dies  folgenden  Satz  : 
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Wenn  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  einer  unend- 
lichen Doppelreihe,  in  Uorizontalreihen  gruppirt, 
lauter  convergente  Reihen  geben  und  wenn  die  Reihe 
der  Horizontalsumnien  wiederum  convergirt,  so  ist 
auch  die  Doppelreihe  convergent  und  es  bleibt  dann 
gleichgiltig,  ob  man  die  Glieder  in  horizontaler  oder 
in  verticaler  Richtung  vereinigt. 

Dass  dieser  Satz  zu  gelten  aufhört,  wenn  die  absoluten  Werthe 
der  Reihonglieder  nicht  mehr  convergente  Reihen  liefern ,  mag  fol- 
gendes lehrreiche  Beispiel  zeigen.    Die  unendliche  Doppelreihe  sei 

Ki--])  +  ',(i-5)  -JO-Ö  +}(i-!)  - 

+ia — 4>s — ia — i>"+i<i — S)"— — — 
+ ]d  -  i)3  -  ä  (i  -  i)3 +5(i-  y:i  - 1  (i  -  w  +  i  (i  -  y  - 

+  

worin  je  zwei  in  derselben  Horizontalreihe  stehende  Glieder  sich  auf- 
heben; die  Reihe  der  Ilorizontalsummen  ist  hier 

s  +  sl  +  s11  +  sm  +  

=  i(l-|)+i(l-»»+i(l-i)l  + 

Für  die  Reihe  der  Verticalsummen  findet  man 

  1    2     13    :\     !     -i    4     I  4    

—  *  4  T  i  —  r,  T  .-,  —  i 

hier  ist  bei  Addition  einer  ungeraden  (2  k  —  1)  Anzahl  von  Gliedern 

Sik-i  =  +  g    und    LimSjt-i  =  +  J, 
dagegen  bei  Zusammenfassung  von  2  k  —  2  Gliedern 

S2*_2  =  l  -  Lim S>Ik -i  =  l  - 

voraus  erhellt,  dass  die  Reihe  der  Verticalsummen  nicht  convergirt, 
widern  zwischen  -f  J  und  —  J  hin  und  her  oscillirt. 

Das  für  den  ersten  Augenblick  befremdliche  Resultat,  dass  die 
>etrachtete  Doppelreihe  bei  der  einen  Anordnung  eine  bestimmte 
>umme  liefert  und  bei  der  anderen  unbestimmt  wird ,  erklärt  sich 
ehr  einfach,  wenn  man  erst  die  Summe  ££m)  aufsucht.    Man  findet 

^,-r.-(1-I)  +  (1_I)"tl 

ind  um  hieraus  die  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  abzuleiten, 
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muss  man  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lassen;  dies 
giebt 

S  =  |  —  1  +  Z4wXtm[(l  — j  •  I 

Denkt  man  sich  in  dem  letzten  Ausdrucke  erst  m  als  constant 
und  vergrössert  n  in's  Unendliche,  so  hat  man 

Lim  J^l  —  ^      1=1,  mithin  Lim  Lim       ~~  ~~)      J  = 

und  S  =  +  I 

Lässt  man  dagegen  zuerst  n  constant  und  m  in's  Unendlich 
wachsen,  so  ergiebt  sich 

Lim  [(l  —  ~y  + 1 J  =  0,  mithin  Lim  Lim  [(l  —  ^J*  +  ]  =  0 

und  S  =  —  i- 

Man  könnte  aber  auch  m  und  n  gleichzeitig,  in  irgend  einen 
Verhältnisse  zu  einander,  unendlich  vermehren;  setzt  man  z.  I 
m  -f-  1  =  hn,  wo  h  eine  constante  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  s 
wird 


—  h 

e 


—  h 


8  =  -  }  +  e 

(         l\m  +  1 

Man  sieht  aus  diesen  Erörterungen,  dass  Ii  —)  b 

gleichzeitig  unendlich  wachsenden  m  und  n  sich  keiner  bestirai 

ten  Grenze  nähert ;  dasselbe  gilt  von  S(m)  und  daher  ist  die  betrac 

tete  Doppelreihe  divergent,  obschon  sowohl  die  Horizontal  reihen  f 
auch  die  Reihe  der  Ilorizontalsummen  convergiren.  Dagegen  wt 
den  die  absoluten  Werthe  der  Reihenglieder  keine  convergireml 
Reihen  liefern  (es  wäre  schon  s  =  oo )  und  eben  desshalb  bestellt  d 
vorhin  ausgesprochene  Theorem  nicht  mehr. 

III.  Es  seien  P  und  Q  die  Summen  der  beiden  convergirend 
Reihen 

«  o  +  «i  +  «s  +  «8  +  •  *  *  '  i 

v*  +  + 
von  denen  wir  voraussetzen,  dass  sie  ihre  Convergenz  beibehalt 
wenn  die  Reihenglieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  werde 
in  der  Doppelreihe 
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0 

Wo  t'o  +  «1  *'o  +  «it'o  +  Mg  r0  +  •  •  •  • 

+  wo  *'i  +  «i  t'i  +  w2  r,  +  

+  wo  r2  +  w,  r,  +  

+  «ot'j  +  

+  

convergiren  nun  die  Horizontalreihen  und  haben  die  Summen 

Pv0  ,    Pi  i  ,    Pv*  ,    Pta  ,  •  •  •  •  , 
auch  convergirt  die  Reihe  der  Horizon talsummen 

Pv0  +  Pvx  +  Pv%  +  Pvi  +  

=  P(v0  +  vi  +  *  +  *  H  )  =  PQ. 

Zufolge  des  in  II.  "ausgesprochenen  Theoremes  convergirt  jetzt 
die  vorige  Doppelreihe  und  darf  nach  Verticalcolonnen  geordnet  wer- 
den, d.  h.  die  neue  Reihe 

«o  n>  +  0*o  i\  +  Wi  *o)  +  (Mo  v2  +  «!  Vt  +  u%  r0) 

+  (wo     +   «i  t'a  +  w2  Vi  +  «i  f0)  +  •  •  •  • 
ist  convergent  und  hat  P(J)  zur  Summe.    Die  Betrachtung  der  Dop- 
pelreihen führt  demnach  auf  den  in  §.  44,  II.  entwickelten  Satz 
zurück. 
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Die  Potenzenreihen. 
§.  44. 

Die  Theoreine  von  Taylor  und  Mac  Laurin. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  f(x),f'(x),  f"(x),.. 
•  •  (x)  endlich  und  stetig  bleiben,  so  lange  x  das  Intervall  x  —  n 
bis  «  =  «  +  nicht  überschreitet,  gilt  nach  §.18,  Nro.  17)  die 
Formel 

1)        /(«  +  h)  =  /(«)  +  !•/»(«)  +       /»(«)  +  

••••+13^9=1) 

+  1.2...(H-l).p/"(a  +  ^)' 

worin  p  eine  beliebige  Grösse,  &  einen  nicht  näher  bekannten  positi- 
ven echten  Bruch  bezeichnet.  Lässt  man,  wie  es  üblich  ist,  x  an  die 
Stelle  des  beliebigen  a  treten,  so  hat  man  in  der  obigen  Formel  ein 
Mittel,  um  die  Aenderung  zu  berechnen,  welche  f(x)  erleidet,  wenn 
x  um  h  zunimmt.  Wie  man  sieht,  erscheint  f{x-\-h)  als  Summe 
von  n  -f-  1  Summanden ;  die  n  ersten  Summanden  stehen  unter  der 
gemeinschaftlichen  Form 

 -  Am>  (x) 

und  bilden  daher  eine  endliche  Reihe,  welche  nach  Potenzen  von  7. 
fortschreitet;  der  letzte  Summand  ist  von  abweichender  Form  nnd 
bildet  das  sogenannte  Ergänzungsglied  oder  den  Rest  der  Reihe. 
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Bezeichnet  man  den  Rest  mit  V»'„,  so  kann  man  die  Gleichung  1)  auch 
folgendermaassen  darstellen 

2)      /(*  +  *)=/(*)  +  £&h  +  y^>>'  +  

ß"  -  "  (x) 

;  "  ~~     1.2.3...(n-  l).p 

Dies  ist  der  sogenannte  Taylor 'sehe  Satz,  welcher  aber  mir 
unter  der  Bedingung  gilt,  dass  die  Functionen  /,  .  .  .  fin) 

innerhalb  des  Intervalles  x  bis  x  -\-  h  endlich  und  stetig  bleiben. 

Setzt  man  in  der  Formel  1)  a  =  0  und  schreibt  zugleich  x  für 
Ä,  so  gelangt  man  zu  dem  Theoreme  von  Mac  Laurin  nämlich 

4)  f{x)  =/(0)  -f  ^  x  +  +  

/t»-D(0) 
+  1.2...  («  -T) T"  +Ä> 


•   •   •  • 


N 


dessen  Gültigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  die  Functio- 
nen /,      /",  .  .  .  /(n)  endlich  und  stetig  bleiben  innerhalb  des  Inter- 
valles 0  bis  x.   Der  Mac  Laurin'scho  Satz  bietet  das  Mittel,  um  jede, 
der  vorigen  Bedingung  genügende  Function  in  eine  endliche  Reihe 
zu  verwandeln ,  welche  nach  Potenzen  der  Variabelen  x  fortschreitet 
Die  Formeln  3)  und  5)  enthalten  einen  positiven  echten  Bruch 
dessen  Betrag  nicht  bekannt  ist;  in  Folge  dieses  Umstandes  lässt 
sich  auch  der  genaue  Werth  des  Restes  nicht  angeben,  sondern  nur 
sein  Maximum  und  Minimum.   Um  diesem  Uebelstande  zu  entgehen, 
ist  es  in  vielen  Fällen  zweckmässig,  die  Zahl  n  in's  Unendliche  wach- 
sen, d.  h.  die  endliche  Roihe  zu  einer  unendlichen  werden  zu  lassen. 
Giebt  man  nämlich  der  Gleichung  2)  die  Form 
fix  +  h)  -  Bn 

=m  +  mk+mh,  +  

Tl,2...(»-1) 


•  .  •  • 


so  folgt  bei  unendlich  wachsenden  n 

f{x  +  h)  —  Lim  Jl„ 
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hier  kann  es  geschehen,  dass 

IAmRn  =  0 

wird  und  in  diesem  Falle  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

6)  /(*  +  *)  =/(*)  +  +  •  •  •  • 

Ein  analoger  Satz  ergiebt  sich  aus  Nro.  4);  unter  der  Bedin- 
gung 

LimBn  =  0 

wird  nämlich 

7)  /(*)  =  /(0)  4-         +  f^  +  

Dass  die  in  Nro.  6)  und  7)  erhaltenen  unendlichen  Reihen  con- 
vergiren,  versteht  sich  ihrer  Herleitung  zufolge  von  selbst  *). 

So  lange  die  Function  f(x)  nicht  specialisirt  wird,  kann  man 
begreiflicherweise  nicht  entscheiden,  ob  die  unter  Nro.  5)  und  7)  ver- 
zeichneten Reste  bei  unendlich  wachsenden  n  die  Null  zur  Grenze 
haben  werden  oder  nicht;  dies  ist  in  jedem  gegebenen  Falle  Sache 
einer  besonderen  Untersuchung.  Letztere  kann  man  sich  häufig 
durch  den  Satz  erleichtern,  dass  eine  gegebene  Function  ^(w)  bei 
unendlich  wachsenden  n  sicher  gegen  die  Null  convergirt,  sobald 

sich  der  Quotient  ~2  einer  Grenze  A  nähert ,  deren  absoluter 

Werth  ein  echter  Bruch  ist.    Bezeichnet  nämlich  h  denjenigen  indi- 
viduellen Werth  des  n,  von  welchem  ab  jener  Quotient  kleiner  bleibt 
als  ein  zwischen  1  und  A  eingeschalteter  echter  Bruch  ß,  so  gelten 
'wie  in  §.  37  für  die  absoluten  Werthe  von  ty(k+  1)  etc.  die 

Ungleichungen 

*(Ä+1)<  tf(*  +  2)<  *<*)/*'.  

die  letzte  derselben  kann  unter  der  Form 

0  <  *(w)  <  *(*)/*•-* 
dargestellt  werden  und  führt,  wegen  Lirnß"  =  0,  sofort  zu  dem 
c. wähnten  Satze**). 

*)  Dieser  Satz  darf  übrigens  nicht  umgekehrt  werden,  d.  h.  aus  der 
Convergenz  der  Reihe  folgt  keineswegs  die  Gleichung  Lim  Rn  =  0.  Es 
lässt  sich  daraus  nur  schliessen,  dass  die  Summe  der  Reihe  mithin  auch 
Limltn  eine  endliche  Grösse  sein  muss.  Ob  diese  von  Null  verschieden 
oder  =  0  ist,  würde  dann  immer  noch  einer  besonderen  Untersuchung 
bedürfen. 

**)  Ebenso  leicht  erkennt  man,  dass  V(n)  iu's  Unendliche  wächst, 

Tills  der  absolute  Werth  von  Um  ^(^"f-1)  die  Einheit  übersteigt. 

il>(n) 
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Die  Formel  7)  zeigt ,  wie  man  eine  Function  J  {x)  unter  gewis- 
sen Bedingungen  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  unend- 
liche Reihe  verwandeln  kann,  und  es  lässt  sich  erwarten,  da.ss  diese 
Umwandlung  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich  sein  wird.  Die  letz- 
tere Bemerkung  bedarf  indessen  einer  genaueren  Untersuchung;  wir 
wollen  daher  eine  Gleichung  von  der  Form 

8)  /(*).=  flf>  +  »i  *  +  <'2-£2  +  «j*3  +  *  *  '  ' 

als  bestehend  voraussetzen  und  umgekehrt  fragen,  welche  Werthe 

dann  die  Coeffieienten  a(f ,  a{ ,  «2  etc.  haben  müssen. 

Zum  Bestehen  der  Gleichung  8)  gehört  vor  Allem  die  Conver- 
genz  der  vorkommenden  Reihe;  der  absolute  Werth  von 

Lim        *n+l  =  x  Li»,  S±l 
an  x«  an 

darf  mithin  die  Einheit  nicht  übersteigen,  folglich  muss  Lim      * u 

eine  endliche  Grösse  sein,  welche  «  heilen  möge;  die  Convergenz 
der  Reihe  findet  dann  sicher  statt,  wenn  der  absolute  Werth  von  ax 
ein  echter  Bruch  ist  oder 

--  <*  <  +  — 

a  a 

Bezeichnen  wir  den  absoluten  Werth  einer  Zahl  z  wieder  mit 
[t\  so  haben  wir  nach  der  gemachten  Voraussetzung 


[ax]  <  l, 


bei  hinreichend  grossen  n  muss  folglich  der  genannte  Quotient  klei- 
ner bleiben  als  ein  zwischen  [a  x\  und  1  eingeschalteter  echter  Bruch 
f.  Derartige  Werthe  von  n  mögen  Ä",  Ä*  -f-  1,  k  -\-  2  etc.  sein;  nach 
einer  oft  gebrauchten  Schlussweise  flu  I  i  sich  dann 

n  ithin 

[ntxk]  -f  [ak  +  l  +  +  

<  [«*  **]  y^t7  * 

Zerlegen  wir  nun  die  Reihe  8)  wie  folgt 
f(x)  =  a0  -f  «,  x  +  CjÄ8  +  •  •  •  + 

+  ^ar*  +  en  +  i***1  -f  ak+*x*+*  -f  •  -  •  , 

so  beträgt  der  absolute  Werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand 
weniger  als  der  vorhin  gefundene  Ausdruck ,  und  daher  lässt  sich 
die  vorstehende  Gleichung  durch  die  folgende  ersetzen 

Schlömilcb,  AiialytU.  I.  \.\ 
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9)  /(»)  =      +  axx  +  <h*2  +  •  •  •  +  a*-!?*-1  + 

worin  p  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichne 
Für  x  =  0  folgt  hieraus 

10)  /(0)  =  oo, 

womit  der  Werth  von  a0  bestimmt  ist.  Subtrahirt  man  die  Gle 
chung  10)  von  der  Gleichung  9)  und  dividirt  mit  x,  so  hat  mi 
weiter 

/<«)-/(0)  =  a|  +        +  ..  .  +  + 

37  1  C 

beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  #  nimmt  der  Qn< 
tient  linker  Hand  die  Form  {{  an ,  man  findet  aber  nach  der  Reg 
des  §.31 

Vermöge  der  Warthe  von  Oq  und  ä%  hat  man  weiter  aus  Nro. ! 


am  = 


—  a2  +  rt:,aj  +  •  •  •  +  a*-i**~s  +  c 

1  —  £ 

und  als  Grenzwerth  für  verschwindende  x 
12)  =  %• 

Auf  gleiche  Weise  fortgehend,  erhält  man  für  irgend  eine 
Coefficienten  am,  wenn  k  ]>  m  genommen  wird, 

_     /(w)  (0) 
1  .  2  .  3  .  .  .  ?>* 

Demnach  lässt  sich  eine  gegebene  Function  f(x)  nur  auf  ein 
Weise  in  eine  unendliche  unbedingt  convergirende  Potenzenreihe  vei 
wandeln. 

Eine  Folge  dieses  Satzes  ist,  dass  eine  Gleichung  zwischen  iw< 
convergirenden  Potenzenreihen,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

Oo   +  dl  X  -f-  a2  &  +  ^3  &  +  '  *  ' 

=  b0  +  hx  +  b2x*  +  b,  x*  +  •  •  • 
nur  bestehen  kann ,  wenn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von 
identisch  sind,  nämlich  a0  =  b0 ,  ax  ==  bx ,  a2  =  b2  u.  s.  w. 
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§•  45. 

Der  binomische  Satz. 

Da  wir  die  Entwicklung  von  (1  +  für  den  Fall  eines  gan- 
zen positiven  fi  bereits  in  §.  7  erledigt  haben,  so  setzen  wir  im  Fol- 
genden immer  voraus,  dass  fi  keine  ganze  positive  Zahl  sei.  Behufs 
ier  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac  Laurin  nehmen  wir  ferner 

m  =  (1 . + *F  - 

and  haben 

f>(x>  =  fL(p.  - 1)  Ol  -  2)  .  . .  Ö»  -  [*  - 1])  (1+ 

(1  + 

wobei  die  zweite  Form  für  k  ^>  (i  dient,  welcher  Fall  früher  oder 
später  eintritt.  Sollen  nun  f{x) ,  /'(#),  /"(#)  etc.  endlich  und  stetig 
bleiben,  so  darf  der  Nenner  (1  -\-x)h~^  nicht  verschwinden,  mithin 
«t,  wenn  man  von  x  =  0  ausgeht,  x  auf  das  Intervall  —  1  bis  -|-  00 
za  beschränken,  so  dass 

~  1  <  »'<  +  OD 

die  erste  Bedingung  der  Entwicklung  ist.  Nach  den  Formeln  4) 
und  5)  des  vorigen  Paragraphen  erhalten  wir  jetzt 

1)  '  {i+xyu_Bn 

T  1      ^      1.2         T  1.2.3  T 

,   ft(ft-l)  fr -2)  .  .  .  fr -fr- 2]) 
r  1.2. 3  ••.(»—  1) 

2)  g       f*fr  -  1)  fr  -  2)  .  .  ■  fr  —  [n  -  1])    (1  -  fr)—*»  x- 

1.2....(u— 1)  .  2?  (1  + 

Um  zu  erfahren,  unter  welchen  Umständen  der  Rest  bei  unend- 
M  wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  nehmen  wir  zuerst 
P  —  1  und  ert heilen  dem  J2„  folgende  Form 

I    B,=(~l)— 1       + W1  (i-y)  '  •  • 

V    w  — l/Vi  +  W 

Da  i  zwischen  —1  und  -|- oo  liegt,  so  ist  1  -\-  ftx  jedenfalls 

14* 
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positiv,  mithin  [ix(l  +  ftx)"~~l  eine  endliche  Grösse;  daher  fragt 
sich  nur  noch,  ob  alle  übrigen  Factoren  zusammen  ein  Product  geben, 
welches  bei  unendlich  wachsenden  //  der  G ranze  Null  zustrebt. 
Nennen  wir  |  den  absoluten  Werth  von  x,  so  ist  für  positive  x,  d.  h. 
für  x  =  J, 

x  -%x  _  g  —  ftg  ^ 

1  +  ftx       1  +       <  *' 
u..d  bei  negativen      cL  h.  für  x  —  —  £,  wobei  £  ein  echter  Bruch 
sein  muss, 

x  —  &x  _  —  g  +  ftg       _  |  — 

der  absolute  Werth  des  letzten  Bruches  beträgt  weniger  als  £,  mit 
hin  ist  in  jedem  Falle 


\x  —  fr*] 
Li  4-  frd 


wofern  nur  x  zwischen  —  1  und  -|-  x  liegt.  Aus  den  bisherigen 
Schlüssen  geht  hervor,  dass  LimJRn  =  0  wird,  sobald  der  Ausdruck 

*<«>=M)  (-!)•  ••(-,-^t>- 

bei  unendlich  wachsenden  n  die  Null  zur  Grenze  hat.    Da  nun 

ist,  so  findet  die  letztere  Bedingung  in  dem  Falle  |  <[  1  sicher  statt 
während  dagegen  für  |  >>  1  sowohl  JWw  als  Lim  Rn  nnendliol 
werden  würden.  Aus  der  Gleichung  1)  folgt  jetzt  durch  Uebergang 
zur  Grenze  für  n  —  cc 

3)    (1  +  x)K  =  1  +  fr  +  g£=^*+  ^T^s"^  + " 

-  1  <  *  <  +  1. 

Die  beiden  extremen  Fälle  #  =  +  1  un^  x  =  —  1  bedürfei 
noch  einer  speciellen  Untersuchung.  Für  #  =  +  1  haben  wir  au: 
Nro.  2),  indem  wir  die  beliebige  Zahl  p  durch  n  ersetzen, 

Der  erste  Factor  ist  immer  von  endlicher  Grösse;  der  letzt' 
Factor  liegt  zwischen  0  und  1 ,  doch  darf  man  hieraus  nicht  schlies 
sen,  dass 
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s€in  müsse,  weil  #  auf  unbekannte  Weise  von  n  abhängt*);  das  Ver- 
schwinden von  J?„  findet  daher  nur  in  dem  Falle  sicher  statt,  wo 
der  zweite  Factor  gegen  die  Null  convergirt.  Uni  hierüber  urtheilen 
zu  können ,  unterscheiden  wir  die  Fälle  eines  positiven  und  eines 
negativen  fi.  Bei  positiven  ft  gieht  es  immer  zwei  aufeinander  fol- 
gende ganze  positive  Zahlen  £  —  1  und  k.  zwischen  denen  ft  ent- 
ölten ist;  dem  entsprechend  kann  folgende  Zerlegung  vorgenommen 
reden 

nie  —  i)  (u    2) . . .  in  -  [//  -  i])  ^ 

,  1  .  2  .  3  .  .  •  .  N 

tl'b*  ~1Mft-  1^— 1  D  /A— n -       D...U    «  J  „  ^  — ]> 

i.a...i •  "    '  u  *  du  '  2>... u*  1  "  —  *•> 

lVr  erst««  liru-li  nrhter  Natu]  heaitzl  eine«  imveiHiMlerlieh'-n 
^ eith :  der  ZWeitr  I »riirli  ist  «!•  i  Foriii 

I     .  (Up   1    IM/*    1    1»!  .  .  .  .  l/i       «/    -  I  i 

«(«    -  I         1  2)  .  .  .  .  («  1   //'       I  r 
k  —  /r  -f  l,    ß  =z  k  -  n,    m  — h  k 
und  hat  nach  §.  36  die  Null  zur  Grenze,  weil  hier  u  ^>  (i  ist.  Für 
jedes  endliche  positive  u  gilt  daher  die  fileirhung 

'        L,m  T727J-.T—,  ~  a 

Wenn  zweitens     negativ  etwa  u  —  —  A  ist.  so  wird 

tu(/t-l)  Qi-2)  .  .  .  (^-1^-11) 

1.2.3  v 

"            A(A  +  1)(A  +  2)...  (A4  -i/-l) 
■  -  l~~  1.2.3   » 

und  nach  dem  vorhin  erwähnten  Satze  convergirt  der  Bruch  rechter 
Hand  gegen  die  Null,  wenn  1  ^>  A,  d.  h.  —  1  <T  —  A  oder  —  1  <  fi 
ist.  Die  Formel  5)  gilt  daher  unter  der  Bedingung  —  1  <<  <;  -|-  oc , 
und  dann  hat  man  auch  Lim  Ii»  =  0. 

Im  zweiten  Hauptfalle  X  —  —  1  giebt  die  Formel  2) 


1  1.2....  <»— 1)  .  »< 

*)  JSn  wurde  •/..  T».  für  — :  —  fler  nl»ige  (trenxwertli  nicht  =rOson- 

n 


dem  =?  -L  werden. 
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Wir  betrachten  hier  zuerst  den  Fall,  wo  ft  negativ  =  —  A  ist 
und  nehmen  dann  p  —  1 ;  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

—  (*  +  1)  (*  +  2)  .  .  .  (A  +  n  —  1)  * 
"  *  —         1.2  (n-1)  " 

besteht  jetzt  aus  zwei  Factor en,  von  denen  der  erste  in's  Unendliche 
wächst,  während  der  zweite  jedenfalls  mehr  als  A  beträgt;  demnach 
wird  Lim  Bn  =  <x .  Ist  dagegen  p  positiv ,  so  kann  man  p  ss  u 
nehmen  und  erhält  aus  Nro.  6) 

7)   1.2..   ' 

mithin  nach  1) 

f_l>-i  (ft-l)»-2)...»-[n-11) 

1      ;  1.2  (n  —  1) 

—  i  _  £  -l  gCjLzl)  _  £{g  —  *)  (ft  —  2)  , 

1  r     1.2  1.2.3 

r  1      ;  .1.2  (n  —  1) 

Dieses  Resultat  bestätigt  sich  auch  durch  die  identische  Glei- 
chung (§.  36) 

j3Q3+l)(/3  +  2)....(/3  +  m-l) 
a{a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  .  (a  +  m  —  1) 

_  .  ,  tz*  ,  (ß-«)ß  ,  (ß-*)ß(ß  +  V  , 

T     a  et  (cc  -[-  1)       «(ß  -|-  1)  (a  -[~  2) 

—  q)  j8QI  +  1)  +  m  _  2) 

'  *  "•"«(«+  1)  («  +  2)  ....(«  +  m  —  1)  ' 
welche  für  «  =  1 ,  ß  =  1  —      m  —  n  —  1  Dasselbe  giebt.  Durch 
die  Schlüsse,  womit  die  Gleichung  5)  erreicht  wurde,  überzeugt  man 
sich  ohne  Mühe,  dass  auch  hier 

Zrtm  1.2  (n-1)   ~  ° 

mithin  L  i  m  Rn  =  0  ist.  Alles  Bisherige  führt  zusammengenommen 
zu  folgendem  Theoreme: 

Die  binomische  Entwickelung 

(1  +  *)* 

T  1     T     1.2        ^         1.2.3     '  T 
gilt  für  jedes  endliche  ft,  wenn  der  absolute  Werth 
von  x  ein  echter  Bruch  ist;  im  Falle  x  =  -J-  fflUSS 
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dagegen  u  zwischen  —  1  und  -|-  x  liegen,  und  im 
Falle  x  =  —  1  darf     nur  positiv  sein. 

Häufig  vorkommende  specielJe  Fälle  dieses  allgemeinen  Binoinial- 

theorems  sind:  . 

8)  (Tjb)?  = 1  - 2*  + 4*  +  —  •  * 

-  1  <  x  <  +  1 ; 

1  ,       1      ,   1-3  -      13.5  t  , 

h    ,   #  H  x1  x6  +  , 

2     ^2.4         2.4.6  T 

-  1  <*  <  +  1; 

io)  VTfi=i  +  * +  —   , 

T  ^  2        2    4  T  2.4  G 

-  l  <  *  <  +  l ; 

«s  der  letzten  Gleichung  erhält  man  noch  durch  Anwendung  einer 
bekannten  Formel 

  • 

""2"       2T4  IT  +  2.4.6.8  10  + ' 

-  1  <:  x  <  +  1. 

Handelt  es  sich  um  die  Entwickelung  der  fttea  Potenz  einer 
weitheiligen  Grösse,  so  nenne  man  a  denjenigen  Theil,  dessen  abso- 
tar  Werth  der  grössere  ist,  und  b  den  übrigen  Theil;  es  ist  dann 


-.<!<  +  .. 


Diese  Formel  lässt  Bich  u.  A.  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  belie- 
W  hoher  Grade  anwenden;  so  ist  z.  B. 

f  Iii"  =  1^125  +  7  -  \7 125(1  + 

1^  8     125       3.6\12ö/    ^3.o\U\125/  )' 
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—  3ji  _  1 .  A  _  Iii (±Y  _  LL1. (JLY  i 

"~     f  4     81       4.8  \81/        4.8.12  \81/  I 

Das  hierbei  befolgte  Princip  wird  man  leicht  erkennen. 

§.  46. 

Die  logarithmischen  Reihen  und  die  Exponentialreihen. 

L    Die  Annahme 

/(*)  =  ?(i+*) 

giebt  zunächst 

(-iy-'>.^.i...»-i). 

wuraus  ersichtlich  ixt,  dass  /(r),  y  '(./  I ,  /"(u  i  etc.  endlich  und  «M 
bleiben  su  lange  x  zwischen  —  1  uml  1  x  liegt.  Linter  dieser  V( 
gu>*etzung  führt  d«a  Theorem  vtfft  .M  ;<  <•  Ljuirin  zn  folgender  *i| 
cliung  x 

1)  1(1  +  x)  -  K„ 


\x  -  \x*  +  \x*  +  ^f^*' 


(-1)« 

7£   

Für  p  —  1  erhält  der  Rest  die  einfachere  Form 
H  _(_  iy«   i      *      fcz±gY  "  1  • 


3 


wegen  —  1  x  <  +  00  ist  1  -f-  t7:r  positiv,  mithin  der 
Bruch  jederzeit  von  endlicher  Grösse;  ferner  gilt  wie  im  v 

x  — 

Paragraphen  die  Bemerkung,  dass  der  absolute  Werth  von  - 

weniger  beträgt  als  der  absolute  Werth  von  X.    Der  Rest  com 
daher  gegen  die  Null,  wenn  der  absolute  Werth  von  x  ein 
Bruch  ist;  bei  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Nro.  1) 

2)  7(1+*)  =  r  ~  hr*  4-  }*•  -  \x*  4  , 

~  I  \  »•  <  4  1. 
Die  extremen  Fälle  r  —    L    1  und  ./•  —  —  1  verlangen  i 
besondere  Untersuchung.    Für  r  — -   I    1  ergiebt  sich,  wenn  /.  3 
genommen  wird. 
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n  n(l+#)» 
mithin  bei  unendlich  wachsenden  » 

Limit»  =  0. 

Für    =  —  1  wil  d 

(-1)*-! 

n  ;*(l-#)n' 
Vier  wächst  zwar  der  erste  Factor  des  Nenners  in's  Unendliche,  dage- 
gen könnte  -0"  die  Einheit  zur  Grenze  haben  und  folglich  der  Nenner 
<üe  unbestimmte  Form  x  .  0  erhalten ;  man  darf  daher  nicht  behaup- 
ten, rlass  Lim  h\,  =  0  sei.    Nach  diesen  Bemerkungen  haben  wir 

3)  1(1  +  r)  —  \x  —  \x-  4-        —  \x*  + 

-  1  O  >  f  1. 
Lässt  man  —  ./•  an  «li<*  Stelle  von  r  treten,  so  folgt 

i)         7(1  —  ./  »  —  —  \x  —  |./  -  —  \rA  —  \x* 

-  1       r  <^    *    1  : 

Bf  [HrTerenz  der  Gleichungen  31  und  1»  i>t 

-  i< * <  +  l. 

Für  x  —  ^— — 7-,  wo  z  jede  positive  Zahl  sein  darf,  folgt  weiter 

»   "=aLt?T  +  lC^)*  +  ä(ST),+. •••]• 

tod  damit  ist,  wenigstens  theoretisch,  die  Aufgabe  gelöst,  zu  jeder 
positiven  Zahl  den  natürlichen  Logarithmus  zu  finden.  Bei  kleinen 
Leithen  von  z,  wie  z.  B.  für  z  =  2  und  &  —  3 ,  ist  die  Formel  6) 
tor  numerischen  Berechnung  vollkommen  brauchbar;  bei  grösseren*, 
t  B.  schon  für  z  =  10,  convergirt  dagegen  die  Reihe  so  langsam, 
ifcs  sie  praktisch  nicht  mehr  benutzt  werden  kann. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  7(^  -f  h)  —  la  -f  7^1  +  ^  ist.  er- 
lilt  iPHn  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  8) 
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diese  Formel,  welche  auch  mittelst  des  Taylo r 'sehen  Satzes  ent- 
wickelt  werden  kann,  dient  zur  Berechnung  von  l(a  +  &)i  wenn  ^a 
bekannt  ist.  Eine  zu  demselben  Zwecke  noch  bequemere  Formel 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

,  /  f  2a-\-b 

l(a  -f  b)  =  la  +  l 


2a  +  bJ 

wenn  der  zweite  Logarithmus  rechter  Hand  nach  Nro.  5)  entwickelt 
wird,  nämlich 

8)  l(a  +  t)=l«  +  2[^+l(^),  +  i(^_)*  +  ...]. 

Diese  Formel  gilt  für  alle  positiven  a  und  b,  weil  dann 


2a  +  6 

immer  ein  echter  Bruch  ist.  Hat  man  aus  Nro.  6)  den  Betrag  von 
12  gefunden,  so  kann  man  jetzt  ? 3,  14,  16  etc.  berechnen,  indem 
man  b  —  1  und  a  =  2 ,  3 ,  4  etc.  setzt ;  selbstverständlich  braucht 
man  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  mittelst  unendlicher  Bit 
hen  zu  berechnen. 

Die  künstlichen  Logarithmen  der  Zahlen  lassen  sich  aus  deren 
natürlichen  Logarithen  auf  folgende  Weise  herleiten.  Es  ist  gleich- 
zeitig 

g  =  clt  und  z  =  b"10*', 
mithin ,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
rithmen nimmt  und  vergleicht, 

Iz  .  le  =  blogz  .  Ib  oder  Iz  =  blog  z  .  Ib, 
und  umgekehrt 

Ho(jz  =  ^-lz  —  Mblz, 
10 

wo  Mb  den  sogenannten  Modulus  des  aus  der  Basis  b  construirten 
Logarithmensystems  bezeichnet.  Für  das  Brigg'sche  System  ist 
b  =  10  und  nach  den  vorigen  Formeln 

l 10  =  2,30258509,    Ml0  =  0,43429448. 

II.  Nehmen  wir  f(x)  =  cx,  so  ist  /<*>  (x)  =  ex  und  es  bleiben 
daher  f{x),f'{x)yf"(x)  etc.  durchaus  endlich  und  stetig;  der  Mac 
Lauriii 'sehe  Satz  giebt  dann 

ex  —  B„ 

T  1         1.2     ^         ^  l  .  2  .  .  .  (n  —  1) 
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afld  zwar  ist,  wenn  p  =  n  gesetzt  wird, 


1 .  2  .  3  . . .  H 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  Lim  Rn  =  0  wird,  sobald  x 
w  endliche  Grösse  ist,  und  wenn  der  Ausdruck 


1  .  2  .  3  • . .  n 
ppn  die  Null  convergirt ;  wegen 

qp  (m)  »  +  1 

&det  die  letztere  Eigenschaft  bei  jedem  endlichen  x  statt ,  mithin 
kUmRn  =  0  und 


e1—  1  +  —  +  - — -  -|  k  .  .  .  . 


1    '   1.2  '   1.2.3  1 
Für  x  =  1  erhält  man  ein  Resultat,  welches  im  Wesentlichen 
M  dem  übereinstimmt,  was  in  §.  7  gefunden  wurde. 

Lägst  man  —  x  an  die  Stelle  von  x  treten ,  so  ergiebt  sich  aus 
fcft  9)  die  Gleichung 

U,  ~r  i  X     .      X'2  X3 

~~  1^1.2       1.2.3  ^  1 

•dflttmit  der  vorigen  durch  Addition  oder  Subtraction  verbunden 
rff&ßkann;  man  erhält 

L      e*  j.  e-x  g»  , 

!  2  ^  1.2  ^  1.2.3.4  "r 

2  1  "  1.2.3  ^  1.2. ..5 

Die  Formel  9)  führt  auch  zur  Entwicklung  einer  beliebigen 
*P«nentialgrösse  az,  wenn  nur  deren  IWis  a  positiv  ist;  man  hat 


,xla 


xla      (xla)2  (xla)* 

+  l  +  TTF  +  1.2.3 


Setzt  man  in  Nro.  9)  ex  =  e  und  nimmt  beiderseits  die  Loga- 
hmen irgend  eines  Systemes,  so  folgt  x  =  ,  mithin 

i      *  =  i  +  1  !üul  +  _L         +  . . . . 

^  1  löge  ^1.2  T 

Fn  Iiegt  die  Lösung  der  Aufgabe,  aus  dem  Logarithmus  einer 
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Zahl  die  letztere  herzuleiten.  Am  einfachsten- wird  die  Formel  h 
natürlichen  Logarithmen. 

§.  47. 

Goniometrische  und  cy ciometrische  Reihen. 

I.  Da  die  Differentialquotieriten  des  Cosinus  abwechselnd  Sur 
und  Cosinus,  mithin  jederzeit  endlich  und  stetig  sind,  so  lässt  ä 
der  Mac  Lauriu'schc  Satz  auf  den  Fall /(x)  =  C08  X  anwenden  ui 
giebt,  wenn  im  Reste  p  =  n  genommen  wird. 

1 )  t  OS  X  —  —  tW  (  };  U  7t  A-      X  ) 

1.2.3...* 

x'1   ,        r'      _  ,        |  .,  in~l) 

Aus  Abschnitt  lf.  des  vorigen  l'aragrnjiheii  weiss  man  Uta 
das*  bei  iniendlich  wachsenden  ff 

ist;  verbindet  man  hiermit  die  Bemerkung,  dass  cos(\ n  Jf 
nicht  über  das  Intervall  —  1  bis  +  1  hinausgeht,  so  gelangt  raai 
der  Formel 

a>*    .  x4 

2)  cosx  =  1  —           H   4- 

}  1.2^1.2.3.4       1 . 2 ...  (5  ^ 

welche  für  jedes  endliche  %  gilt. 

II.  Auf  ganz  ähnlichem  Wege  findet  man 

3)  sin  x  —  -  2  ,^3  . , . »  *fW  ( 2 «  *  +  **) 

  .r  .r:t  .r""1  .  (n-1 

—  T       1.2.3  f  1.2...5      "  '  +  l.2...(»— 1)  2 
und  bei  unendlich  werdenden  /? 

4)  sin  *  =  T  —  — —  + 


...» 


1        1.2.3    1    1  .  2  ...  5 

Dh  sich  aus  sin  i  und  cos  x  die  übrigen  goniometrischen  Fun 
neu  des  Rögens  x  herleiten  lassen,  so  ist  hiermit  das  Probien^ 
Berechnung  aller  goniometrischen  Functionen  gelöst,  Uebrigen* 
den  wir  spater  noch  besondere  Reihen  für  tnnx,  rof  .r.  ,sv<  / 
>jäcx  entwickeln. 
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III.  Um  das  Theorem  von  Mac  Laurin  auf  deu  Fall  f(x) 
-iircsinx  anzuwenden,  lassen  wir  zunächst  w  -f  1  an  die  Stelle 
von  r  treten  und  schreiben  demgemäss 

=/(0)  +  —  x  +  —x-  -+••••  +  j-^*  • 

Aus  der  in  §.  14,  Nro.  7)  entwickelten  Formel 
/(*  +        —  Dl  + 1  orcsu!  = 
1.3.5.. .(2t— 1)(        l(k)i   1 — jt  1.3(Ar)a       flzgY  \ 

m-*YVl-X*\       2k~l  l+*     (2*— 1)(2*-3)\1+*/ 
(riit  nun  zunächst  hervor,  dass  /(#),  f"(x)  etc.  endlich  und 

letig  bleiben  so  lange  x2  die  Einheit  nicht  erreicht;  wir  müssen 
^her  —  1  <  #  <;  4*  1  voraussetzen.  Die  genannte  Formel  liefert 
lehdieWerthe  von  f  (0) ,  /" (0)  etc.,  doch  kann  man  dieselben  kür- 
ir  aus  der  Relation 


t    w  -  r=r^ 


Matal  (§.  14,  Nro.  6);  es  folgt  nämlich 

I  fk  +  2)(0)  =  fc*/W(0) 

«am,  weil  /(0)  =  0  und  /'(0)  =  1  ist, 

f'l'O)  =  0  ,   /IV(0)  =  0       ,  7^(0)^0 

Ao)  —  l«,   /v  (0)  =  12.32,   /VII(0)  =  l*,3*.5*  .... 

Denken  wir  uns  n  als  ungerade  Zahl,  so  haben  wir  bis  jetzt  fol- 
fatles  Resultat 

—  f.  _l  L  5!  _i_  Iii  £!  _i_  1  .  3  . . .  (w  —  2)  a-n 

""1  +  2  "3+2.4  5  +  "  "  +2.4...(w— 1)  "n  ' 

dches  noch  durch  eine  Discussion  des  Restes  zu  vervollständigen 
.  Wollte  man  letztere  auf  die  bisherige  Weise  ausführen,  so  würde 
to  eine  etwas  complicirte  Untersuchung  anstellen  müssen;  wir 
tatzen  daher  ein  anderes  Verfahren.  Dieses  beruht  auf  derBemer- 
Hg,  dass  der  DifFerentialquotient  von  aresin  x  eine  algebraische 

tnetion,  nämlich  gleich  der  Potenz  (1  — x2)~*  ist  und  dass  folglich 
r  Üifferentialquotient  der  Gleichung  5)  mit  einer  nach  dem  bino- 
when  Satze  vorgenommenen  Entwickelung  übereinstimmen  muss. 
n  diesen  Gedanken  auszuführen,  bezeichnen  wir  den  Rest  i?„+i, 
fj^enfalls  von  x  abhängt,  mit  und  setzen  n  ~  2m  —  1  ; 

ist  dann 
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nS  •  x    .    1  x3   .    1 .3  x5  . 

6)         arcsinx  =  —  H  4-  _l  .  .  .  . 

'  1    '    2   3    '   2.4  5  ' 

,    1.3.5...(2w/-3)  z2'«-1  , 

.  .  .  J  i  1  L  Q>(jr| 

x  2 . 4 .  6 . . .  (2  m  —  2)  2  m  —  1  * 
und  durch  Differentiation 

2.4.b...(2«i  —  2) 

Andererseits  ist,  wenn  man  in  Formel  9)  des  §.  45  —  *M 
a:  setzt, 

1       =  1  +  Igt  +  14*4  +  


V^l-S*  2  2.4 

1  .  3  .  5  ...  (2  m  —  3)  ,  . 
.  .  .  .  J  ,  i  Lx2m  i 

X  2  .  4  .  6  ...  (2  m  —  2) 

1.3..(2m-l)  (  2m+J  (2m+l)(2m  +  3) 
^2.4. ...(2m)  I  ^2w  +  2  T  (2m  +  2) (2m  +  4) 
und  nun  giebt  die  Vergleichung  beider  Resultate 

<*>'(*)  = 

1.3..(2m-l)  j  2m  +  1  ^2  (2m +  1)  (2m +  3) 
2.  4....  (2m)  I   ~2m  +  2     ~  (2  m  +  2)  (2m  -f  4) 

Aus  den  Gleichungen  6)  und  7)  gelit  ferner  hervor,  dass  91 
und  <p'(x)  innerhalb  der  Grenzen  — 1  und  -|~  1  endlich  und  st« 
bleiben;  zur  Ermittelung  von  cp(x)  lässt  sich  daher  das  Theorem 

<p(x)  =  qp(0)  +  xcp'(&x) 

benutzen,  und  zwar  giebt  dies,  weil  qp(O)  =  0  ist, 

1  .3. ..(2m—  1)         .,    ,  ,  I    .  2m  -f-  1  , 

(2m +  1)  (2m +  3)  ^,,1 
T  (2m  +  2)  (2m  +  4)  T  I 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe  liegt  zwischen  Null  u 
1  +  -f  -(-...  =  _ 

1  —  t7 

sie  kann  daher  mit 


»sc*1 
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!  .  1  —  &*x* 

^zeichnet  werden,  wo  s  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  ech- 
ten Brach  vorstellt.  Zufolge  des  hiermit  gefundenen  Werthes  von 
f  ix)  ist  nun  nach  Nro.  7) 

1.3.  5...  (2w  —  1)  t»imxim  +  l 

?  aresmx  —  

2.4.6  (2m)        1—  &*x* 

,1  ,  lg»  .   1.3i»  .  1.3...  (2m  — 3)  r-"»-1 

1  +  2   3  +  2  .  4  5  +  '  '  '  +  2  .  4  . . .  (2m  —  2)  2m  ~  1  ' 

Die  hier  vorkommende  Reihe  zählt  m  Glieder  und  wird  unend- 
lich für  m  =  x;  wegen  x-  <C  1  ist  in  diesem  Falle  IAmxlm  —  0, 
während  1  —  -fr2  x1  immer  von  Null  verschieden  bleibt.  Hieraus 
folgt  sehr  leicht,  dass  sich  der  Rest  der  Grenze  Null  nähert  und 
fc*  mithin  die  Gleichung  besteht : 

ül       .  x       1  x {   .    1 .  3  x*       1  .  3  .  5  x7 

—  1  <  x  <  +  l. 

Für  x  —  +  1  verliert  diese  Schlussweise  ihre  Gültigkeit ;  der 
Rest  erhält  nämlich  die  Form 

.    1  .3.  5...  (2m  —  1)     6  fr"» 
—  2.4.6  (2m)      '  1  — 

^besteht  aus  zwei  Factoren,  deren  erster  zwar  gegen  die  Null 
anvergirt,  von  denen  aber  der  zweite  unendlich  wird,  falls  #  die 
Einheit  zur  Grenze  hat,  was  man  nicht  wissen  kann.  Wir  stellen 
er  noch  folgende  Betrachtung  an. 

Bezeichnet  u  einen  Bogen  des  ersten  Quadranten,  so  gilt  die 

Gleichung 


un 


i          \  /  1  — cos  u     i     i  •    \  f 1 

\u  =  y   oder  .}  m  ==  aresin   y  — 


m 


2 

*orin  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist;  für 
ku  =  x  wird  cos  u  =  V"l  —  x'*,  u  —  aresin  x,  mithin 

10)      \  aresin  x  =  aresin  y  =  aresin  y, 

robei  y  eine  von  selbst  verständliche  Abkürzung  vorstellt.  Wäre 
l0n  die  Gleichung  9)  auch  nur  für  alle  Werthe  von  x  —  0  bis  x 

bewiesen,  so  könnte  man  doch  die  rechte  Seite  von  Nro.  10) 
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-i  rY 

entwickeln,  du  hier  y  das  Intervall  0  bis  \  j  durchläuft,  wenn  % 
von  0  bis  1  geht;  demgemäss  ist  _____ 

l  mrsw  #  =  V   2  I  2  ' 

Das  erste  Glied  lässt  sich  für  alle,  die  Einheit  nicht  überstei- 
genden  Werthe  von  X*  in  eine  Potenzenreihe  verwandeln ,  wie  For- 
mel  11)  in  §.  45  zeigt;  dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Gliedern,  wenn 
man  beide  Seiten  der  erwähnten  Formel  der  Reihe  nach  auf  die  3te 
5te  etc.  Potenz  erhebt;  man  hat  daher 

i  arcmnx  =  |*  +  iTi*3  +  5m*8  +  

+  UI*8  +  h&  +  ••••) 

+  ; 

Diese  Doppelreihe  erfüllt  alle  Bedingungen,  welche  nach  §.  41 
nöthig  sind,  um  die  Reihenglieder  in  Verticalcolonnen  Bummiren d 
dürfen ;  vereinigt  man  daher  die  unter  einander  stehenden  Glieder 
und  multiplicirt  nachher  mit  2,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 
11)  aresin  x  =  x  +  Ja?Ä  +        M  1 

und  zwar  gilt  dieselbe  von  x  =  0  bis  x  =  1  oder  auch  von 
bia  x  —  _|_  i ,  da  beide  Seiten  immer  gleiche  Vorzeichen  besitzen 
Zufolge  des  in  §.  44  bewiesenen  Satzes  muss  die  jetzige  Entwicke 
lang  11)  mit  der  früheren  9)  identisch  sein;  formell  gelangt  w 
also  zu  keinem  neuen  Resultate,  wohl  aber  erfährt  man,  das.  d* 
Gleichung  9)  auf  das  Intervall  x  =  -  1  bis  X  =  +  1  ausgedeh* 

werden  darf,  wenn  sie  früher  auch  nur  von  X  =  0  bis  x  =  |  j 

gegolten  hätte. 

Giebt  man  dem  X  einen  solchen  Zahlwerth,  du»  arcsmi^ 
bekannten  aliquoten  Theil  der  Kreisperipherie  ausmacht,  so  «*» 
man  in  jedem  Falle  eine  Reihe  zur  Berechnung  der  Lndolp.«* 
Zahl;  so  ist  z.  B.  für  x  =  \ 


*  _  1  Vi  .  J_  +  hl  ■  -L-  + 


.  •  •  • 


g-  — "2  ^"2    3.2*  ^  2.4  5.2* 
Die  Specialisirungen  *  =  \'  |  und  *  =  1  liefern  ähnlich 
Reihen,  jedoch  ronvergiren  letztere  zu  langsam  für  die  numerisch 
Berechnung. 


Digitized  by  Google 


und  cyclometrische  Reihen.  225 

Aas  Formel  9)  läset  sich  endlich  noch  eine  Reihe  für  arccos  x 
ableiten,  wenn  man  von  der  Beziehung 

arccos  x  —  \  n  —  aresin  x 

Grbrauch  macht. 

IV.  Die  in  §.  14,  IV.  entwickelten  Formeln  zeigen,  dass  die 
)ifferentialquotienten  von 

f{x)  —  aretan  x 
ht jedes  endliche  X  continuirlich  und  endlich  bleiben;  ferner  ist 

/M(o)  =  o ,  /f" +1>(o)  =  (—  iy  1 . 2  . 3 . . .  (2*), 

mitbin  nach  dem  Theorem  von  Mac  Laurin  für  p  —  n 

(_  l)n-lx»  f  1\ 

aretan  x  ,  r  sin  (  n  aretan  -r—  ) 

nV(l+Wxt)*       \  **) 

=         S«8  +   +  (—  1)  — ^"ZTi"- 31 

Der  absolute  Werth  von  — =====  beträgt  weniger  als  der 

Vi 

blute  Werth  von  s ;  der  Ausdruck 

 x^  2.  /       's  \" 

nV(l  +#2^2)«  ~~  w\Vi 

mvergirt  also  bei  unendlich  waohsenden  n  gegen  die  Null,  wenn 

^(n^")  =  °  *ßt'  Und  letzteres  fina<et  b°  lang°  8^tt  als  der 
feoiute  Wertli  von  x  die  Einheit   nicht  übersteigt     Da  ferner 
aretan  das  Intervall  —  1  bis      1  keinenfalls  überschrei- 

t,  so  hat  der  Rest  unter  den  vorigen  Bedingungen  die  Null  zur 
rcnze,  und  mithin  ist 

•)  aretan x  •=  \x  —  \x3  +  \xb  —  , 

—  l  <:  x  <  +  l. 

Im  Fall  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Einheit  beträgt, 
um  man  die  Gleichung 

l 

V         aretan  x  —  \it  —  arecotx  =  \n  —  aretan  — 

2  2  x 

'nutzen  und  aretan  —  nach  der  obigen  Formel  entwickeln ;  dies 

x 

*ty  a;  ah  positiv  vorausgesetzt, 

11  1  , 

aretanx  =~  \-  — -  —  — -  +  •  •  •  • 

2       #       3#3  6xb 

0  >  1. 

Schlömllch,  Analyst   I.  *  15 
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Bei  negativen  x  sind  beiderseits  die  Vorzeichen  umzukehrt 
Durch  die  Formel  13)  erledigt  sich  auch  die  Entwickelung  v 
arccot  x. 

In  dem  speciellen  Falle  x  =  1  geht  die  Gleichung  12)  über 

4  W    1  3   T  5  7     I  ' 

dieses  Resultat  ist  indessen  nur  formell  merkwürdig  und  eignet  si 
wegen  der  ausserordentlich  langsamen  Convergenz  der  Reihe  nM 
zur  numerischen  Berechnung  von  n.  Bequemere  Formeln  erhält  m 
dadurch ,  dass  man  \  n  in  zwei  oder  mehrere  kleinere  Bögen  zerii 
und  diese  einzeln  berechnet.  So  erhält  man  z.  B.  nach  Forme! 
in  Abschnitt  II.  der  Einleitung 

\n  =  arctan  \  +  arctan  §, 
\n  =  arctan  |  +  arctan  \  +  arctan  |, 
und  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  leicht  nach  Formel  12) 
rasch  convergirende  Reihen  verwandeln. 

§.  48. 

Die  Metbode  der  unbestimmten  Coefncienten.  | 

Bei  Functionen,  die  irgendwie  aus  sogenannten  einfachen  Fol 
tionen  zusammengesetzt  sind,  gelingt  es  nicht  selten,  direct  das  Int 
vall  zu  bestimmen,  innerhalb  dessen  eine  Reihenentwickelung  für 
zusammengesetzte  Function  existiren  inuss;  in  solchen  Fällen 
die  Restuntersuchung  unnöthig  und  sind  nur  noch  die  Coefficie 
der  Reihe  zu  ermitteln.  Hierzu  benutzt  man  oft  mit  Vortheil  e 
vom  Mac-Laurin'schen  Satze  unabhängiges  Verfahren,  da?  i 
Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  die  Coeflicienten  vorläufig  unl 
stimmt  zu  lassen  und  sie  durch  irgend  eine  Eigenschaft  der  gegei 
nen  Functionen  erst  später  zu  bestimmen,  wie  dies  schon  in  §.  7 1 
schehen  ist;  gewöhnlich  leisten  hierbei  Differentiationen  gute  Dieusl 
Das  Detail  des  Verfahrens  wird  man  aus  den  folgenden  Beispiel 
ersehen. 

I.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraph 
mit  sich  selbst,  was  nach  §.41  ohne  Weiteres  erlaubt  ist,  so  gelan 
man  zu  dem  Resultate 

(arcsinx)'2  =  x2  4-  \x*  +  %-x*  +  ••••, 
welches  für  alle,  das  Intervall  —  1  bis  -|-  1  nicht  überschreitende 
gilt.   Das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  tritt  aber  bei  jener  Muli 
plication  nicht  klar  zu  Tage  und  würde  auch  nach  dem  Mac- La' 
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rin'schen  Satze  schwer  zu  finden  sein,  weil  hier  ßn)(x)  ein  äusserst 
complicirter  Ausdruck  ist ;  wir  setzen  daher  vorläufig 

l)         (aresin  x)*2  =  o.2  x2  +  «4  ^4  +  <**  *6  +  , 

—  1  <  x  <  -f  1. 

Aehnlich  verhält  sich  die  Sache,  wenn  man  die  Reihe  für  aresin  x 

l 

mit  der  Reihe  für  (1  — #2)  *  multiplicirt ,  wobei  nicht  zu  übersehen 
ist,  da88  die  letztere  nur  unter  der  Bedingung  —  1  <^  x  <T  -f-  1 
«luvergirt;  man  erhält  dann  eine  Gleichuug  von  der  Form 


aresinx 

:  =  bi  x  +  bg  x*  +  &5  x->  -f-  t 


Vi  —  ^2 

- 1<*<  +  Ii 

nnd  auch  hier  ist  das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  nicht  näher 

takannt. 

Um  nun  alle  a  und  b  zu  bestimmen,  differenziren  wir  die  Glei- 
chuug 1)  und  erhalten 

0,        2  aresinx      ft         ,  ,  ,    _      ,  . 

V  1  —  x2 

diese  Differentiation  ist  erlaubt,  weil  sowohl  die  ursprüngliche  als 
die  abgeleitete  Reihe,  welche  letztere  mit  Nro.  2)  übereinstimmen 
eis?,  innerhalb  des  Iutervalles  —  1  bis  +  1  convergiri  Multipli- 

ort  man  die  Gleichung  3)  mit  Y  1  —  x-  und  differenzirt  noch  ein- 
mal so  wird 

^        ==  (1.2a2  +  3.4a4x2  +  5.6aötf<  +  ■  •  -)V  1—  x* 

x 

—  (2^0-  +  4cfja?3    +  +  •  •  •).,  ; 

K  1  —  X'2 

nach  Multiplication  mit  yl—x2  verschwinden  die  Radicale  und  es 
tasen  sich  dann  alle  negativen  Grössen  auf  die  linke  Seite  schaffen, 
wodurch  bei  gehöriger  Zusammenziehung  folgende  Gleichung  entsteht : 

1.2a,  +  3 . 4  a4      +  5  .  6  ac  x*  +  

=        2  +  +  ^aAx*     +  •  •  •  • 

Die  Vergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x 
giebt  nun 

2?  22 
«2=1,    ««  =  «,_  =  _, 


42  2*. 4« 

-,  u.  s. 


a6=^5T6  =  3T4T5T6'U-  S  W 
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überhaupt  für  jedes  ganze  positive  Je 

22.42.62...(2fc  —  2)2  _  2.4.6...(2fc  — 2)  _1 
a'2k  —     3.4.5.6...(2fc)      ~"  3.5.7...(2fc-l)'  *' 

und  demgemäss  haben  wir  nach  Nro.  1) 

.    v.      x2   ,    2  x*  .   2 . 4  a*  . 
4)  (aram*)'  =  T+  n+  U3+""' 

—  1  <  a?  <  +  1. 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  sich  auf  ähnlichem  Weg. 
auch  die  höheren  Potenzen  von  aremxx  entwickeln  lassen;  die  Coei 
ficienten  werden  aber  weniger  einfach. 

Substituirt  man  die  Werthe  von  ,  a{ ,  afi  etc.  auch  in  die  Glei 
chung  3),  so  erhält  man  noch 

aresin  x  .2  2.4 

-  1  <  x  <  +  1. 

Dieses  Resultat  gewinnt  eine  bemerkenswerte  Form,  wenn  raa 

s& 

x  =    ,  mithin    aresin  x  —  aretan  z 

Vi  -f*2 

setzt;  es  wird  nämlich 

0     r    ,  2     ts2      ,  2.4  /  ^  V. 

6)  flrtflll,=_[i+T_  +  0 ^-^j  +• 

Mit  Hülfe  der  schon  in  §.  47  benutzten  Gleichung 

i  7t  =  aretan  \  -f  aretan  § 
findet  man  z.  B.  aus  Nro.  6) 

4       10  L  ^  3  10  ^  3.5  \10/   ^3.5.7  \10/  x  J 

3  [      2  1       2.4  /J_y      2.4.6  ] 
^  10  L  r  3  10  r  3.5  \10/   r  3.5.7  \10/  T  J 

wonach  die  Berechnung  von  jr  sehr  leicht  ist. 

EL  Zufolge  der  in  §.  47  für  den  Cosinus  eines  beliebig« 
Bogens  gefundenen  Reihe  hat  man 

,        .    v  [i2 ( aresin  x)2  .  u4  (aresin  xY 

cos  (ji  arcsm  x)  =  1  —  r  v  -  - — —  -f  —  

1.2         1  1.2.3.4 

» 

oder  auch,  wenn  man  die  Potenzen  von  aresin  x  entwickelt, 
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Ii* 

cos  (n  aresin  x)  ==  1  —       (x*  -f  §  z*  -f  ^  s6  +  «  •  ■  • ) 

 S—  Ca;«  j.  ....  \ 

720  K    T  J 

+  

Alle  hier  vorkommenden  Horizontalreihen  convergiren  von 
irr  —  1  bis  x  =  +  1,  ferner  convergirt  die  Reihe  der  Horizontal- 
jommen  (die  vorige  Reihe)  und  sie  behält  ihre  Convergenz  auch  in 
dein  Falle,  wo  man  den  Gliedern  gleiche  Vorzeichen  giebt;  es  sind 
also  die  Bedingungen  erfüllt,  unter  denen  die  Doppelreihe  nach  Ver- 
ticalcolonnen  geordnet  werden  darf  und  folglich  ist 

miparesinx)  =  l  —  ^x*  +  ^T/^'s4 

720  T 

oder  mit  anderen  Worten,  es  existirt  eine  Reihenentwickelung  von 
der  Form 

7)   cos    aresin  x)  =  1  —  A2x2  +  A4x*  —  AGx«  +••••, 

—  1  <  x  ^  +  L 

Durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von 
hü  man  noch 

«    cos  (u  aresin  x)       ,       _    .       _  _    _  , 

V  1  —  a?2 

-  1  <  X  <  +  1. 

Ganz  ähnliche  Betrachtungen  knüpfen  sich  an  die  Function 
sin  (p  aresin  x) ;  diese  kann  zunächst  in  die  einfache  Reihe 

Ii  aresin  x        ^(an-sinx)*      (ib(arcsinx)b  _ 

1  1.2.3     ~*~  1.2.3.4.5 

verwandelt  werden,  welche  nach  Entwickelung  der  Potenzen  von 
arainx  in  eine  Doppelreihe  übergeht.  Letztere  genügt  den  Bedin- 
gungen, unter  denen  die  Anordnung  nach  Verticalcolonnen  erlaubt 
ist,  und  so  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form 

9)         sin (fi  aresin x)  =  (ix  —  Azx*  -\-  A6xb  —  

—  1  <  x  <:  +  1; 

durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von(l—  x2)~*  folgt  noch 


% 


Digitized  by  Google 


230  Cap.  VII.  §.  48.   Die  Methode  der 

.  sin  ( a  aresin  x)  ^    .   .    _  . 

10)  — 7  =       —  B*x*  +  JS5£6  —  

Vl—xi 

—  1  <  x  <  +  1. 

Um  nun  die  Coefficienten  zu  bestimmen ,  differenziren  wir  die 
Gleichung  7)  und  erhalten 

,„v      n  sin    aresin  x)       n  . 

11)  n   — -  —  2A,  x  —  4AAx*  4-  6i46a;0  —  ; 

die  Befugniss  zu  dieser  Differentiation  liegt  darin,  dass  sowohl  die 
ursprüngliche  als  die  abgeleitete  Reihe  11),  welche  letztere  mit 
Nro.  10)  übereinstimmen  muss,  zwischen  —  1  und  -\~  1  convergin 

Wir  multipliciren  ferner  die  Gleichung  11)  mit  Vi  —  x2  und  diffe- 
renziren noch  einmal;  das  Ergebniss  ist 

u2  cos(u  aresin  x) 

Vi-*8   

=  (1.2^2  —  3AA4x*  4-   )  Vl—z* 


—  (2^l2 x  —     4^4z3  4-     6i4«a;B  —  -••.) 


x 


oder  nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  V  1, —  x2  und  gehörige! 
Zusammenziehung 

12)  >  p2  cos{p  aresin  x) 

=  1.2  A2  —  3.4^4  a;2  4-  5.64,      —  7.8^^  +  •  •  • 
—    2*4  tf>  4-    4*4  s4  —    6M6*6  4  

Diese  Entwickelung  kann  nicht  verschieden  von  Nro.  7)  sein 
substituirt  man  in  Nro.  12)  für  eos(n  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reih* 
und  schafft  die  zweite  Reihe  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite,  so  ha 
man 

V  —  Ü"2  —  2*)it**»  4-  (|ti2—  42)4.r4  —         6*)4#4  4  ■ 
=  1.24  —  3.4ii4g*  +         5.64**  —         7.84s«  4  •  < 
mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficienten 

A    —    &         A    —  A    ^~2'2  —  f*a(ft'-2a)  1 
^2  -    j  2  .    Aa  —  A*  -y-j-  _    x  2  3  4  . 

A  =  A   f  ~  -  -  ^(^2-  22)  fc2-4?) 
^         4     5.6     "         1.2.3.4.5.6  ' 
Zufolge  dieser  Werthe  ist  nach  Nro.  7) 

13)  eos(fi  aresin  x) 

1.2     T   1.2.8.4  1.2. ...6 

—  1  g  »  <  4-  1, 


Digitized  by  Google 


unbestimmten  Coefticienten.        ,  231 

und  oach  Nro.  11) 

.  sin     aresin  x) 

»J  — — 

Vl  —  x* 

H  ^—Of)  pfal  _  2*)  ftl*  —  41)  . 

1  1.2.3  1.2. ..5 

I  -  1  <  x  <  +  1. 

Die  Coefficienten  der  beiden  übrigen  Reihen  8)  und  9)  bestim- 
men sich  durch  ein«  .«ehr  ähnliche  Rechnung.  Man  differeuzirt  zu- 
flickt die  Gleichung  9)  und  erhält  ' 

1,    '«"^»'^r-sA^+SA***  , 

V  1  —  x- 

was  mit  Nro.  8)  übereinstimmen  muss ;  man  multiplicirt  ferner  mit 
Vi— x3,  differenzirt  und  multiplicirt  wieder  mit  yl  —  x*\  dies 

m 

(iQ  sin  (ji  aresin  x) 
=  2.3A3x  —  4.bJ*x3  -h  6.7^M5  —  •  •  •  • 
-f  ftje  —    3*A3x*  +    5U5x6  —  

Substituirt  man  für  sin  (paresi nx)  die  ursprüngliche  Reihe  9) 
twl  vergleicht  dann  die  beiderseitigen  Coefficienten,  .so  gelangt  man 
KrKenntniss  von  AS}  Ab  etc.  und  überhaupt  zu  folgendem  Resultate 
15 1  sin  (n  an  s  in  x) 

—  —  X  —   X     -  r~   X    —  •  •  •  •  . 

1  1.2.3  1.2.3.4.5 

-  1  <*<  +  l; 

endlich  giebt  die  Gleichung  15) 

i,v  cos  (u  aresin  x) 
tii    — — 

Vi-** 

=  i  _  ,2  jl  (^-l2)(^-3^)  ^  _  

1.2  1.2.3.4 

-KK+1. 

Nicht  selten  ertheilt  man  den  Gleichungen  13)  und  14),  16)  und 
kleine  goniometrische  Form,  indem  man  aresin  x  =  m,  mithin  x 
^Sku  setzt;  dem  Intervalle  x  ~  —  l  bis  X  =  4"  1  entspricht 
tarn  das  Intervall  u  =  —  J*  bis  U  =  +  \n,  und  unter  der  ge- 
meinschaftlichen Bedingung 

—  \n  <*  <  +  |« 

gelten  bei  jedem  f*  folgende  vier  Gleichungen: 
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i  /i .          *rw  (M  nrvfin  x) 
1         "Vi-*     =       ~  ****  ~   

-1<*<T1. 
Um  nun  die  Coefficienten  zu  bestimmen,  difTerenziren  wir  die 
Wmchung  7)  und  erhalten 

ln     fi*Mp  aresin  z) 

}    '   \fT^*T~  =  2AjX  ~  4A*X*  +  eA*xh  i 

die  Uefugni»«  zu  dieser  Differentiation  liegt  darin,  dass  sowohl  die 
urAprunghche  als  die  abgeleitete  Reihe  11),  welche  letztere  mit 
Nro.  \U)  übereinstimmen  muss,  zwischen  —  1  und  +  1  convergirt 
Wir  multipharen  ferner  die  Gleichung  11)  mit  VT^tf  und  dirTe- 
ransiren  noch  einmal;  das  Ergobniss  ist 

cos aresin  x) 
V  1  — 

—  (1.2-4,  —  '6AA^  +  5.6A^4  )  ]/T^75 

-  (24,  a?  -     4^*3  +     6^5  )  g 

 Vi—«» 

mW  midi  beiderseitiger  Multiplication  mit  VT^tf  und  gehöriger 
/'Umunimui/.iohung 

(*>Q  cos (p  aresin  x) 
1  .Sjfa  —  8.44«  «>  -f-  5.64*0«  -  7.848z«  +  .... 
—    2M,  .r*  4-    4*^  a?<  —    6M6     +  • .  • 
Www  Knl  wiokolung  kann  nicht  verschieden  von  Nro.  7)  sein; 
Hub  -htmd  ,„„„  inNro.12)  für  cosQi  arm«  x)  die  ursprüngliche  Reihe 
und  „hftffl  d„  tw«te  Reihe  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite,  so  bat 

5.6.1,..,.«  _  7.8.4.^4-.- 
mhWm  <l.ml,  WrpWInm«!  der  Cocffirientea 

IJ  3.4  1.2.3.4  ' 

.4,   -  .4,  "*~4?  -  P*tit'-2»,fo«-4«.  . 

NN  rthe  i$i  nach  Nr\\  Ti 


■   ■  •  • 
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und  nach  Nro.  11) 

sin  (p  aresin  x) 
Vi—  xa 

,£  n^-ny-^  

1         1.2.3        +  1.2.. .5 

—  1  <  a:  <  +  1« 

Die  Coefficienten  der  beiden  übrigen  Reihen  8)  und  9)  bestim- 
m  sich  durch  ein«  «ehr  ähnliche  Rechnung.  Man  differenzirt  zu- 
aefet  die  Gleichung  9)  und  erhält  ' 

m  mit  Nro.  8)  übereinstimmen  muss ;  man  multiplicirt  ferner  mit 
fi-x2,  differenzirt  und  multiplicirt  wieder  mit  Vi  —  **;  dies 

fi2  sin  Qi  aresin  x) 

=  2.3^3«  —  4.5A6x*  4-  6.7^7*5  —  

+  fix  —    32i3x3  4-    5M5.r6  —  •  •  •  • 

Sabstituirt  man  für  sin  (fi  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reihe  9) 
•ad  vergleicht  dann  die  beiderseitigen  Coefficieutcn,  ho  gelangt  man  * 
RiKenntniss  von  A3,  Äb  etc.  und  überhaupt  zu  folgendem  Resultate 
Mj  sin  (u  aresin  x) 

1  1.2.3  1.2.3.4.5 

—  1  <*  <  +  lj 
ich  giebt  die  Gleichung  1 5) 

cos  (ß  aresin  x) 
Vl—x* 

=  ,  -V±ZHX>  +  »'-Ufr' -3«)^  _  

1.2        T  1.2.3.4 

—  1  <*<  +  l. 

Nicht  selten  ertheilt  man  den  Gleichungen  13)  und  14),  16)  und 
")  eine  goniometrische  Form ,  indem  man  aresin  X  —  «,  mithin  X 
~mu  setzt;  dem  Intervalle  X  =  —  l  bis  =  +  1  entspricht 
Waas  Intervall  u  =  —  \lt  bis  u  =  +  \n,  und  unter  der  ge- 
Deinschaftlichen  Bedingung 

-i*<«<  +  J« 

^lten  bei  jedem  ft  folgende  vier  Gleichungen: 
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18)  cosiiu  =  1  —  f-^tin'u  +    t  2  3  ±  8in*u 

p>(p*--2»)  ft*»  — 4*)  . 

1.2.... 6  Sm°U  + ' 

19)  fte  =  tHnu  _  tiE^psin,« 

cosu        1  1.2.3 

.     f*(^2-22)  (^^42)  . 

-4-  — —  —   sin°  u  —  •  •  •  • , 

T  1.2...  5 

20)  sttifiu  =  vwnw  —     f  o  o    ^  M 

1  1  .  &  .  o 

^2-1*)  3«)  .  5 

4-  —  —   sew5  tf  —  •  •  •  •  i 

^  1.2.3.4.5 

21)  — =  1  —  t-——stn2u  +  vr    1  .  ^   .  -sw**-« 

cosu  1.2  1.2.3.4 

Dabei  ist  nur  zu  merken  ,  dass  die  Formeln  18)  und  20)  aui 
für  U  =  +  \  tc  richtig  bleiben,  während  dann  die  beiden  übrigi 
ihre  Gültigkeit  verlieren. 

Nimmt  man  für  (i  eine  gerade  Zahl,  so  brechen  die  in  18)  ■ 
^19)  vorkommenden  Reihen  ab,  d.  h.  sie  werden  zu  endlichen  Reib« 
deren  erste  aus  \  p  -f-  1 ,  und  deren  zweite  aus  §  Gliedern  bestei 
Man  kann  sich  in  diesem  Falle  leicht  überzeugen,  dass  jene  Gl 
chungen  für  alle  u  bestehen.  Ist  nämlich  k  irgend  eine  ganze  Zal 
v  ein  Bogen  des  ersten  Quadranten,  und  bezeichnet  qp(w)  die  Sumi 
der  Reihe,  so  hat  man,  weil  sin{kn —  v)  =  ±  sinv, 

(p(k7t  —  v)  =  y(v)  =  cos  nv  =  cospQ'it  —  v) 
oder  (p(to)  =  cospw,  wo  w  =  kn  —  v  jeden  beliebigen  Bogen  vc 
stellen  kann.  Eine  ähnliche  Schlussweise  gilt  für  die  Formel  1! 
Nicht  minder  leicht  ist  einzusehen ,  dass  bei  ungeraden  fi  die  Gi 
chungen  20)  und  21)  allgemein  richtig  bleiben.  Damit  kommt  m 
auf  dieselben  Resultate,  welche  bereits  am  Ende  von  §.  7  angcdeul 
wurden. 


§.  49. 

Die  unendlichen  Producte  für  Sinus  und  Cosinus. 

Wenn  die  ganze  rationale  algebraische  Function  »ten  Grade* 

1)  /(#)  =  Oo  +  «i  x  +  <h  x2  +  *  '  *  +  an  X* 

für  n  specielle  Werthe  von     nämlich  für  x  =  xx ,     ,  .  .  .  xn  v< 
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schwindet,  so  lässt  sich  dieselbe  auch  in  die  Form  des  Productes 
8)  /(*)  =  aH(x  —  x,)  (x  —  Xt)  .  .  .  (X  —  xn) 

bringen,  wie  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  bekannt  ist. 

Dieser  allgemeine  Satz  kann  auf  die  Formeln  des  vorigen  Para- 
graphen angewendet  werden  und  fuhrt  dann  zu  vier  neuen  Formeln, 
von  denen  wir  wenigstens  eine  entwickeln  wollen.  Unter  der  Vor- 
aussetzung eines  ungeraden  ft  und  für  sin  u  =  x  ist  nach  Nro.  20) 

fl  Sinti  u 

JJ   :   » 

H  sinu 

,     =  1  -  A3x*  +  Abx*  h  (-l)i^-i)^xiu-i^ 

and  da  rechter  Hand  eine  ganze  Function  (fi —  l)ten  Grades  vor- 
kommt, so  hat  man  auch 

n  sinuu 

v  — : — 

ft  sm  u 

=  (- 1)^-°^  (*- ....(* -  *,,_,), 

wobei  &i  i  35j  j  diejenigen  fi  —  1  speciellen  Werthe  von  x 

bezeichnen,  für  welche  die  rechte  Seite  der  Gleichung  3)  verschwin- 
det. Setzt  man  u  =s  0,  so  wird  auch  x  =  0  und  die  Gleichung  4) 
geht  über  in  " 

1  =  (-  1)^-%  .  .  .  .  (-9^)1 

fonit  dividiren  wir  in  Nro.  4)  und  erhalten 

sin  jiu 
H  sin  u 

~~  (*"~  ~xZ)         ^)  (*     *a)        \      ^_i)  * 

Sowie  nun  x  den  Sinus  von  u  bedeutete,  so  lassen  sich  auch  xXt 
ht  • . .  als  die  Sinus  gewisser  Bögen  U\ ,  Hg ,  •  .  .  an- 

sehen, und  daher  ist 

5)  sin  f  g 

fi  sin  1* 

|       =  r_?inu\  (^0**.)  ....  L_  )  . 

\      smu\/  \      sinu^J  \  smUp_l/ 

Hier  sind  tt|,  14, ,  .  .  .  ufi_  t  diejenigen  Specialwerthe  von  t4,  für  wel- 
che die  rechte  Seite  der  Gleichung  3)  und  folglich  auch  deren  linke 
^ite  verschwindet ;  die  letztere  Bemerkung  führt  augenblicklich  zur 
Kenntniss  jener  Bögen,  denn  die  linke  Seite  verschwindet,  wenn 

sinuu  =  0  wird,  d.  h.  wenn  u  einen  der  folgenden  (i  —  1  Werthe 

erhalt: 
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2tt 


3jt 


•  •  •  — —  - — . — . . 


P  t*>  P 

Nach  Substitution  derselben  kann  man  in  Nro.  5)  je  zwei  Facto- 

reu  zusammenziehen  und  zur  Abkürzung 

}(f*-.l)  =  m 

setzen;  dies  giebt 

sin  ft  u 


1  — 


TT 


p/  J 


sm  u 


sm 


27t 

V/  j 


1  — 


sm  u 


sm 


m  n 


oder  auch,  wenn 
6) 


z  und  folglich  w 

sin  z 
.  z 

\X  Stfl  — 


—  genommen  wird, 


1  — 


.  z 
sin  — 


sin 


7t 


1  — 


2tt 


1  — 


sm 

sin 

mit 

p  I J 


Läset  man  die  ungerade  Zahl  (i  in's  Unendliche  wachsen,  so 

Stil  " 

convergirt  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  gegen  die  Grenze  — — , 

,  z 

während  das  rechts  verzeichnete,  aus  m  =  |(ß —  1)  Factoren  be- 
stehende Product  zu  einem  unendlichen  Producte  wird.  Man  ersieht 
hieraus  die  Möglichkeit,  Sinz  in  Form  eines  unendlichen  Producte« 
darzustellen;  die  Ausführung  dieses  Gedankens  bedarf  aber  euier 
genaueren  Discussion  des  Productes  in  Nro.  6). 

Wir  bezeichnen  mit  Je  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  <  M 
und  zerlegen  das  genannte  Product  in  zwei  Theile,  nämlich 


7)    sin  z 


.  z 
u  sm  — 


8)     P  = 


1  — 


1  — 


.  z 
sin  — 


sin  — 
 P 

.  7t 

sm  — 


•  *  \ 
in —  \ 


sin 


1  — 


JvTt 


sm 


p, 


sin 


(k+  1)» 


•   •   •  • 


1  — 


.  z 
sin  — 


mit 


sm 
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dabei  richten  wir  die  Aufmerksamkeit  zunächst  auf  das  aus  m  —  Ä; 
Factoren  bestehende  Ergänzungsproduct  P,  welches  unter  der  kurzen, 
Ton  selbst  verständlichen  Form 

9)  P  =  (1  -  ft)  (1  -  ft)  .  .  .  (1  -  Qm_k) 

dargestellt  werden  möge. 

In  den  Kennern  der  mit  Qx ,  Q s  etc.  bezeichneten  Brüche  kom- 
men der  Reihe  nach  die  Bögen  vor 

(k-\-l)n      (k  -|-  2) 7t  mit    ^  mit 

~yT     '        ~fi      '  p        2  w  +  1  1 

iesämmtlich  kleiner  als  | tt  sind;  in  den  Zählern  findet  sich  immer 

der  Bogen  — ,  welcher  kleiner  als  die  eben  genannten  Bögen  ist,  so- 

tald  z  <  (Ä*  -\-  1)  7t  vorausgesetzt  wird.  Da  im  ersten  Quadranten 
dem  grösseren  Bogen  der  grössere  Sinus  entspricht,  so  sind  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  Qlt  Q2  etc.  positive  echte  Brüche,  mit- 
hin ist  auch 

(i  -  «■)  (i  -  fit)  •  •  •  o  -  «—•)  <  i 

d.  h. 

10)  P  <  1. 

Um  einen  Ausdruck  zu  erhalten,  der  kleiner  als  P  ist,  benutzen 
*ii  den  leicht  erweisbaren  Satz ,  dass  jedes  Product  von  der  Form 

(i  _  Q2)  .  .  .  mehr  als  die  Differenz  1  —  (Ql  +  Q2  -\  ) 

torägt,  sobald  Qi,  Q2  etc.  positive  echte  Brüche  sind*);  es  ist  daher 

Diese  Ungleichung  wird  einfacher,  wenn  man  die  Bemerkung 

^zubringt,  dass  die  Function  — innerhalb  des Intervalles  £  =  0 

ijr  fortwährend  abnimmt,  wie  man  aus  dem  negativen  Vor- 
gehen des  Differentialquotienten  leicht  ersieht.  Man  hat  demgeraäss 
för  jeden  im  ersten  Quadranten  liegenden  Bogen  | 

£    >    \7t    °deT  sin£  <  2£  ' 
^thin,  wenn  £  =  —  gesetzt  und  quadrirt  wird, 

*)  Ks  ist  nämlich  bei  positiven  echt  gebrochenen  Qu  Q21  Q3  etc. 

.  <l-«i)(i-  C»)  =  i  -     +     +  Cife  >  i  -  (ft  +  e«); 

«UM  folgt  durch  Multiplication  mit  1  -  Qs 

(i  -  tt)  (i  -  fe)  (1  -  Qs) 
>  1  ~  (Öi  +  &  +  Ob)  +  ( «i  +  9s)  «3  >  i  -  («i  +  Qt  +  Qs) 

U.  8.  W. 
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i     ^     ^  ^  (  i  _  _n 

Diese  Ungleichung  multipliciren  wir  mit  der  folgenden 

(  ■  »\*^ 


und  erhalten 


sin 


z 


sin 


Im 


< 


4  C~l  h) 


Setzen  wir  h  =  k  -f*  1 ,  k  -\-  2,  ..  .  m,  so  kommen  linker  HaE 
die  mit  Q\,  Qi->  •  •  •  Qm—k  bezeichneten  Quotienten  zum  Vorscbei 
und  durch  Addition  aller  Ungleichungen  ergiebt  sich  ! 

z2  f  1         1  \  z2 

hieraus  folgt  noch 


1   -  («1    +    «2   +  •  ' 

und  um  so  mehr  nach  Nro.  11) 
12)  P  >  1  — 


+  Cm-*)  >  1  — 


4fc 


Die  Zusammenstellung  der  Ungleichungen  10)  und  12)  zeigt,  dass 


JP=  1  — 


QZ* 

1k 


gesetzt  werden  darf,  wo  Q  einen  nicht  näher  bekannten  positiv 
echten  Bruch  vorstellt;  die  Gleichung  7)  wird  daher  zur  folgenden 


z 


13)  sitrz  —  psin  — 


1— 


sin 

71 

sin 

sin 


1— 


sui 


y  ü 


Der  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  p  biet 
nun  keine  Schwierigkeit  mehr,  wenn  man  sich  dabei  Ä;  als  constar 
Zahl  denkt;  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen 


Lim  (ji  sin—  ^  =  z, 


sin 


sin  — 


~~  OL 
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erhält  man  nämlich  aus  Nro.  1 3)  die  Formel 

0-ra)(-ifa)-(-ra)(-S> 

welche  nur  an  die  Bedingung 

_<*+i)*<#<  +  (fc  +  i)* 

gebunden  ist-    Statt  der  Gleichung  14)  kann  man  schreiben 

B     =*(■  -i£0  ('-«£=)••  •  ('-*£)•  ' 

4Ä; 

rad  wenn  nun  auch  die  beliebige  ganze  positive  Zahl  k  als  unendlich 
wachsend  gedacht  wird,  so  convergirt  linker  Hand  der  Nenner  gegen 
Üe  Einheit,  wofern  z  irgend  einen  endlichen  Werth  behält;  das  end- 
fehe  Product  wird  zu  einem  unendlichen,  und  so  crgiebt  sich  die 
fcr  jedes  endliche  z  gültige  Formel 


,6>  *— o-iSO^-isyG-ÄO' 

In  dem  speciellen  Falle  z  =  \  n  erhält  man  hieraus 

%     1.3    3.5  5.7 
2        22        4-'  G2 

der  umgekehrt 

7t          2       2       4       4       6  6 
■ ™ ___  .  _ _  *          .          »  — —  .  — - 

2  1        3       3       5  5'; 


..... 


Ganz  ähnliche  Umwandlungen  können  mit  der  Gleichung  18)  in 
(48  vorgenommen  werden ,  doch  gelangt  man  zum  Endresultat« 
körzer  auf  folgendem  Wege.  In  Nro.  15)  ersetzen  wir  einmal  k 
forch  die  gerade  Zahl  2  k ,  das  andere  Mal  z  durch  \  z  und  haben 
toin  die  beiden  Gleichungen 

sin  z 


i  _ 


16  * 

-■(-Ä)('-Ä)('-Ä)-('-irfb> 
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worin  p,  und  q.>  positive  echte  Brüche  sind.  Die  erste  Gleichu: 
dividiren  wir  durch  das  Doppelte  der  zweiten  und  erhalten 

i  _  Rl^l 

17>  'tt^i*8*' 


8Jfe 

=  fi— iL)  (i--£-)  (i-4UV  •  •  (i  

\  1»*V\  3»3fV\  52  7r-/  V  (21b  — 1)»^ 
welche  Forniel  das  Correlat  zu  Nro.  15)  bildet.  Für  unendlich  w» 
dende  h  geht  diese  Gleichung  über  in 

18)    ^^-^(x-^)  (!__£.)  , 

auch  ist  noch,  wenn  z  durch  2  z  ersetzt  wird, 

wobei  z  jeden  beliebigen  Bogen  von  endlicher  Grösse  bedeuten  di 

Aus  den  Gleichungen  16)  und  19)  geht  unmittelbar  hervor,  di 
überhaupt  alle  sechs  goniometrischen  Functionen  in  Form  von  n 
endlichen  Producten  dargestellt  werden  können. 

§•  50. 

Die  Reihen  für  Tangente,  Cotangente  etc. 

Es  liegt  sehr  nahe,  von  den  unendlichen  Producten  des  vorig 
Paragraphen  die  Logarithmen  zu  nehmen,  um  wieder  auf  unendlic 
Reihen  zu  kommen;  die  etwa  vorhandenen  negativen  Factoren  laaa 
sich  hierbei  vermeiden,  wenn  man  die  Gleichungen  erst  quadrirt, 
vor  man  zu  den  Logarithmen  übergeht.  Dies  giebt  folgen 
sultate 

2)  i «**» .)  =  i [(i - ^f] i£f]  + 

daraus  erhält  man  ferner  durch  Differentiation,  welche  nach  $. 
erlaubt  ist, 

1  2  z  2  z  2  z 

3)  cotz  =  — - 


z      (1^)2  —  ^2      (23i)3  —  (33T)2  — 
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4)  Umt  =  q  *)?!_,.  +  +  +  ' ' -  ••  - 

oder  auch,  wenn  \z  für  z  gesetzt  wird, 

5)  =  +  +  (5*)4»-,»  +  '  '  " 
Addirt  man  die  Gleichungen  3)  und  5),  indem  man  linker  Hand 

die  Formel  cot  z  +  ton  |x?  =  esc  ^  benutzt,  so  findet  sich 

1              2£r                  2*  2z 
esez  =  —  +  -—          —  — —   + 


z    1   (lar)*  —         (2«)»  —  ^  1   (3«)*  —  ** 

Um  noch  eine  Reihe  für  sec  z  zu  erhalten,  bringen  wir  die  Glei- 
chung 6)  auf  die  Form 

1(1  1    )       (      1  1  ) 

CiCS  =  f- 


z        in  —  z      n  +  e\       I2n  —  z      2it  -\-  z) 

n    (3n:  — #       3 jr  4- .er^ 

tod  lassen  £  ur  —  £  an  die  Stelle  von  z  treten;  durch  Vereinigung  der 
einander  entsprechenden  Brüche  folgt  dann 

«  7t  3n  57t 

seez  —  j  .       —       /s  _v>     ~  ~r 


(\7iy  —  z*  (§*)2  —  z*  1  dar)*— ^ 
Die  unendlichen  Reihen,  welche  in  den  bisherigen  Gleichungen 
Torkommen,  gestatten  weitere  Umwandlungen,  wodurch  sie  wieder 
m  Potenzenreihen  werden.    Beschr/Lnkt  man  nämlich  in  Formel  1) 

z     z  z 

die  Variabele  z  auf  das  Intervall  —  7t  bis  +  n,  so  sind  — ,  — , 

71      2,71  671 

echte  Brüche ;  dann  ist  ferner 

,¥)='('-Ä)+'('-5fe)+'('-5ft;)+- 

hier  lassen  sich  rechter  Hand  alle  Logarithmen  mittelst  der 
tel 

1(1  —  x)  —  —  x  —  \x*  —  \xz  —  •  •  • 

- 1 <*<  +  1 

•Krickeln;  dies  giebt 


z* 

-\ 

Z* 

_  1 

Z« 

l4^ 

3 

l67tc> 

z* 

_  1 

Zi 

1 

Ze 

2*71* 

2 

2*  7t* 

8 

2«  7t« 

z* 

_  I 

z* 

—  1 

0* 

S*  71* 

2 

Z*7l± 

3 

367T« 

Digitized  by  Google 


240  Cap.  VII.  §.  50.  Die  Reihen  für  Tangente,  Cotangente  etc. 

Die  vorstehende  Doppelreihe  genügt  den  Bedingungen,  unter 
welchen  die  Anordnung  nach  Verticalcolonnen  erlaubt  ist,  folglich 
hat  man  auch 

\  t  )  1  Vi2  T  2*  T  32  T       /  3tJ 

2  \  l4  T  24  ~  34  ~  '     /  rc4 

3  \16  T  2«  T  3ß  T        /  JT6 

Bezeichnet  man  die  Summen  der  eingeklammerten  Horizontal- 
reihen mit  #_>,  S4,  S{i  etc.,  so  dass  überhaupt 

8)  Sm  =  —  4-  —  4-  —  4-  ■  •  •  • 

ist,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

;  V    e    )  1    7t*  2    71*  8  71* 

—  71  <  £  <  +  7t. 

Eine  ganz  ähnliche  Transformation  kann  mit  der  Gleichung  21 
vorgenommen  werden,  sobald  z  innerhalb  des  Intervalles  —  \  it  bis 
+  \n  liegt;  mit  Hülfe  der  Abkürzung 

10)  rm  =  _L  +  J_  +  _L  +  .... 

erhält  man 

7  12*T***  ,2*2i^ 

11)  l^  =  -}_  , 

—  I»  <  -er  <  +  I*. 
Die  hier  vorkommenden  Summen  T2l  T4,  T6  etc.  lassen  si 

wieder  durch  §t,  S4,  S6  etc.  ausdrücken;  nach  Formel  8)  ist  nämlid 

2"»  2m        4m        6m  H"  *  *  "  *» 

und  wenn  man  dies  von  Nro.  8)  abzieht,  so  bleibt 

2m  —  1        '      1           1     ,      1     ,  m 
  Sm  =  \-  •  -  •  —  Tm. 

2»n  m  \m      ■      3m      1      5m      '  m 

Demnach  wird  aus  der  Gleichung  11)  die  folgende 

12)  leosz 

,(22-1)8,^      i(24-l)S4*4  ,(2«-!)^^ 

1  7t2  2  7t*  *  71« 

—  |*  <  *  <  +  I*. 
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Die  Formeln  3)  und  4)  lassen  sich  analog  behandeln,  wobei  mau 
die  für  —  kn  <  e  <  +  k  7t  geltende  Reiheneutwickelung 

B  Z  1 


=  (kjt)"  +  WtTv  +  + 


•  •  •  # 


(kn)"    1    (fc*r)<  (Ä;r)' 

rabeuutzen  hat;  das  Endresultat  findet  sich  aber  rascher  durch  Dif- 
famation der  Gleichungen  9)  und  12),  nämlich 

«  l9l     .  1  2  84  z*       2  8t  z" 

ü)    CütZ  =  ;  

Z  7t~  7t*  7tu 

—  7t  <  z  <  4-  jr; 


Hi  ,„,„=  2(2^-1)^  2(2.-1)^^ 

2(2°-l)S„*» 

I      — —  -  —  ■  1      •   •   •  • 

-  | «  <  *  <  +  \  n. 

Ersetzt  man  in  der  letzten  Gleichung  z  durch  \  z  und  addirt  die 
otstehende  Gleichung  zur  vorhergehenden,  so  erhält  man  noch 

J_       P'-pg»,  (23-1)^3 
1  s   T        «*        T  2*«« 

(2»-l)ftg» 

T  2*JT6  r 

—  ar  <  0  <  +  ff, 

IM  sich  auch  durch  Transformation  von  Nro.  G)  finden  würde. 

Um  endlich  eine  Potenzreihe  für  sre  z  zu  gewinnen,  beschränken 
*ir  in  Nro.  7)  die  Variabele  z  auf  das  Intervall  —  \  7t  bis  ~f~  2  71 
■ad  entwickeln  die  einzelnen  Glieder  nach  der  Formel 
mt  4  1 


tjnjr)*  —  z2       im  '      .  /2g\ 

\?i  TT/ 


1 


4    l        /2^\2  /2z\4 
wir  zur  Abkürzung 

lffl  TT  1  1  .  1  1  J_ 

»DJ  tT_  —  L  .  .  .  . 

m  3»*      1      5m  fm  1 

setzen,  gelangen  wir  zu  folgendem  Ergebnisse 

«chlömilch,  Analyst*  L  10 
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17)  ***      _+__+__-  +  ...., 

—  I*  < « <  + 

An  die  Gleichungen  14)  und  17)  knüpft  sich  noch  eine  wert! 
volle  Bemerkung.  Die  Tangentenreihe  muss  nämlich  gleichfalls  zui 
Vorschein  kommen,  wenn  man  das  Theorem  von  Mac-Laurin  on 
mittelhar  auf  die  Function  f(z)  —  tanz  anwendet;  es  ist  dahe 
innerhalb  der  schon  bekannten  Grenzen 

(nne  =  (Dtan,\g  +  {JPUmäbp  +  

1  \.2 


und  zwar  bezeichnet  hier  {lPtanz\  den  speciellen  Zahlwerth,  we 
eben  der  kic  Differontialquotient  von  tau  z  für  0  =  0  erlangt.  ])t 
Vergleich  mit  Nro.  14)  zeigt  erstens,  dass  bei  geraden  k  jederzei 
(D*  tan e)o  =  0  ist,  wie  man  auch  auf  anderem  Wege  leicht  fimlel 
und  zweitens,  dass  für  ungerade  k  die  Relation 

(g  tan  r)„       _  2(2'  +  '-l)fr+1 
;  1  .  2  .  3  .  .  .  .  k  ~  «*  +  » 

besteht.  Um  den  Zähler  linker  Hand  zu  ermitteln,  benutzen  wir*!* 
Formel  4)  in  §.  14  für  x  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung 

(D* /««•  jp)o  =  tki         (k  ungerade); 
wir  haben  dann  bei  ungeraden  w 

!9)         xn  —  (n)2*n-i  +  (w)4rfl-4  «  =  8»n|»Ä, 

und  hieraus  ergeben  sich  der  Reihe  nach  tj ,  Tj,  rr>  etc.,  wenn  succes 
siv  »  =  1,  3,  5  etc.  genommen  wird.    Man  hat  nun  einerseits 

—        <  *  <  +  \n 
ferner  nach  Nro.  18),  wobei  zu  grösserer  Deutlichkeit  k  =  2|>-1 
sein  möge, 

21)  8*  = 


2(2*1»  — 1)  .  1  .  2  .  .  .  (2j>-rl) 

Aus  der  Formel  19)  geht  hervor,  dass  rx,  r3,  th  etc.  ganze  ra- 
tionale Zahlen  sind,  und  zwar 

r,  —  1,    r3  =  2,    rr>  —  16  etc.; 
betrachtet  man  sie  als  bekannt,  so  zeigt  die  Formel  21),  wie  mit 
ihrer  Hülfe  die  Summen  S2,  S4,  S«  etc.  gefunden  werden  können,  «.& 
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2Z 

1 

■  +  •• 

3T* 

6 

1 

2* 

+  - 

1 

3* 

-  4-  • 

90  1 

1 

+  - 

1 

3« 

-  +  • 

'  '  *~~  945  ' 

• 

u. 
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Was  zweitens  die  Gleichung  17)  anbelangt,  so  ist  zunächst  klar, 
Abs  dieselbe  innerhalb  des  angegebenen  Intervall  es  mit  der  Ent- 

fidtelong 

(Daecxk  (D*scez\ 
secz  =  1.  H  j  *  H  j — —  *?  +  •  •  •  • 

Neinstimmen  muss;  demnach  hat  mau  für  ungerade  k 

(D*  See  e\  =  0 

id  für  gerade  & 

L  (D*secg)0  _&Vüt±1 

}  1  .  2  .  3  .  .  .  k 

tr  Abkürzung  sei 

(B*sec£)o  =  tk,         (k  gerade); 
Be  Formel  2)  in  §.  14  liefert  dann  für  x  =  0  und  bei  geraden  « 

N  —  (w)2^-2  +  («^B-4  =  0, 

uraua  man  r2,  tiy      etc.  erhält,  wenn  man  der  Reihe  nach  n  —  2, 

I  -  • 

»6  etc.  nimmt.    Es  ist  nun  einerseits 

—  i*  .<*<  +  !*■ 

ihrerseits  nach  Formel  22)  für  k  = 

l  rr  _  T,p         +  *  

'  ~~  22p  +  21  .  2  .  .  .  (2  p)' 

ittiin  können  die  rationalen  ganzen  Zahlen 

r2  =  l ,     r4  =  5 ,     rß  =  61  etc. 
r  Bestimmung  der  Summen  E7i,  Di,  T/r,  etc.  dienen;  so  ist  z.  B. 

I  11,1  Jf3 

■    — 1—         —  ....  _ 


ls         3«    1     5 8  32 

u.  s.  w. 

Schreibt  man  in  Formel  23)  rechter  Hand  sinlnrt  statt  0,  was 
geraden  fl  richtig  ist,  so  erhält  man  dieselbe  Gleichung,  welche 

16* 
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in  Nro.  1 9)  für  ungerade  n  verzeichnet  ist ;  demnach  sind  die 
tencoefficienten  nach  derselben  Regel  gebildet  wie  die  Secantencoe 
ficienten.    Aus  der  Bemerkung,  dass 

%  p 

secz  +  tanz  =  tan  Q  7t  +  \z) 
ist,  folgt  noch  die  Formel 

26)  to»a*  +  i*)  =  i  +     *  +         +  Y7j7g^+ 

—  §»  <  z  <  + 
worin  alle  mit  r  bezeichneten  Coefficienten  vorkommen. 

Die  Reihen  für  Cotangente,  Tangente  und  Cosecante  stellt  im 
häufig  unter  einer  etwas  anderen  Form  dar,  mit* deren  Angabe  v 
diese  Untersuchungen  beschliessen  wollen.  Nach  Formel  13) 
nämlich 


S2rr2  SiX* 
ix  cot  ix  —  1  

8  2  2*71*  2*71* 


dagegen  würde  das  Theorem  von  Mac-Laurin  liefern 

27)  1  x  cot  \x  =  1  • 

;      2        2  1.2  1.2.3.4 

—  2n  <  x  <  + 

wobei 

B2p  - 1  —  —  [D**  (|  x  cot  \  x)\ 

gesetzt  wurde.  Aus  Gründen,  die  sich  später  ergeben  werden.  1 
man  die  Form  27)  vorgezogen  und  die  Coefficienten  B\t  Bit  B,  (j 
mit  dem  Namen  der  Bernoulli'schen  Zahlen  belegt;  es  ist  dato 

2'2p-i„<2p  —  i  .2  .  3...(2i>) 

oder 

28)  -  1.2. 3.  ..(2p) ' 
und  nach  den  Formeln  13),  14),  15) 

29)  eote  =  ±_^Lg_ 


1-2  1.2.3.4 

_  2«B:> 
1.2...  6 
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2*(2*  —  l)B,     ,   2<(2*— l)Ba 
30)     *""  =        1.2       *  +   1.2.3.4^  . 

2«(2«-l)J?t 
r    1  .  2  .  .  .  Ii 

-  i*  <  z  <  +  Ja*; 

J_      3(2»-  2(2»-!)* 
s    ^        1.2  ^1.2.3.4 

2(2^  1)A 
T  1  .  2  ...  6  T 

—       <  0  <  -f  7t. 

Ein  Mittel  zur  Berechnung  der  Bern oul li'schen  Zahlen  erhält 
man  durch  Vergleichuug  der  Formeln  21)  und  2vS);  es  folgt  nämlich 

'  ^P"1       2iP-1(2*,/,~-  1)' 

mithin  können  die  Bernoulli'schen  Zahlen  aus  den  Tangenten- 
coefficienten  hergeleitet  werden,  z.  B. 

1  _    1  1  *    1       n    _  5 

*  "  T'   B  ~  30  '      '  "  42  1      7  ~  30  '        ~  66  ' 
b        691  _   7  3617  _  43807 

^-Im'       — T1     '  "~"  TüT'  *17  ""798  'etc* 

Aufings  fallen  diese  Werthe,  von  B:,  an  steigen  sie  wieder,  und  da 
m  Nro.  28  bei  unendlich  wachsenden  p 

JM^l  =  Um  )(»/'+ +     .  ^üj=  .  .  , 

ist,  so  nehmen  die  Bernoulli'schen  Zahlen  schliesslich  rascher  zu 
«I«  irgend  eine  geometrische  Progression. 

§.  51. 

Beihenentwickolungen  für  Functionen  mehrerer 
(  '  Variabolon. 

Da  nach« dem  Taylor  sehen  Satze  f(x  J-  h)  in  eine  nach  Poten- 
ten von  h  fortschreitende  Reihe  verwandelbar  ist,  so  lässt  sich  der 
Analogie  nach  erwarten,  dass  bei  zwei  Variabelen  x  und  y  die  ge- 
änderte Function  F(x  -f-  /* ,  y  -f  k)  nach  Potenzen  von  //  und  k  ent- 
*ickelbar  sein  werde.  In  der  That  macht  sich  dies  leicht  mittelst 
folgenden  Kunstgriffs.  Die  zu  entwickelnde  Function  kann  als  der 
«pecielle  Werth  angesehen  werden,  welchen  der  Ausdruck 
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1)       '  f(t)  =  F(x  +  ht,  y  +  kt) 

für  t  —  1  annimmt;  als  Function  ,von  t  betrachtet,  lässt  sich  f(1) 

nach  der  Mac-Laurin'schen  Formel  ^ 

fit)  =/(0)  +  +  £M +  

,      /(-»(o)     t._,  ,  B 

■  " 'T  1.2.3...(m—  1) 

« 

in  eine  Reihe  umsetzen  und  hieraus  muss  für  t  —  1  die  gesuchte  EnU 
wickelung  von  F(x  +  h ,  ?/  -f  &)  hervorgehen.  Durch  successive 
Differentiation  der  Gleichung  1)  erhält  man  die  Formeln 

,  dF  dF 

U.  8.  W. 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  F  zuerst 
als  Function  zweier  Variabclen  £;  und  rj  behandelt,  welche  mit  I 
durch  die  Gleichungen  £  =  d  +  ZU  und  7]  —  y  -f-  ft£  verbunden 
sind.    Für  t  =  0  wird 

g2_F  d'*F  d*F 

u.  s.  w., 

überhaupt  stimmt  /(w)(0)  mit  dem  vollständigen  wten  Differential 
von  F(x,  y)  überein,  wenn  man  sich  in  demselben  'dx  durch  /t,  und 
dy  durch  ersetzt  denkt;  in  kurzer  symbolischer  Form  geschrieUfl 
ist  also 

/('")(0)  =  (hh  +  ^fc)'w 

Dies  giebt  folgende  Rcihenentwickelung 
2)    F(x  +  A<,»/  +  /:O^F(x,</)  +  (^/t  +  i;-fc)^< 


f\         1  Vd-F 

(  1  1  \"  1  dn~xF  ,  , 
+  Vö^Ä+87V  1.2....(h-1)'" 

+  Rn, 
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)bei  noch  der  Rest 

ß"  =  Txb^'^  •<♦<!. 

r<h  F  auszudrücken  ist.  Die  Vergleichung  von  f'(t)  und  /'(0) , 
(/)  und  /"(())  etc.  lehrt  nun,  dass  J  (n)(i)  als  Dasjenige  betrachtet 
rden  kann,  was  aus/(M)(0)  wird,  wenn  x  -\-  ht  für  x ,  und  y  -\-  kt 
r  ij  eintreten ;  bezeichnet  man  daher  wie  folgt 

ist 

/<»>(*)  =  F,(*+Ä*,  *  +       h,  k), 
uin,  wenn        an  die  Stelle  von  /  gesetzt  wird, 

1 .2.3. ..«.w 
r  /  -  1  hat  man  schliesslich  folgende  Elitwickelung 

r  (r  -f-  h,  y  +  fr)  =  Ffo  y)  -|  -|  —  1  

Fn„x{x,y,h,lc) 
1.2.3...(w  —  1) 

jF,,(g  +  ftft,y  +  frfe,7*,fe). 
1 .  2 .  3  . . .  n  \ 

fc*  gilt  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die  Functionen  F,  Fr 
,  •  •  .  FH  stetig  und  endlich  bleiben,  während  x  bis  x  +  Ä  und  # 
1  y  4-  &  zunimmt. 

Setzt  man  nach  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Diffe- 
itiationen  %-=r.  0,  y  =  0  und  schreibt  dann  x  und  #  für  7i  und  Ä;, 
erhält  man  die  Entwickclung  von  F(xy  y)  nach  Potenzen  von 
uul  y. 

Aehnliche  Formeln  gelten  für  Functionen  mehrerer  Variabelen 
J  sind  mittelst  des  anfangs  erwähnten  Kunstgriffs  so  leicht  herzu- 
bi,  dass  eine  nähere  Auseinandersetzung  unterbleiben  kann. 


§•  52. 

Das  Unendlichkleine.  / 

In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  niit- 
»i  der  DifFerentialquotii  nteu  einer  Function  für  letztere  eine  Reihe 
finden;  es  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Hoiheneutwickelung, 
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-wenn  sie  schon  bekannt  ist,  zur  Ableitung  der  DifFerentialquotientei 
dienen.  Gesetzt  z.  B.,  man  habe  durch  irgend  welche  Mittel  Im 
f{x  -\-  h)  folgende  Reihe  gefunden 

1)  f(*  +  h)  =  fr  +  Ith  +  %,W  +  • .  •  +  &.-.1Ä— 1  +  Qnh'\ 

wo  £o>  Zl »•••%«  -l  bekannte  Functionen  von  a  und  oB  /i"  den  gleich- 
falls bekannten  Rest  bedeuten,  so  ist  erstens  für  h  =  0 

2)  = 

Diese  Gleichung  werde  von  Nro.  1)  abgezogen  und  der  Unterschin 
mit  h  dividirt ;  dies  giebt 

3)  +  =  Zl  +  ftÄ  +  . .  .  +  +  oBÄ"  1 

und  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

4)  f(x)  =  fc- 

Setzt  man  ferner  in  Nro.  1)  /(x)  für  %»  und  /'(*)  für  ft,  st 

folgt 

/(*  +  *)  -Ar) 

5)  ^  = & + +»•  H-z-i  fc-3  +  : 

und  bei  verschwindenden  h 

6)  f^j"  =  *2  °der  /"(*)=!  .2*- 

Den  weiteren  Fortgang  dieser  Schlüsse  übersieht  man  leicht 
und  findet  bei  jedem  ganzen  positiven  m,  wenn  w  ^>  w*  genommen 
wird, 

/(»»>(*)  =  1  .  2  ^3  .  .  .  m#m. 

Hiermit  rechtfertigt  sich  die  anfangs  ausgesprochene  Behaup- 
tung und  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  vorausgesetzte  Entwick- 
lung 1)  mit  der  Taylor'schen  Reihe  übereinstimmen  muss. 

An  diese  Ableitung  knüpft  sich  noch  eine  wichtige  allgemein* 
Bemerkung.  Der  Vergleich  von  Xro.  'S)  und  Nro.  4)  zeigt  nänilicK 
dass  in  Nro.  3)  das  Hinschreiben  der  Glieder  K  %  i  h2  vtc  überflüs- 
sig war,  da  letztere  gleichzeitig  mit  h  verschwinden;  aus  demsel- 
ben Grunde  hätte  man  sich  in  Nro.  5)  das  Hinsetzen  der  Gl**** 
%,Ji,  X^h2  etc.  ersparen  können.  Beachtet  man,  dass  //  der  Zuwachs 
von  x,  also  —  <dx  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen  die  prakti- 
sche Regel: 

In  allen  Fällen,  wo  es  auf  die  Ableitung  eines  Di«* 
rentialquotienten  oder  einer  Differentialgleichung 
ankommt,  darf  man  die  Glieder  we  glassen,  welche  W 
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here  Potenzen  von  d  x  enthalten,  als  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  beträgt. 

Will  man  z.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Expo- 
nenten, der  in  der  That  auch  ohne  Differentialrechnung  beweisbar 
ist,  zur  Bestimmung  vonr/(#m)  benutzen,  so  verfährt  man  der  obigen 
Regel  gemäss  folgendermaassen ;  es  ist 

d(xm)  =  (x  4*  dx)m  —  xm  —  mxm~lJx  -f  etc., 

mithin  bei  Weglassung  aller  mit  „etc."  bezeichneten  Glieder 

d(xm)  =  tnxm~ldx. 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.  Be- 
btet (p(x)  die  über  der  Abscisse  OM=X  stehende  Fläche  BOMP, 
At  die  Ahstissenzunahme  M M\  —  P  ET,  y  die  Ordinate  MP,  t  den 
Beiührungswinkel  UPT  (Fig.  39),  so  hat  man 

Fig.  39.  Fläche  B  OMlPl  =  Fläche  BOMP 

+  Rechteck  M Jf,  UP 
pj  +  Dreieck  PUT 

f  #-f  Abschnitt  PTPX 

r     oder  in  den  obigen  Zeichen  und  mit  Rück- 
sicht auf  den  Umstand,  dass  der  Abschnitt 
^     PTPX  einen  Bruch theil  des  Dreiecks  PPX  U 
ausmacht, 

ffa+Jx)  =  (p(x)  -\-  y  dx  +  \Uinx  .  Jx-  -f  \  qdxdyt 

-  1  <  Q  <  Ii 

daraus  folgt 

Jx~  V  +  »  (     '  * 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  ^/jc 

j <p (s)  _  ^  oder  d<p(x)  =  ydx. 

(I  x 

Bier  übersieht  man  augenblicklich,  dass  die  Genauigkeit,  welche  das 
Itaieck  PUT  und  den  xVbschnitt  PTPX  in  Rechnung  zog,  am  un- 
echten Platze  angebracht  war;  man  hätte  kürzer  sagen  können,  „je 
kleiner  Ax  ist,  um  so  genauer  kommt  der  Flächenzuwachs  4<p(x) 
mit  dem  Rechtecke  yJx  überein"  und  indem  man  die  Worte  „je 
kleiner,  um  so  genauer"  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  <d  in  die 
Sprache  der  Analysis  einführt,  gelangt  man  sofort  zu  der  Gleichung 
4f>(«)  =  ydx, 

Bieseiben  Bemerkungen  wiederholen  sich  bei  mehreren  Varia- 
Wfin;  so  hat  man  z.  B.  bei  der  Entwicklung  von  d*f(x,y)  alle 
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Grössen  wegzulassen,  die  von  höherer  Dimension  als  von  der  zweit« 
sind,  nämlich  dx^dy,  sdxdy-,  4x3  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  die  Null  zur  Gren: 
haben,  unendlich  klein  werdende  oder  kurz  unendlich  kleine  Grösse 
in  diesem  Sinne  sind  die  Differentiale  dx,  dy  etc.  unendlich  kkij 
Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Producte  von  zwei  Difl 
rentialen,  wie  z.  B.  dx2>  dxdy,  dy-,  heissen  entsprechend  Unendlid 
kleine  zweiter  Ordnung,  ebenso  sind 

dxm,     dxm~ldy,     dxm~~dy2,     dxm~2dydz,  etc. 
Ünendlichkleine  von  der  Ordnung  m.    Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differentialgleichung  sind  al 
unendlichkleiuen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnui 
gen  die  Ordnung  der  gesuchten  Differentialgleicbun 
übersteigen;  % 

eine  Uligenauigkeit  ist  hierbei  nie  zu  fürchten,  weil  es  sich  inimi 
nur  um  Grenzwerthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Greuzübö 
gange  alle  jene  Grössen, f  welche  der  Einfachheit  wegen  im  Vonfl 
weggelassen  worden  sind,  in  der  That  gegen  die  Null  convergirei 
und  deshalb  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss  ausüben! 

■ 
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Cap.  VIII. 

Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

f  §•  53. 

i 

Die  algebraischen  Functionen  complexer  Zahlen. 

Sowie  man  sich  jede  negative  Zahl  — y  dadurch  entstanden 
lenken  kann,  dass  eine  absolute  Zahl  y  mit  der  negativen  Einheit 
uultipJicirt  worden  ist  [ — y  =  ( —  1)#L  80  kann  man  aucn  imagi- 
titt  Zahlen  bilden,  indem  man  y  mit  der  imaginären  Einheit  V—  1 
BflJtiplicirt;  dabei  wird  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  genommen 

todgewöhnbch  zur  Abkürzung  V  —  1  =i  gesetzt,  so  dass  die  Glei- 
dingen 

LJ«1=  —  1,  1,    »«  =  —  1,  *•=+!  

litt  finden.  Aus  einer  reellen  Zahl  x  und  einer  imaginären  Zahl 
> lässt  sich  ferner  ein  Complex  x  -\-  iy  bilden;  dieser  heisst  eine 
•mplexe  Zahl,  x  ihr  reeller,  y  ihr  imaginärer  Theil.  Während  wir 

bisher  immer  voraussetzten,  dass  die  unabhängige  Variabele  z 
•er  Function  f{z)  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt 
«.  wollen  wir  jetzt  allgemeiner  z  als  eine  complexe  Variabele  be- 
bten und  untersuchen,  welchen  complexen  Werth  die  Function  in 
**em  Falle  erhält.  Hierzu  wird  es  aber  nöthig  sein,  auf  die  erälen 
ktueute  der  Buchstabenrechnung  zurückzugehen,  da  alle  bisherigen 
echnungsregebi  nur  für  reelle  Zahlen  bewiesen  sind. 

Zwei  complexe  Zahlen  heissen  gleich,  wenn  "ihre  reellen  und 
eichzeitig  auch  ihre  imaginären  Theile  gleich  sind.  Für  x  =  £, 
=  1?  ist  hiernach  x  +  i  y  =  £  +  i  rj  und  umgekehrt 
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Addition  und  Substraction.   Unter  der  Summe  zweier  com 
plexen  Zahlen  x  -\-  iy  und  £  -f-  ir\  verstehen  wir  den  Ausdruc] 
(x  -f-  I)  +  Hy  +  h)\  die  Addition  complexer  Zahlen  geschieht  dem 
nach  eben  so,  als  wenn  i  ein  reeller  Factor  wäre.     Für  die  S 
traction  behalten  wir  die  gewöhnliche  Erklärung  bei,  dass  der 
suchte  Rest,  mit  dem  Subtrahenden  vereinigt,  wieder  denMinm 
geben  muss.    Hiernach  findet  man  sehr  leicht  (X  -f-  i  Y)  —  (x  -f  i 
—  (X  —  x)  -\-  i(Y — y)  ganz  wie  bei  reellen  Zahlen. 

Multiplication  und  Division.    Unter  dem  Producte  zweie 
coraplexen  Zahlen  versteht  man  den  Ausdruck,  der  ebenso  gebilde 
ist,  als    hätte  man  jene  Zahlen  wie  reelle  multiplicirt  und  dal 
I*  =r  —  1  gesetzt,  nämlich 

2)        (*  +  <*)$ +    =  +  + 

Bei  der  Division  behalten  wir  die  gewöhnliche  Definition  bc 
und  bestimmen  in  der  Gleichung 

X  +  if=U  +  tV 
die  Unbekannten  u  und  v  aus  der  Bedingung 
x  +  iy  ='  (X  +  iY)  (u  +  iv)  =  (Xu  —  Yv)  +  i(Xv  +  H 
Diese  liefert  die  Gleichungen 

x  =  Xu  —  Yv  ,    y  =        +  Yw, 
und  wenn  man  die  hieraus  gezogenen  Werthe  von  u  und  v  in  di 
obige  Gleichung  substituirt,  so  erhält  man 

x  +  iy       Xx+  Yy      .  Xy  —  Yx 
ö)  X  +  iY      X2  +  2  X>  +  Y2  ' 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  auch  dadurch,  dasi 
man  linker  Hand  Zähler  und  Nenner  mit  X — iY  multiplicirt  uoc 
die  Gleichung  (X  +  iY)  (X  —  iY)  =  X2  +  Y*  beachtet. 

Eine  andere  Methode  zur  Ausführung  der  Multiplication 
Division  complexer  Zahlen  beruht  auf  der.  Bemerkung,  dass  jede 
complexe  Zahl  x  +  iy  unter  der  Form  r(cosü  +  i sin  ff)  dargestell 
werden  kann.  Aus 

4)  x  -f-  iy  =  r(cos6  -\-~isinO)  =  rcosü  +  irsinü 
folgen  nämlich  die  Gleichungen 

x  =  rcosü  ,   #  =  rsm  0 
und  diese  geben,  wenn  r  und  ü  als  Unbekannte  angesehen  werden 

5)  x9  +  y2  =  r»,    r  =  V^*»  +  y\ 

6)  —  =  tanü  ,     Ö  —  areta«  —  ±  In, 
x  x 
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worin  k  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Man  nennt 
Eier  r  den  Modulus  der  complexen  Zahl  x  -\-  11/  und  nimmt  ihn 
stets  im  absoluten  Sinne;  das  Quadrat  des  Modulus,  also  den  Aus- 
druck x2  -(-  .V2>  nennt  man  die  Norm,  0  das  Argument  oder  die 
Amplitude. 

Xach  dieser  Umwandlung  von  x  +  ifß  m  r  (cos  0  +  isinfi) 
ist  es  nicht  mehr  nöthig ,  complexe  Zahlen  der  ersten  Form  zu  be- 
trachten. 

Man  hat  nun  bei  gewöhnlicher  Multiplication 

r  (cos  H  -\~  i sin  0)  .  rx  (cos  tix  4-  i  sin  0\) 
-  rr,  [cos  0  cos  0,  —  sin  U  sin  0,  +  •  (»w  0  cos  U{  +  cos  0  sin  0,)] 
=ffl  [coe(0  +  Vl)  +  i9in(6  +  «,)], 

der  neue  Modulus  ist  also  das  Product  des  früheren  Moduli,  das 
seile  Argument  die  Summe  der  gegebenen  Argumente. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Regel  gelangt  man  zu  der 
allgemeineren  Formel 

7)  r,  (cos  Üi  +-  i  sin  0,) .  r.2  (cos  (Jj  -f  i sin  Ö,) . . .  rm(eoa  0,„  -f  ?*  sih  0hi) 

=  'i'f . . .  rm[cos  (0t  +  0,  +  •  •  •  +  0,„)  +  / */»  (0,  +  ^  +  -  +  »m)l 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Division.  Multiplicirt  man 
nämlich  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 

r(cosü  +  i  sinU) 
ri(cosül  -f-  isinÜi) 

\ 

nit-j^osOi  — i  sin  0i)1  so  wird  der  Nenner  =  1  und  folglich  ist 
gesuchte  Quotient 

r-  (cosd  +  iainfß)  (o»0,  —  •>m0l) 

[cos0  cosüt  +  sind  wn0,  +  »(«twö  «»0,  —  «W0  s/w  00 
°der  zusammen 

— r — 7j — : — .  .  A  =  —  [c©s(0  — 0|)  +  t«m(0  — 0,)]. 
ri(cosüi  +  *  sin  (Ii)  *t 

Potenzirung  und  Itadicirung.  So  wie  man  bei  ganzem  po- 
sitiven m  unter  das  Product  versteht,  welches  aus  dem  Producta 
'!*!•••*«  für  gleiche  «  entsteht,  so  möge  [r (cos II  -\-  isintt)]m 
dasjenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Producte  in  Nro.  7)  wird,  sobald 
alle  r  und  0  gleich  sind ;  man  hat  dann  die  Formel 

9)  [r(cos(J  +  isinO)]m  =  rm(cosmÜ  +  isinmO), 

^lche  den  Namen  des  Moivre'scheu  Satzes  führt. 
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m_ 

Untere"  verstehen  wir,  sowohl  bei  reellen  als  bei  complexen 
diejenige  Zahl,  deren  nte  Potenz  gleich  em  ist;  setzen  wir  daher 


»I 


10)  [r(cosO  +  isinO)]"  =  Q(cosn  +  isinn), 
wo  q  und  1J  nicht  bekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

[r(cosd  +  ism6)]m  =  [Q(cosr}  +  isintj)]* 

sein.  Bei  ganzen  positiven  m  und  w  giebt  dies,  dem  Moivre'scheD 
Satze  zufolge, 

r m  (cos  mO  +  i  sin  m  0)  =  Qn  (cos  nr\  -(-  i  sin  n  q) 
und  durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginären  Theile, 

Qncosnri  =  rmcosmü  ,    Qnsinnq  —  r'" sinnt 0. 

Hieraus  erhält  man  zunächst 

in 

Q  =  rn  , 

wobei  Q  und  r  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  sind.  Durch  Substi- 
tution dieses  Werthes  von  Q  gehen  ferner  die  vorigen  Gleichungen 
in  die  folgenden  über 

cosnri  =  cosmO  ,    sinnrj  =  sinmü, 
welche  nur  dann  zusammen  bestehen  können,  wenn  die  Differeni 
zwischen  nv\  und  mü  ein  gerades  Vielfaches  von  %  beträgt  Wh 
haben  daher,  wenn  k  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zun 
bezeichnet, 

nr\  =  mü  +  2kn  oder   q  =  , 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  Q  und  r\  in  Nro.  10) 

11)  [r(cosO  +  tstn())]n  z=r  |  cos  ^  |-t0tft  ^  j« 

Da  A:  das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -)-  od  durch 
laufen  kann,  so  scheint  die  rechte  Seite  der  vorstellenden  Gleichung 
unendlich  viel  verschiedene  Werthe  zu  haben,  doch  ist  dies  nicht  de 
Fall.  Giebt  man  nämlich  dem  k  das  eine  Mal  den  individuelle 
Werth  A,  das  andere  Mal  den  Werth  n  -\-  h,  so  ändert  sich  de 

Bogen  m^  um  ^n  uncj  na^  ^ann  wje(jer  denselben  Cosinti 

n 

und  Sinus  wie  vorher;  bei  positiven  k  braucht  man  also  nur  k  —  ( 
1,  2,  .  .  .  (n  —  1)  zu  nehmen.  Ferner  bleibt  die  rechte  Seite  de 
obigen  Gleichung  dieselbe  für  Ä;  sss  —  h  und  für  k  =  n  —  h.  Di 
negativen  k  liefern  also  keine  neuen  Werthe.   Demnach  hat  der  Am 
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CT 

ick  [r(cosO  i  sin  (l)]n  nur  n  von  einander  verschiedene  Wertlie, 
Iche  aus  Nro.  11)  für  k  =  0,  1 ,  2,  ...(/*  —  1)  hervergehen. 

Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  11)  A;  gleich  einem  Vicl- 
ben  von  m,  etwa  k  =  // w,  und  lässt  in  der  neuen  Gleichung 


m  m 


+  2  sm  ft)]    —  r   •  f  — - —  (-  i  s?n   J 

und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  und  zwar  so,  dass  — 

w 


ih  <röer  irrationalen  Zahl      nähert ,  so  gelangt  man  zu  der  neuen 

«hung 

[r{cosh  +  isiniH)Y  =  rP{cosp(ß  +  Ihn)  +  /smfi(/)  +  2/**)}. 
r  ist  /t  eine  willkührliche  ganze  Zahl ,  und  die  rechte  Seite  hat 
adlich  viele  verschiedene  Wert  he. 

Wie  bei  Potenzen  mit  reeller  Variabelen  z,  so  verstehen  wir 
1  bei  einem  complexen  g  unter  z'  P  den  reeiproken  Werth  von 
hiernach  ist  z.  B.  für  ganze  positive  m 

osil  +  mnO)]-'»  =  [r(cosÜ  +  isml))]™  =  f(eo6m0  +  ishinUf) 

=  r     (cos  m  (I  —  /  sin  rn  ii) 
ähnlich  in  jedem  anderen  Falle. 

§.  54. 

Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

L  Dem  Moivre'schen  Theoreme  zufolge  gilt  die  Gleichung 

cosmü  =  (cosO  +  isin())m; 
"'chte  Seite  ist,  ftl  als  ganz  und  positiv  vorausgesetzt,  ein  Pro- 
aus m  gleichen  Factoren,  zu  dessen  Ausrechnung  der  binomische 
benatzt  werden  kann,  weil  die  Multiplication  bei  reellen  und 
imaginären  Factoren  auf  völlig  gleiche  Weise  geschieht.  Nach 
Zeitiger  Vergleichung  der  reellen  und  der  imaginären  Thcile 
W  man  zu  folgendeu  brauchbaren  gouiometrischen  Formeln 

Hmll  —  (m)0cosmH  —  (m).2cosm~'20sin2(l 

-f  (m)Acos"l-*üsin40  —  •  •  •  • 
"null  =  („hcos'»-1!!  sinO  —  (m)3  cosm~*6  sin*ü 

+         CO8m~60  sin->()  — 


.... 
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3)  C^ji  =  (,»)»  -       *<m*9  +  (mh  Um*6 

COS  u 

—        tanG6  +  •  •  • 

4)  S-^4  =  Mi tan6  —  (mhtan*6  +  (w)»ta»5fl  

cosmll 

II.   Die  Auflösung  der  Gleichung  xn  —  +■  1.    Aus  der 

vorstehenden  Gleichung  folgt  x  =  (+  l)n  ;  die  gesuchten  Werth 
von  X  können  folglich  nach  Xro.  11)  berechnet  werden,  wenn  mx 

r—  1,  0  =  0,  m  =  1,  k  ~=  0,  1,  (»—  1)  setzt,  und  sie  sin. 

in  der  allgemeinen  Form 

2hn    .    .  .  2kit 
x  —  cos  \-  rsm 


n  n 

enthalten.  Man  kann  hierbei  gerade  und  ungerade  n  untei  scheider 
im  ersten  Falle  nimmt  man  der  Reihe  nach 


h  =  0,  1,  2,  ^  —  1, 


im  zweiten  Falle 

#  =  0,1,2, 
w  —  1,  w  —  2 , 


n  —  1 

2  1 

M+  1 


2 

Für  ein  gerades  w  sind  hiernach  die  Werthe  von  x 


1 

+  h 

—  1 

cos 

271 

n 

-f  isin 

27t 

TT' 

cos 

27t 

n 

—  t  SM 

27t 

 1 

n 

cos 

47t 

n 

-\-  isin 

4:7t 

n 

cos 

4:7t 

n 

—  isin 

47t 

n 

cos 

67t 

n 

-f-  isin 

0>7t 

cos 

G7t 

n 

—  isin 

(}7t 

n 

(n—2)7t            (n  —  2)n        (n  —  2)ti       .  . 
 iHl  4-  i  sin  —  ,  cos  i  sin  - — - — ' 


cos  (- 

n  n  " 

dagegen  für  ein  ungerades  n : 
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+  1. 


2n       .  .  2n 

cos          f  ?  sm    , 

n  n 

2n 

cos  

V 

-  ist* 

2tt 

H  ' 

An       .  .  An 

cos         +  i  sin  , 

n  n 

An 

cos  

n 

—  ishi 

in 
n  ' 

6  n          .  6n 

cos         +  i  sm   , 

n  n 

6n 

cos  

n 

—  ist» 

Gor 
"TT  1 

(«  —  \)n       .  .   (n  —  l)n 

COS  V  ^    l  S  M  —  , 

n  n 

(w  — Dar 

cos  — 

n 

—  isiit 

• 

(n-l)x 

11 

So  hat  z.  B.  die  Gleichung 

folgende  6  Wurzeln 

4-  l 

+  l, 

1, 

,  ,    VT  .  .VT 

I  +  »  ~y  .  *  -  » —  - 

,  ,.  VT  ,     .  VI 

-\  +  -I  -  '  —  • 

III.  Die  Auflösung  der  Gleichung  .r"  —  —  l.  Für  r— 1, 
0=  3T,  w  —  1  erhält  man  ans  Nro.  11)  als  allgemeine  Form  der 
Wurzeln 

(2*  f  \)n   ,    .  .    (2*  f  1)tt 

#  =  ros   f  i  sm  ; 


ii 


tai  geraden  n  hat  demnach  r  folgende  Werthe 


3T  TT 

cos  —  4-  ishi  —  , 
n  n 

3n       .  .  3x 

ros   4-  i  sm   , 

n  n 

5n       .  .  5jt 

cos  h  * w  , 


n 

JT 

ras 

—  ist« 

w 

N 

3tt 

—  19191 

cos 

/> 

—  fWH 

5  jr 

cos 

w 

cos  f  ?  sm  —  ,  cos  i  sm  — 

n  w  w  n 

^!?egen  bei  ungeraden  w: 

ScblömUcb,  Ai.alyais  I.  17 


Digitized  by  Google 


25b  Cap.  VIII.  §.  55.  Die  Expoueutialgrössen 

-  1, 

7t  7t 

cos  —  4-  ****  —  » 
n  n 

3n    .    .  .  Sn 

cos  \-  * sin  , 

n  n 

57t  .  5n 

cos  \-  ?  sm   » 

n  n 


7t 

•  • 

—  1  stn 

7t 

cos 

n 

n 

S7t 

•  • 

—  1  SM 

37t 

cos 

n 

n 

rö7t 

5jt 

cos 

—  isin 

n 

n 

•         •         •         •         •      ,  •         •  • 


(n  —  2)n  .  .  (n  —  2)tc  (u~2)n  .  .  (n  —  2)n 
cos  f-  i  stn  -  —  ,  cos -  i  sm  -  — 


§.  55. 

Die  Exponentialgrössen  mit  complexen  Variabelen. 

Unter  der  Zahl  e  wurde  der  Grenzwerth  des  Ausdrucks  ^1  -{-  ij 

für  unendlich  wachsende  o  verstanden  ;  demgemäss  ist 

Kl  \ w  c  1 
1  +  J 

1  z 

oder,  wenn  co  z  =  m,  mithin  —  =  —  gesetzt  wird, 

o  nt 


=  Um  [(l  +  ~)m]  ,  (für  m  =  oq  ). 


Diese  Gleichung  hat  den  Sinn,  dass  die  Exponentialgrösse  als 
Grenzwerth  einer  gewissen  Potenz  angesehen  werden  kann ;  sie  eignet 
sich  daher  sehr  gut  zur  allgemeinen  Definition  der  Exponentialgrösse, 
weil  man  nach  den  vorigen  Untersuchungen  für  jeden  Fall  die  Be- 
deutung der  Potenz  kennt.  Wir  definiren  demnach  ex  +  »y  durch  die 
Gleichung 

1)  e*+*  =  Lim  ^1  +  i  (^r  m  =  oo) 

und  setzen  der  Einfachheit  wegen  m  als  ganze  und  positive  Zahl 
voraus. 

Um  den  angedeuteten  Grenzenübergang  auszuführen,  bringen 
wir  zunächst  die  Basis  der  Potenz  auf  die  Normalform,  nämlich 

2)  1  +  ^~  =  r(cos6  +  isinO) , 
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woraus  sich  ergiebt 

y 


r  =  [1+^r  +  -^J-  «««  = 


m 


setzen  wir  ferner 

arctan  — — —  =  , 
m 

so  folgt  aus  der,  für  fanfl  angegebenen  Gleichung 

H  =  fr  +  **, 

wo  fc  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.  Die  Glei- 
chung 2)  lautet  jetzt 

1  +  X~~^r~ =  rlcos&  +  **)  +       +  **)]; 

für  x  =  0  und  y  =  0  wird  r  =  1 ,  #  =  0 ,  mithin 
1  =  coskit  -f-  isinkn  =  coskn, 

* 

woraus  hervorgeht,  dass  fc  eine  gerade  Zahl  sein  muss.  Man  hat 
desswegen  einfacher 

1 4-  ^^r^  =  r(™s^  +  i8in  d) 

und  nach  dem  Moivre'schen  Satze 
Darin  ist 


üöd,  wenn 


2a?      *2  +  ;/2  _  J_ 
eesetzt  wird,  so  stellt  sich  rm  unter  folgende  Form 


■  =  ('+?)'"=[(-+r)']f' 


1 

r4 


Bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  —  gegen  die  Null,  mit 

r1 

17* 
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hin  wird  p  unendlich  gross,  und  die  vorstehende  Gleichung  zeigt 

dann,  dass  rm  den  Ausdruck  e*  zur  Grenze  hat. 

Was  ferner  fflO  anbelangt,  so  ist  identisch 

>  -  cosft  y 

mft  —  - — TT  -  mtanv  — 


tanft  sin  fr  ,  x_ 

&  ^  m 

sind 

bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  #  gegen  die  Null,  — 

gegen  die  Einheit,  folglich  mfr  gegen  den  Werth  y.  Nach  diesen 
Bemerkungen  zusammen  wird  die  Gleichung  3)  zu 

4)  e-T  +  iy  =  ex(cosy  -f  isiny). 
Fast  genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  etwas  allgemeinere 

Exponentialgrösse  ae  anwendbar.    Bei  reellen  z  ist 

«'-«•'•  =  x^[(i+^)M]. 

und  wenn  man  diese  Gleichung  als  Definition  für  den  Fall  f  = 
x  _|_  ??/  beibehält,  so  findet  man  ohne  Mühe 

5)  =  ax[cos(yla)  +  isin(yla)]. 

Um  zu  entscheiden ,  ob  die  Fundamentaleigenschaft  der  Expo- 
nentialgrösse, nämlich  die  Gleichung  a*  .  at  ==  a'  +  C,  auch  bei  com- 
plexen  z  und  £  richtig  bleibt,  multipliciren  wir  die  Gleichung  5)  mit 

(fi  + '  1  =     [cos  [yi  la)  +  isin  (1?  7a)] 
und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 

r(cos()  +  is^.r^cosfh  +  ismth)=rrx[cos{ß  +  hx)  +  *sin(ß  +  #,)]; 
das  Resultat  ist 

a*+i9  m  a?+#ij  =  a*  +  H  {cos[(y  +n)la)  +isin[(y  +  ri)la]\ 

und  es  erhellt  hieraus,  dass  jene  Eigenschaft  in  der  That  für  com- 
plexe  Exponenten  gilt.  Alle  übrigen  Eigenschaften  der  Exponen- 
tialgrösse, wie  z.  B.  (ae)k  =  ake ,  sind  Folgerungen  der  erwähnten 
Eigenschaft  und  bleiben  daher  gleichfalls  ungestört. 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  obigen  Theoreme  ist  folgende. 
In  Formel  4)  setzen  wir  x  ==  0,  das  eine  Mal  y  =  w,  das  andere 
Mal  y  =  —  w,  und  haben  dann 

eiu  —  cosu      i sinu  ,    e~iu  =  cosu  —  isinu, 
mithin  durch  Addition  und  Subtraction 

6)  2  cos  u  =  eiu  +  e-,M,    Visinu  =  e'M  —  tr**. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  man  beiderseits  auf 
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die  mte  Potenz  erhebt  und  rechter  Hand  den  binomischen  Satz  an- 
wendet, 

7)  2mcosmu 

=  (m)0e^,m,'  +  (m)lei(m~*>m  -f  (w)2  eiim~  4)u  +  •  •  •  . 

8)  2mimsinmu 

=  (m)0eimu  —  (m}i  -f  (m^  —  

Hier  kann  mau  jede  Exponent ialgrösse  wieder  in  Cosinus  und  Sinus 
umsetzen  und  nachher  die  reellen  und  imaginären  Theile  auf  beiden 
Seiten  vergleichen.    Aus  Nro.  7)  erhält  man  so 

2m  cosm  u 

=  (w)0  cosmu  +  (m)i  cos(m —  2)  «*  +  Ms  ww(m  —  4)w  -(-  •  •  •  • 

Nicht  überflüssig  ist  es,  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  unge- 
raden m  zu  unterscheiden.  Bei  geraden  m  giebt  es  einen  mittelsten 
Binomialcoefficienten  (m) ,      und  jeder   andere  Coefficient  kommt 

zweimal  vor;  daher  lassen  sich  die  mit  gleichen  Coeflicieuten  ver- 
sehenen Summanden  vereinigen,  was  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  zu  folgender  Gleichung  führt: 

9)  2m~lcosmu 

=  (w)0  cosmu  +       cos(m  —  2)  u  +  (m\  cos(m  —  i)  u  +  •  •  •  • 

*  *  '  +  (mh%m-lcos2u  +  a(m)i,„' 

Dagegen  ergiebt  sich  für  ungerade  m  : 

10)  2w,~1C0Swu 

=  O)0  cosmu  -f-  (m)!  cos(m—  2)  n  +  (w)3  cos(w  —  4)  a  -|-  •  •  • 

Die  Gleichung  8)  gestattet  eine  ganz  ähnliche  Behandlung,  und 
zwar  findet  man  bei  geraden  m : 

11)  2*-1  sinmu 

=  (w)0  cosmu  —  (m)i  cos(m  —  2)  m  +  (jw)2  cos(m  —  4)  u  — 


•  •  •  . 


lm-1 


+  (-         *  (»),       cos 2u  +  (- 1)*"  !(»»), 


«kgegen  bei  ungeraden  m: 

12)  (_i)i(w-l)2*-iatfi-« 
=  (w)o  si»  wi  m  —       9»ti  (fN  —  2)  m  +  M2  sin  (m  —  4)  u  — 


. « . . . 
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Die  hier  entwickelten  vier  Gleichungen  bilden  gewissermaassen 
die  Umkehrungen  der  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  in  §.  54. 

§.  56. 

Die  Logarithmen  complexer  Zahlen. 

Wie  bei  reellen  £,  so  verstehen  wir  auch  bei  complexen  £  unter 
/£  diejenige  Zahl  z,  welcher  die  Eigenschaft  e'=£  zukommt.  Setzen 
wir  demnach 

1)  ?(S  +  t1f)  =  *  +  ' 
wo  x  und  y  vorläufig  noch  unbekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

oder 

ex(cosy  4  isiny)  —  |  +  «17 
sein.    Die  beiden  hieraus  folgenden  Gleichungen 

2)  exco$y  =  %i       ex  siny  =  rj 
liefern  erstens 

e**  =  |*  +  q*  ,      e'  =  VP  +  fl»,  ' 

3)  x  =  JiOc'+y").  . 

und  zwar  nehmen  wir  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne,  weil 
ex  bei  reellen  OS  nicht  negativ  sein  kann.  Die  Gleichungen  2)  werden 
durch  Substitution  des  Betrages  von  ex  zu  den  folgenden 

4)  cosy  =  — ,  ,  smy  = 


5)  tany  =  y  ,  y  =  ardan  y  ±  , 

wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  die  sich  etwas  näher  be- 
stimmen lässt,  wenn  man  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  nega- 
tiven £  unterscheidet.  Für  rj  =  0  wird  nämlich  y  =  4  »»ff  und 
nach  Nro.  4)  cosy  =  +  1  oder  cosy  =  —  1  je  nachdem  |  positit 
oder  negativ  ist;  hieraus  geht  hervor,  dass  im  ersten  Falle  m  ein« 
gerade,  im  zweiten  Falle  eine  ungerade  Zahl  sein  muss.  Bezeichnet 
Ä;  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  haben  wir  vermöge  der  Werth« 
von  x  und  y  folgende  Formeln:  für  ein  positives  £: 

6)  l(S  +  in)  =  5  Kl*  +  n9)  +  * |  «refan  -|  4  2kjt  j  , 
dagegen  für  ein  negatives  £: 
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f)    l($  +  in)  =  \  KP  +  V)  +  i  [arctan  |  ±  (2  k  +  1)  *]  • 

In  dem  sehr  einfachen  Falle  |  =  +  1  und  t]  =  0  erhält  man 

hieraus 

8)     *(+f)  =^  ±  2*fft  ,  f(— 1)  =  +  (2*  4-  l)jr*  , 

mithin  kann  bei  positiven  £ 

»)       I«  +  in)  =  i      +      +  |  +  /(+-  1) , 

iitd  bei  negativen  | 

10)       /(£  +  »»))  =  |  l(P  +       +  ,orda«  |  +  1) 

gesetzt  werden.  Die  unendliche  Vieldeutigkeit  der  Logarithmen  wird 
übrigens  nicht  überraschen,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 

n  =  Lim  [KVT- 1 )] . 

ist  und  dass  \7  £,  den  Untersuchungen  des  §.  54  zufolge,  tt  verschie- 
dene Werthe  besitzt. 
Aus  der  Gleichung 

e*i  .  el*  =  C»  +  *» 
ergiebt  eich  bekanntlich  die  Haupteigenschaft  der  Logarithmen 

jene  Relation  besteht,  wie  in  §.  55  gezeigt  wurde,  auch  bei  com- 
plexen  zx  und  z2  ,  mithin  gilt  die  letztere  Eigenschaft  gleichfalls  bei 
complexen  £j  und  J2.  Eine  Anwendung  des  Satzes  besteht  darin, 
dass  man  die  Werthe  von  /(£4-  llj)  und  /(£ —  i  i?)  nach  Formel  7) 
oder  nach  Formel  8)  entwickelt  und  die  beiden  erhaltenen  Gleichun- 
gen von  einander  abzieht ;  man  findet  so 

*o  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

§.  57. 

Die  goniometrischen  und  cyclometrischen  Functionen  mit 

complexen  Variabelen. 

I.  Die  in  §.  55  Nro.  6)  entwickelten  Gleichungen 

ciu     I    e-iu  eiu  _  e-iu 

cosu  =  ,        sinu  =  —  
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wollen  wir  als  die  allgemeinen  analytischen  Definitionen  von  cos« 
und  sinu  beibehalten;  es  ist  dann 

e~°  +  e+f      ev  -\-  c~° 
cos(tv)  =  =  , 

amfyv)  =  -  =  *  -  ,  | 

und  überhaupt  bei  complexen  u  =  x  -f  iy 


cos(x  +  iy)  — 


2  2 


sm(x  +  iy)  -   -   =  Yi  

oder,  wenn  man  e+ix  sowie  e~ix  durch  cosx  und  sinx  ausdrückt, 

1)  cos(x  +ty)  =  cosx  —  i  smx, 

2)  s«w(x4-t#)  =   l-  sinx  +  t  cosx. 

Vermöge  der  Werthe  von  cos(iy)  und  sin(iy)  kann  man  dafür 
schreiben 

cos  (x  -\-iy)  ==  cosx  cos(iy)  —  sinx  sin(iy) , 
sin(x  -\-  iy)  =  smx  cos(iy)  4-  cosx  sin{iy) , 
woraus  hervorgeht ,  dass  die  bekannten  Formeln  für  cos  (a  +  ß) 
und  s/w  («  -f-  ß)  auch  bei  imaginären  0  richtig  bleiben.    Die  Glei- 
chungen 1)  und  2)  liefern  ferner 

cos-  {x  -\-iy)  -|-  sin2  (x  4-  iy) 

=  2— ;  -  v— 2— J =  1' 

die  Relation  cos'2  z  -\-  sin2  z  =  1  besteht  daher  auch  bei  complexen  ft 

Für  die  übrigen  goniometrischen  Functionen  behalten  wir  die 
gewöhnlichen  Definitionen 

1         ,  sin  z 

scc  z  =  ,     tan  z  =   u.  s.  w. 

cos  z  cos  z 

ungeändert  bei.    Hiernach  ist  z.  B. 

.  '       ...      (cv  4-  c~y)  sinx  4-  *(cy  —  e-*)cosx 

tan  (x  4-  « y)  =  ) —  r  1  ;  ^  , 

v  ^  w      (cf  4-  e-f)  cos x  —  t (e*  —  e-») sinx' 

oder,  wenn  man  den  Nenner  durch  Multiplication  mit 

(ev  4_  €~v)  cosx  4-  i  (ev  —  c ~ y) sin x 

reell  macht, 
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ö)  tan (X  +      =  c2>  +  2cos2x  +  e  2>  * 

i  ..... 

Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  alle  übrigen  goniometrischen  Func- 
tionen des  complexen  Bogens  x  -\-  iy  auf  die  Form  <jp(jt  ,  y)  -\-  ity(xy  y) 
bringen. 

II.  Für  die  cy ciometrischen  Functionen  benutzen  wir  die  ge- 
wöhnlichen Definitionen,  zufolge  deren  sie  die  kleinsten  Umkehrungen 
der  goniometrischen  Functionen  sind.  So  verstehen  wir  z.  B.  unter 
MM (14-  ty)  denjenigen,  für  {  4"  *»?  =  0  verschwindenden  Bogen, 
dessen  Sinus  den  Werth  £  -f      besitzt.    Setzen  wir  demnach 

i)  aresin (f  4  irj)  —  x  +  iy, 

wo i  und  y  vorläufig  unbekannt  sind,  so  muss  umgekehrt  die  Glei- 
chung 

8f'f»(«  +  t»  =s|  +  <| 
gelten,  die  nach  Nro.  2)  mit  der  folgenden  übereinkommt, 

 sin x  4-  »  ^  cwsa;  ~  {-f  ti|. 

2  2 

Zur  Bestimmung  von  x  und  y  dienen  jetzt  die  beiden  Gleichungen 

5)   2  «»*  =  {i   g  cosx  =  ^ 

^diesen  erhält  man  leicht 

6)  e»  =  -J_  +  _!L,  e  ,  =  J  2_ 

stnx       cosx  stnx  cosx 

und  durch  Multiplication 

,  =_t  Sl_ 

oder 

sin2 x  cos2 x  =  £2cos2x  —  rj2sin2x. 

Ersetzt  man  sin2X  durch  1 — cos2x,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 
*H  der  Unbekannten  cos  #  und  es  wird 

cos2x  =  §  (1  —  £2  —  g*)  +  |  V  (1  —  {*  —  rj2)2  +  4  17* ; 
hier  ist  nur  das  obere  Zeichen  anwendbar,  weil  sonst  cos2x  negativ 
ausfallen  würde.    Man  hat  demnach 

:        cos2x  =  l  [l  —  &  —  q2  4-  /(l  —     —  n2)2  +  4  ^2]  , 

sin2x  =  \  [l  4-  {«  4-  q»  -  V(l  -  {»  -  rfl»  +  4  , 
°<ta  auch 

;       mH  =  |[l  4.  p  +  ^  -  /(l  +  «*4-^,-4rt . 
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Benutzt  man  zur  Abkürzung  die  Symbole 

7)  x  =  JL  V  i  +  {» +    -  V(i  +  &  +  fl*)1-^?. 

8)  r  =  -J=l/i-l2-^  +  V/(i-^-i)y  +  41)», 

so  hat  man  nach  dem  Vorigen 

=  X,  cosx  =  Y\ 
hieraus  ergiebt  sich  der  Werth  von  x,  und  zwar  ist  einfach  x—am\n% 
zu  setzen,  wenn  der  anfangs  ausgesprochenen  Bedingung  des  gleich- 
zeitigen Verschwindens  von  £  und  x  genügt  werden  soll.  Ferner  in 
man  aus  Nro.  6) 

»-'Gfc+dfc) -<£+■*)■ 

mithin  zusammen 

9)  aresin (§ -f  irj)  =  aresin  X  -f  «7  ^-|-  +  -20« 

Die  Function  arecos  (|  -f  t ty)  gestattet  eine  ganz  ähnliche  Bt| 
handlung,  wobei  sich  ergiebt 


10) 


auf  gleiclie  Weise  würden  sich  auch  die  übrigen  cyclometrischej 
Functionen  complexer  Variabelen  in  die  complexe  Form  u  -\-  iv  brii 
gen  lassen. 

Wir  betrachten  noch  einige  specielle  Fälle  der  obigen  Formel 
Es  sei  erstens  r\  —  0,  so  wird 

und  hier  sind  die  Fälle  J  <  1  und  J  >  1  zu  unterscheiden. 

Für  £  <  1  ist  der  absolute  Werth  von  V(l  —  g2)2  =  1  - 
mithin  wird  X  —  x,  ferner  nach  Nro.  8)  Y  =  Vi  —  {s 

-p-  —  0;  die  Gleichung  9)  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf 

Identität  aresin  i;  —  aresin  |.  Dagegen  ist  für  |  >  1  der  absolu 
Werth  von  V  (1  —  g2)2  =  S2  —  1 ,  mithin  X  =  1 ,  OTCWM  X  =  j 

•  ,    9  0 

Ferner  wird  unter  diesen  Umständen  Y  =  0,  folglich  —  —  "j 
wovon  sich  der  wahre  Werth  auf  folgende  Weise  findet.    Es  ist 
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Y*     V  (1  -   -  n*¥  +  W  f  1  -  f 2  -  ' 

thin,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit 

V(i  -  is  -    +  4  ij*  _  (i  - 1»_  .,*) 

altiplicirt, 

V(l-g2--^)2  +  4^ TÜ-Ü-i^2) 
r  ij  =  0  wird  hieraus  wegen  |  >•  1 

Zufolge  der  gefundenen  Werthe  hat  man  aus  Nro.  9) 

j)      »rcaml  =  \n  +  ,7  (|  +  Vi0-  -  1) ,    I  >  1, 

id  es  wird  dieses  Resultat  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert, 
tf?  zu  einem  die  Einheit  übersteigenden  Sinus  kein  reeller  Bogen 
öftren  kann. 

Aus  der  Formel  10)  erhält  man  für  r]  =  0  und  i;  >  1 

2)  arccos  g  =        —  V>  —  l) ; 

Addition  der  Gleichungen  11)  und  12)  zeigt,  dass  die  Relation 

aresin  £  +  arccos  £  =  \  n 
hl  für  i;  >  1  richtig  bleibt. 

Es  sei  zweitens  i;  =  0;  es  wird  dann  X  =  0 ,  r  =  1 ,  mithin 
^=  — •    Da  aber 

f  2  2 


X2  l+j»+q2_y(l  +|2  +  y?2)2_4|2 

_  1  +  £a  +  ig»  +  V(i  +  £8  +     —  4g» 
~  2 

ist  f ür  J  =  0  der  wahre  Werth  von 

.iL  =  1  +  ^2  und  JL  =  v/i 

'Gleichungen  9)  und  10)  gehen  jetzt  in  die  folgenden  über 

P  or<*tn  (• ?)  =fi(l/  Ü7+72  +  t?)  , 

H  arccos  (i  tj)  =ss  *  ?r  -f  /  /  ( l/l  +  r/2  — 

^ch  Addition  derselben  gelangt  man  zu  dem  Resultate,  dass  die 

u&me  von  aresin  und  arccos   auch  bei  imaginären  Variabelen 
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gleich  dem  Quadranten  ist.  Dieser  Satz  gilt  überhaupt  für  couipl»  xe 
Variabele,  wie  man  durch  Addition  der  Gleichungen  9)  und  10)  leicht 
finden  wird. 

Wir  betrachten  noch  die  Function  arctan  (f  +  i  tj) ,  deren  com- 
plexer  Werth  x  +  iy  sein  möge.  Aus 

15)  arctan  (ij  +  iy)  —  x  +  iy 
folgt  umgekehrt 

tan(x  -\-iy)  =  |  +tl|j 
für  die  linke  Seite  substituiren  wir  den  ursprünglichen  Werth 
(t'f  +  e~y)  sin  x  +  *     —        cos  x       tan  x  -\-  i  Q 
(e*  +  e~  f)  cos  x  —  i  (e*  —  e~v)  sin  x       1  —  i  Q  tan  x ' 
wobei  zur  Abkürzung 

16)  ey-e~9=Q 
>                                  cy  _|_  c-y  * 

gesetzt  worden  ist,  schaffen  die  Brüche  weg  und  vergleichen  di 
reellen  und  imaginären  Theile;  wir  erhalten  dann  folgende  zwe 
Gleichungen 

tanx  —  £  +  tjQtanx,       Q  =  rj  —  £Qtanx. 
Die  erste  Gleichung  liefert 

17)  tanx  =  T_L^f 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  zweite  Gleichung  substituirt,  s 
wird 

mithin 

_  1  +&±lf  +V(1  +  ft  +  ifli-4if 

Das  nöthige  Vorzeichen  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung 
dass  für  r/  =  0  auch  y  —-  0  und  $  =  0  werden  muss ;  daher  '4 
nur  das  untere  Zeichen  zu  gebrauchen.    Setzt  man  zur  Abkürzung 

18)  Z  =  V(l  +&  +  n*)*—  4^, 

wo  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist,  so  wird 

_  1  f  ft  +  ^-Z  I 

Aus  Nro.  17)  folgt  jetzt 

19)  #  =  arctan-   +  kit% 

und  dabei  ist  k  eine  positive  ganze  Zahl;  soll  aber  x  gleichzeitig  U 
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{  verschwinden,  bo  muss  k  =  0  genommen  werden.  Ferner  ergiebt 
sich  aus  Nro.  16) 

und  da  Q  bekannt  ist,  ro  hat  man  auch  x  nnd  »/,  mithin  nach  Nro.  15) 
21)  arcfan(ti  +  iq) 

=  "f"  T^v-n'  +  z  +  '  • 1  \z.-f-(i-n)>) 

Ii  dem  speciellen  Falle  £  —  0  wird  Z  =  1  —  oder  —  i??  —  1, 
je  nachdem  rp  weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt,  daher 

arctan (irj)  =r  i\1  (f^j) ■       ij»  <  1 , 

orrfa»(ifl)  =  ,l/(l±i),       qt  >  1 , 

föry=r  1  liefern  beide  Formeln: 

arctan  i  =  ico. 

Die  übrigen  cyclometrischen  Functionen  können  auf  gleiche 
Weise  behandelt  werden. 

§.  58. 

|  Differentiation  oomplexer  Ausdrücke. 

Den  vorigen  Untersuchungen  zufolge  kann  eine  Function,  welche 
»nsser  der  Variabelen  g  noch  die  imaginäre  Einheit  i  enthält,  auf 
die  Normal  form 

4  /(*,0  =  9to  +  »*(*) 

gebracht  werden,  dann  lässt  sich  aber  auch  eine  bundige  Erklärung 
*w  den  Differentialquotienten  von  f{z,  i)  geben.  Unter  f'(zy  i) 
versteht  man  nämlich  den  Ausdruck  y'(z)  -f  iil>'(e)  und  es  ist  daher 

c/^r  rfs  r/tf 

Dieser  Definition  folgend  wollen  wir  die  Differentialquotienten 
*  Anfachen  Functionen  complexer  Variabelen  aufsuchen. 
Die  Potenz.    Setzen  wir  nach  §.  53 
(*  +  i  y}u  r=  [r  (cos  0  +  i  sin  0)]f  =  r**  cos  (i0  +  tV1  sin  ft  0 , 

r  —  V &  +  y2 ,       ton    —  ^- , 
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so  erhalten  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

d[(x  +  iy)P]  u  .     a  dß    .       u  ,        n  dr 


es  ist  aber 


d6  y      _  sind 

dx  x-i  +  yi—         r  • 

mithin  nach  Substitution  dieser  Werthe  und  gehöriger  Zusammei 
ziehung 

+»/)■"]  =ftr,«-1  cos^-l)^^^-!«-«^—  i)ö 

d.  h.  i 

8)  ^  +  ^  =  tt(g+.y),_1  , 

Durch  eine  gleich  einfache  Rechnung  findet  man 

4)  a?/         =  tft(s *, 

und  nun  folgt  aus  den  Formeln  3)  und  4),  dass  die  Diflferentiatio 
einer  Potenz  mit  complexer  Basis  ebenso  auszuführen  ist,  als  wen 
i  ein  reeller  Coefficient  wäre. 

DieExponentialgrösse.  D urch  Differentiation  der  GleicV xw 

ex  +  ty  ___  ßXC0Sy  _j_  iexsiny 

erhält  man  augenblicklich 

5)  — =  ex  cosy  +  iexsiny  = 
dex  +  '* 

6)  — g^—  —  —  ex siny  -\-  iex cosy  =  iex  +  'y-y  1 

wie  man  sieht,  bleibt  auch  hier  die  Differentiationsregel  ungestöit. 

Der  Logarithmus.  Die  Formeln  6)  und  7)  in  §.  56  köi  ni 
in  die  folgende  zusammengezogen  werden 

wo  c  eine  von  |  und  r\  unabhängige  Grösse  bezeichnet;  daher  is< 
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,     m±*$  —  _J  ;    _  | - ; g 

öl  !s  +  i?2      >  +  fJ+r/> 

_  1 

8/(1  -|-  i^)    r)      j_  .     f      _  S—ir, 

1        älj     ~  FT?  _  'ls  + 

_ .  i 

nch  hier  geschieht  die  Differentiation  ebenso,  als  wenn  i  reell  wäre. 
Die  trigonometriechen  Functionen.    Aus  der  Gleichung 


e»4-*— f            e* —  f— ?• 
sm  (j  +  *y)  =  5  *»w  x  4-  i  co*  x 


hält 


dsin(x  +  iy)       e*  J~  <>-t>  €*  — 1~*  . 

-  co*  x  —  t  tun  x 


dx  2 

=  cos(x  +  l>), 

,       a  sin  (x  +  ijr)  — V»  .  .  J-e-f 

))  —  —  stmx  -J-  ?  tmx 

cy  2  2 

=  icos(x  +  t >)- 

Für  die  übrigen  trigonometrischen  Functionen  if-1  ebenso  laicht 
ittanweisen,  dass  die  gewöhnlichen  Differentiation«  etHn  ungeandert 
eiben. 

Die  cyclometrischen  Functionen.  Setzen  wir,  wie  in 
57,  Nro.  4) 

aresin  (|  -4-  it])  =  x  J-  ff , 
oWi  zwischen  x  und  y  die  Gleichungen 

 sm*  =  f,  co$x  =  i\ 

Attfinden,  so  haben  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  f 
%ende  drei  Gleichungen 


e*  4-  e-v         dx       e*  —  e~*  .  dy 

~2—cosxdj  +  —j—Sinxdi  =  l« 

—  sm  x  - — r-  J  cos  x  —r-  —  0. 

2  8£  2  Ö{ 
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Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man' 

dx    l(e"  +  e~y)cosx 

~H  ~~  ß  (ev  +  e~ f)  cos x]*  +  [\  (e*  —  e~*)  sinxf ' 

dy  |  (e*  —  e~y)  sin  x 

substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11)  und  berücksich 
tigt  die  Relation 

P  +  *g  _  1 
pt  +  q*      p  —  iq1 
so  gelangt  man  zu  der  Formel 

d  aresin  (|     f  v) 


dt;  \(ey  -\-e-y)cosx  —  t |(<?"  —  e~v)s/w j 


"~  cos  (x  +  ty)      Vi—  sinHx-y  iy) 

oder 

12)  8arc8tn(g  +  tifl      _  1 

Durch  eine  ähnliche  Rechnung  findet  sich 
iq.  d  aresin  (g  -fig)        .  1 

'  N  ~  Vl-(«  +  <9)«; 

es  gilt  daher  die  gewöhnliche  Regel  zur  Differentiation  des  am 
Sinus  auch  bei  complexen  Variahelen.  Für  die  übrigen  cyclometri 
sehen  Functionen  gestaltet  sich  die  Sache  ebenso. 

Durch  die  Zulassung  der  Differentialquotienten  complexer  Am 
drücke  erreicht  man  häufig  den  Vortheil,  verschiedene  Differential 
quotienten  unter  einen  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkt  zu  bringen 
So  sind  z.  B.  die  Gleichungen 

ßx  aß 
daretan—  =  „r^dx 

nicht  wesentlich  von  einander  verschieden ;  setzt  man  nämlich  in  de 
ersten  iß  für  ß,  so  wird 

V  \a  —  ißx/}  u*-\-ß*x2 
d.  i.  nach  Formel  11)  in  §.  56 
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(ßx  \  aß 

ardan— —  +  2hn  )  —  i   .  ,  V.  dx, 
a    —         /        a1  +  ß*x* 

was  mit  der  zweiten  Gleichung  übereinkommt. 

Dasg  der  Gebrauch  complexer  Zahlen  auch  bei  der  Entwickelung 
höherer  Differentialquotieuten  von  wesentlichem  Nutzen  sein  kann, 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 

Aus  der  identischen  Gleichung 

a       _   1  /     1  1  \ 

a2+ß*x2—  2i\ßx  —  ia      ßx  +  ia) 

erhält  man  durch  m- malige  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

LJ     «       \  _  (-l)-1.2...mfl-j  1  1  \ 

\**+/!fW  2ia  1(0*  — ia)"+»     (/3ar  +  ia)'"+l( 

Um  die  imaginären  Ausdrücke  wieder  wegzuschaffen,  setzen  wir 
ßx  +  ia  =  r  {cos  0  +  f  sin  0) 

r  =  \/0*flc*  +  a*f      0  —  arctati-?-; 

p  x 

ö  wird  dann 

(ßx  +  t a)"»  +  »  —  (/5a:  —  ta)*  +  » 

er»*1!«»^  +  1)0+  +  1)0] 

—  rw  +  '  [ros(w  +  1)0  —  t  Mn(w  +  1)0] 

=  2trm+1  s/w  (m  +  1)0  =  2  •(««  +  0»**)^*+1>*m[(fW  +  \)nr(im  iL.j 

sin\  (tu  +1)  arctan 
,     L  PfJ. 

(a2  +  ^r2)>+" 


Aus  der  identischen  Gleichung 


i  V/Ja;  —  f  «      ßx  +  t«/ 


a*  +  ß***  2 
erhält  man  nach  derselben  Methode 


,  cos\  (m  +  1)  arcfo»  -j- 

(««  +  01**)* 

»chlftmiich,  Analyst    I.  18 
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Setzt  man  in  der  Formel  14)  a  =  ß  =  1 ,  m  =  n  —  1  nj 
berücksichtigt,  dass 

D^(T^)  =  D-ardanx^ 

ist,  so  kommt  man  auf  dasselbe  Resultat  zurück,  welches  in  §.  14 
Nro.  13)  durch  ein  weit  umständlicheres  Verfahren  gefunden  ward* 

§.  59.  1 
Potenzenreihen  mit  imaginären  Variabelen. 

Vergleicht  man  die  beiden  früher  erhaltenen  Formeln 

!)  V(j^  =  \*  +  l*>  +  l**  + 

2)  arctany  =  \  y  —  |y«  +  \y*  —  

_  1  <*<  +  1,     -  1  <  i/  <  +  1, 
•so  fallt  in  die  Augen,  dass  die  erste  Reihe  mit  der  zweiten  identisc 
werden  würde,  wenn  man  ihr  den  Zeichenwechsel  zu  verschaii 
wüsste.    Dies  erreicht  man  durch  die  Substitution  x  —  iy;  die  HA 
Seite  der  Gleichung  1)  verwandelt  sich  dabei  in 


wobei  1 1  als  eindeutig  =  0  vorausgesetzt  wird ;  die  rechte  Seite  d< 
Gleichung  1)  geht  über  in 

i(\y  -\y>  +  \vh-  ), 

ob  aber  die  Gleichung  1)  unter  diesen  Umständen  noch  besteht,  is 
eine  andere  und  zwar  nicht  überflüssige  Frage,  weil  die  Formel  1 
nur  für  reelle  x  bewiesen  wurde.  Die  Gleichung  2)  zeigt  nun,  das 
in  der  That  die  Gleichung  1)  für  x  =  iy  ihre  Gültigkeit  behält 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Formeln 

x    ,    1   x3    .    1  .  3  x5  , 
arcsm*  =  _  +  +  +  , 

1         2    3^2.45  »  I 

-1  <.x<>  +  1,      -  1  ^y  ^  +  1, 
deren  zweite  man  auf  demselben  Wege  erhalten  kann ,  der  in  §.  4' 
zur  Entwicklung  der  Reihe  für  aresin x  eingeschlagen  wurde;  aucl 
hier  lässt  sich  durch  Substitution  von  x  =  iy  die  erste  Reihe  in  di 
zweite  überführen,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  für  aresin  x  für  ima 


Digitized  by  Google 


imaginären  Variabelen.  275 

ginäre  x  richtig  bleibt,  wenn  deren  Modulus  die  Einheit  nicht  über- 
schreitet 

Behufs  einer  dritten  Anwendung  gehen  wir  von  dem  leicht  be- 
weisbaren Satze  aus,  dass  ein  Product  von  der  Form 

(l+«,*)(l+alir)(l+«a*)  , 

völlig  entwickelt,  zu  einer  Potenzenreihe 

1  +  Ci*  +  0,**  +  C3X*  +  

fuhrt,  worin 

Ci  =  ax  +  «2  -f  a:i  +  a4  +  •  •  •  • , 
C*  =  a,  a,  +  «j  a,  -f  «i  «4  + 
|  +  a,a3  -f  a,a4  + 

+  «3  «4  + 
U.  8.  W. 

and  überhaupt  jeder  Coefficient  nach  einem  bekannten  combinatori- 
when  Gesetze  gebildet  ist.    Demzufolge  hat  man  z.  B. 


•  •  •  • 


3) 


•    •   •  • 


=r  1  +  CXX  -f  C^X*  +  C*X*  + 

und  für  den  ersten  Coefficienten 

1       x">\V        22        32        42  / 
nd  nach  §.  50,  S.  243 

C  =  j. 

Auch  die  übrigen  Coefficienten  sind  leicht  zu  bestimmen;  setzt 
man  nämlich  x  —  —  z*  und  multiplicirt  heide  Seiten  der  Gleichung 
3)  mit     so  erhält  man 


=  z  —  C,*»  +  O**5  —  C:iz>  +  


*ä  bier  ist  die  linke  Seite  identisch  mit  sinz  (§.  49  Formel  16), 
tothin  muss  die  rechte  Seite  mit  der  Sinusreihe  übereinstimmen, 
*wan8  folgt 

°2  =  1^775'    Cj  ~  1757777' etc* 

Aus  Formel  3)  wird  jetzt 

"~  1  +  1.2.3  +  1  .2... 5  +  1.2.. .7  + 


.... 
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und  zwar  gilt  dies  für  alle  reellen  x.  Setzt  man  x  =  +  u 
multiplicirt  beiderseits  mit  y,  so  geht  die  Reihe  über  in 

v  +  y3  -I-  yb  4-  y?  j_ 
9       1.2.3  T  1.2... 5  "r  1.2... 7  "1" 

_  <?y  —  g-r 
~~  2 

und  man  hat  daher  die  Gleichung 

welche  zeigt,  dass  das  unendliche  Product  für  SMuer  auch  in  dem  Fi 
richtig  bleibt,  wo  £  durch  die  imaginäre  Variabele  iy  ersetzt  wi 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  bei  den  Werthen 


4  4  4 

j. 


man  gelangt  nämlich  zu  der  Formel 

«  2*=-(>+Ä)0+»)(«+Ä)-;- 

welche  beweist,  dass  das  unendliche  Product  für  cosz  auch  im  Fi 
z  =.  iy  richtig  bleibt. 

Auf  die  Gleichungen  4)  und  5)  sind  die  nämlichen  Transfon 
tionen  anwendbar,  welche  in  §.  50  mit  den  unendlichen  Produc 
für  sin  z  und  cos  z  ausgeführt  wurden.  Nimmt  man  zuerst  die  1 
garithraen  und  difFerenzirt  nachher  in  Beziehung  auf  y,  so  erhält  n 

6)  "  +  e~' 

—  y   r  (1      +      r  (2*)*  +  *»  r  (3      +      T  '  ' 


7) 


cy  +  e~y 

2y  2y  2y 

2        /SÄ\2  -I-  «S        ffiflrV-*  4_  «2  "r 


8) 


2 


ey  —  c-y 

J  2y         ,        2y  2y 

~~  y  +        (2*)«  +  y8     (3^  +  y»"1" 


i 
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dieselben  Resultate  ergeben  sich  aus  den  Formeln  3),  4),  6)  und  7) 
des  §.  50  durch  Substitutition  von  z  =  iy. 

Verwandelt  man  ferner  die  soeben  gefundenen  Reihen  in  Poten- 
zenreihen, so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

10)  "  + 

—   n  —  «3   J  _  1tb    .... 

p   ^    1.2  9       1.2. .4*   ^  1.2..6  y 


II) 


—  *  <  y  <  +  *, 

e'  —  c-' 


^(2*-l)Bx  „  2*(2*-\)B,  a  2«(2«-l)i?5  . 
~  ~TT2  *  iT2T4^r^      1.2.. .6 

2 


12) 


jf  1.2       y  T      1.2. .4     J  1.2. ..6    *  ^  * 


13) 


—  *  <  y  <  + 

2 


=  1  *_V2   J  !  «4  !   4-   •  •  • 


1.2^   *  1.2. .4'        1.2. .6 

—  IÄ  <  v  <  + 

darin  bedeuten  Z?i ,  2?:J,  2?5  etc.  die  Bernoul Ii' sehen  Zahlen,  r2,  r4, 
i«  etc.  die  Secantencoefficienten. 

Man  ersieht  aus  den  gefundenen  vier  Gleichungen,  dass  die  For- 
meln 29),  30),  31)  und  24)  in  §.50  auch  für  z  =  iy  richtig  bleiben, 
wenn  y  auf  dasselbe  Intervall  wie  z  beschränkt  wird. 

Erscheinungen  dieser  Art  veranlassen  die  allgemeinere  Frage,  ob 
^  nicht  möglich  sein  würde,  das  Theorem  von  Mac-Lau rin  auf 
tomplexe  Variabelen  auszudehnen,  d.  h.  die  Bedingungen  zu  finden, 
unter  denen  die  Gleichung 

I  /(*  +  iy) 

=  /(0)+^(*  +  t»  4-  £S&<ß  +  4tf  +  .... 
gültig  ist ;  diese  Untersuchung  werden  wir  im  zweiten  Bande  erledigen. 
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Factoren  und  Partialbrüche. 

§.  60. 

Der  Fundamental satz  der  Lehre  von  den  algebraischen 

Gleichungen. 

Aus  der  Algebra  ist  hinreichend  bekannt,  dass  Gleichungen  de 
vier  ersten  Grade  jederzeit  ebensoviel  reelle  oder  complexe  Wurzeli 
besitzen,  als  der  Grad  der  Gleichung  Einheiten  zählt;  es  liegt  dahe 
die  Frage  nahe,  ob  diese  Eigenschaft  bei  jedem  höheren  Grade  gleich 
falls  stattfindet.  Die  Theorie  der  imaginären  Zahlen  macht  ein 
genaue  Discussion  des  Gegenstandes  möglich,  welcher  wir  nur  ein« 
Bemerkung  vorauszuschicken  haben. 

Wenn  eine  Reihe  positiver  Grössen  c$ ,  C\ ,  c>2 ,  .  .  .  c*  gegeb« 
ist  und  die  Zahl  q  grösser  als  jeder  der  Quotienten 

ck  + 1          ck  + 1  cn 
 ,   ,  •  •  •  •   

gewählt  wird,  so  kann  man  aus  den  Ungleichungen 

q  >  — —  »       q  >  ,  •  .  .  q  > 


Ck  Ck  +  \  Cn-\ 

leicht  die  folgenden  ableiten 
diese  führen  noch  zu 

<  CkWh(qw  +  q2w2  +  +  qnwn)i 


.  .  • 
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worin  w  eine  beliebige  positive  Variabele  bezeichnet.     Wählt  man 
1 

letztere  <C  ^"J-,  80  wi*d  £10  <^  |  und 

qw  +  q2w2  4"  ♦  -  *  +  (l*w* 
<  i  +  M)2  +  ®3  +  •  •  •  ■  in  inf., 
wobei  die  Summe  rechter  Hand  —  1  ist     Die  nunmehrige  Unglei- 
chung 

ckw*  >  ck  +  xwk  +  l  -f  c4+2u?*  +  -  +  cnwn 

enthält  folgenden  Satz:  in  der  aus  positiven  Grössen  bestehenden 

Reihe 

Cfi  -f-  C\  W  +  cl  + 4"  cnwn 
lagst  sich  immer  so  klein  wählen,  dass  irgend  ein  Term  ck  tok  mehr 
beträgt  als  die  Summe  aller  uachherigen  Glieder.  —  Sind  die  Glie- 
der theils  positiv  theils  negativ ,  so  kann  man  sie  auf  ihre  absoluten 
Werthe  reduciren  und  dann  bleibt  die  Schlussweise  dieselbe.  Man 
ersieht  hieraus,  dass  bei  hinreichend  kleinen  w  das  Vorzeichen  der 
Summe 

CkWk  +  Ck  +  \Wt^1  -f  •  •  •  •  +  c„wn 
mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  Summanden  übereinstimmt. 

Wir  betrachten  nun  einen  Ausdruck  von  der  Form 
1)  f(x)  —  aQ  f  axx  +  a^x2  +  •  •  •  + 

welchen  man  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  nten  Grades 
»  nennen  pflegt.  Setzt  man  für  x  die  beliebige  complexe  Zahl 
«  4  iv,  so  stellt  sich  f(x)  =  f(u  +  iv)  unter  die  Form  M  +  iN, 
wo  M  und  N  ganze  rationale  Functionen  von  u  und  V  sind.  Die 
Norm  von  M  -\-  iN,  d.  h.  der  Ausdruck  M2  4*  N2,  kann,  wie  leicht 
zugehen  ist,  beliebig  gross  gemacht  werden,  wenn  man  u  oder  v 
oder  u  und  v  zugleich  in's  Unendliche  wachsen  lässt ;  dagegen  kann 
M4  4-  N2  niemals  negativ  werden,  und  folglich  hat  dieser  Ausdruck 
ein  Minimum ,  welches  entweder  =  0  oder  >>  0  ist.  Welcher  von 
diesen  Fällen  stattfindet,  wird  die  folgende  Untersuchung  lehren, 
worin  das  Minimum  der  Norm  gleich  mit  M 2  4"  selber  bezeich- 
net werden  soll  und  u  +  iv  der  complexe  Werth  von  x  sein  möge, 
für  welchen  jenes  Minimum  eintritt. 

Es  bedeute  p  eine  Wurzel  der  positiven  oder  negativen  Einheit, 
» eine  beliebige  reelle  Grösse,  und  es  werde  in  Nro.  1)  x  =  u  -\-  iv 
4  Qto  gesetzt;  man  erhält  dann  einen  Ausdruck  von  der  Form 

2)  f(u  +  iv+Qw)  =  P  +  iQ, 

dessen  Norm  P2  -f-  Q2  ist.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  Poten- 
zen von  qw  ordnen,  indem  man  u  -\-  iv  +  qw  als  ein  aus  u  -\-  iv 
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und  p  w  bestehendes  Binom  ansieht  und  dem  entsprechend  die  Poten- 
zen von  u  -f"  1  v  ~\~  Q w  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt; 
man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  einer  Gleichung  folgender  Gestalt 

f(u  +  iv  +  qu>)  =  M  +  iN+  (Mt  +iNx)Qtv  +  

 +(Mn  +  iNn)Q*W, 

worin  My  N  die  vorige  Bedeutung  haben,  und  M\ ,  Nx  ,  M2 ,  Ä| 
.  .  .  Jf„,  Nn  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Da  möglicher 
Weise  mehrere  dieser  Ausdrücke  verschwinden  können,  so  mögen 
Mk  und  Nk  die  ersten  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Functionen 
bedeuten;  es  ist  dann 

3)  + 

=  M  +  iN+  {Mt  +  iNt)        +  ...  +  (je,  +  iNn)  q'W. 

Für  p,  welches  bisher  nicht  näher  bestimmt  wurde,  lassen  sich 
vier  verschiedene  Wahlen  treffen,  nämlich 

l  I  i_  l 

p  =  (+i)*,    p  =  (-i)\    Q  =  (+*yi    *  = 

welchen  die  Werthe 

p*  =  +  1 ,       Q*  =  —  1 ,        9*  =  +  *i        p*  =  —  ' 
entsprechen;  bezeichnet  demnach  a  eine  reelle  (positive  oder  nega- 
tive) Einheit,  so  kann  einerseits  p*  =  £,  mithin 

f(u  +  iv  +  pw) 

=  üf  -f-  eMkwk  -f  +  «JViw*  +  )» 

andererseits  p*  —  ei,  folglich 

f(u  +  iv  +  Qw) 

=  M  —  eNkwk  +  +  t(JV+«Ä*w*  H  ) 

gemacht  werden.  Die  Normen  dieser  Ausdrücke  sind  für  die  ge- 
nannten Fälle 

Fi  +  Q2  =  M 2  +  N*  +  2£taOf*  -f  NNk)wk  +  , 

I»  +  Q*  =  M*  +  N*  f  2*(NMt  —  MNk)wk  -f  , 

demnach  ist  es  ebensowohl  möglich 

jn  +  qi  _  (jfi  4.  N*)  =  2e(MMk  +  NNk)wk  +  

als 

JP2  +  Q*  —  (M*  +  N*)  =  2e(NMk  —  MNk)wk  -\  

zu  machen.  Bei  hinreichend  kleinen  10  hat  jede  der  Summen  rechter 
Hand  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  erste  Glied,  man  kann  daher  jene 
Summen  negativ  werden  lassen ,  indem  man  dem  £  das  hierzu  erfor- 
derliche Vorzeichen  giebt.  Dieses  Resultat  widerspricht  aber  der 
Voraussetzung,  dass  M2  -\~  N-,  das  Minimum  der  Norm  also!*  +  8 
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-  (M3  4  N2)  positiv  sein  soll  <  und  dieser  Widerspruch  hört  nur 
um  auf,  wenn  gleichzeitig 

MMk  +  NNk  =  0,  NMk  —  MNk  =  0 

L  Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt 

(Jf » +  tf2)  (<  4-^  =  0, 

id  da  JfJ  -f  2V*  nicht  =  0  ist,  so  muss  M2  +  N*  =  0,  d.  h. 

[=  0,  =r  0,  mithin  auch  /(w  +  *v)  —  0  se^n-  Demnach 
listirt  immer  wenigstens  ein  complexer  Werth  x  =  u-\-iv, 
ir welchen  die  ganze  Function  f(x)  verschwindet. 

Bezeichnet  rx  einen  complexen  Werth  der  angegebenen  Art,  so 
if(rx)  =  0,  mithin 

=  «i(s-n)  +  «»(*»— rf)  H  +  *?); 

»der  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Parentheseninhalt  lässt  sich 
irch  x  —  ri  ohne  Rest  dividiren,  und  daher  hat  man  auch 

/(*)  =  (s  —  n)  [ai  +  Os  (x  +  r,)  +  03  (s2  +  .zr,  +  r/)  H  

...  +  m*»-»  +••••  + 

=  (z  —      [«!  +        +  <W  +  *  •  •  +  tf»*;!-1 
I  +  («t+Of^  4-  ••••  +  a»<~2)3 

*fer  unter  Benutzung  leicht  verständlicher  Abkürzungen 

f(x)  =  (x  —  ri)  (bo  +  ^x  +  +  ^-ix"-1). 

Der  zweite  Factor  rechter  Hand  ist  eine  ganze  Function 
•-l)ten  Grades,  die  wir  mit/i(#)  bezeichnen  wollen,  so  dass 

* 

f{x)  =  {x  —  rl)fl{x). 
Von  der  Function  fx  (x)  gilt  nun  wieder  der  Satz ,  dass  sie  für 
gewissen  Werth  x  =  r2  verschwinden  muss;  hieraus  folgt 
ch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

/l  (*)  =     —  't)  fi  (*)• 
eine  ganze  Function  (n  —  2)ten  Grades  bedeutet.    Auf  die- 
P  Wege  fortgehend,  gelangt  mun  schliesslich  zu  der  Gleichung 

ist  /„  (#)  vom  Grade  n  —  n  =  0,  d.  h.  eine  Constante  C. 
tocb  Substitution  von  jeder  Gleichung  in  die  folgende  erhält  man 

f(x)  =  anxn  4-  0*^1  Ä*"1  4-  '  '  •  +  ai *  + 
=  C(a  —  ri)  (»—  r2) . .  .  .  (.r  — rB), 
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worin  C  =  an  sein  muss,  wie  man  u.  A.  auf  die  Weise  erkennt,  das* 
man  beide  Seiten  durch  xn  dividirt  und  nachher  x  in's  Unendlich« 
wachsen  lässt.    Die  Gleichung 

4)  f(x)  =  an(x  —  rx)  («—  rt)  .  •  .     — r») 

zeigt,  dass  f(x)  jedesmal  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  x  einet 
der  Werthe  fx,  ffc,  •  ♦  .  rn  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  jedi 
algebraische  Gleichung  nten  Grades  [/(#)  =s  0]  hat  w  Wur 
zeln*). 


*)  Obschon  die  numerische  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Glei 
chung  in  die  Algebra  gehört,  wollen  wir  doch  ein  Verfahren  zur  näh* 
rungsweisen  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  angeben,  einerseits,  we 
dasselbe  eine  nette  Anwendung  der  Differentialrechnung  darbietet,  and< 
rerseits,  weil  es  für  transcendente  Gleichungen  ebenso  passt  wie  ffi 
algebraische. 

Um  einen  reellen  Werth  von  x  zu  finden,  welcher  die  Gleichung 

fix)  =  0 

befriedigt,  suche  man  zunächst  zwei  Näherungswerthe  xx  und  d< 
Art,  dass  die  Functionen  /(#),  /'(#),  f"{x)  endlich  und  stetig  bleibe 
von  x  =  xx  bis  x—  x2y  und  dass  /(xj  und  f(x2)  entgegengesetzte  Vai 
zeichen  haben.  Denkt  man  sich  xx  und  yx  =  f{xx)  sowie  x%  undi 
=  /(#a)  als  rechtwinklige  Coordinaten  zweier  auf  entgegengesetzten  « 
ten  der  Abscissenachse  liegender  Curvenpunkte  Px  und  P2,  wobei  Ol 
=  Xj,  M1P1  =  ylf  OM2  —  x2l  M2P2  =  y2  sein  möge,  so  wird 
Curve,  deren  Gleichung  y  =  f(x)  ist,  die  Abscissenachse  zwischen 
und  M2  in  einem  Punkte  M  schneiden,  dessen  Abscisse  OM  das 
suchte  x  darstellt;  auch  existirt  nur  ein  solcher  Durchschnitt,  wei 
die  Curve  von  Px  bis  P2  entweder  fortwährend  steigt  oder  fortwähra 
lallt,  d.h.  wenn  f'(x)  innerhalb  des  Intervalles  x  =  xx  bis  x  =  J2  se 
Vorzeichen  behält.  Setzen  wir  noch  voraus,  dass  f"{x)  innerhalb  d 
genannten  Intervalles  gleichfalls  keinen  Zeichenwechsel  erleide,  so  sii 
hinsichtlich  des  Verlaufs  der  Curve  von  Px  bis  P2  nur  vier  Möglich^ 
ten  vorhanden :  die  Curve  steigt  entweder  mit  convexer  Krümmung  od 
sie  fällt  mit  concaver  Krümmung,  oder  sie  fällt  convex  oder  steigt  c<^ 
cav.  Im  ersten  und  zweiten  Falle  haben  /'(#)  und  f"(x)  gleiche  Vfl 
zeichen;  wir  ziehen  dann  die  Sehne  P1P2,  welche  die  Abscissenaokj 
im  Punkte  S  schneiden  möge,  legen  an  P2  die  Tangente  P2T2,  « 
haben  in  beiden  Fällen 

OS  <  OM  <  OT2 

d.  i. 

Im  dritten  und  vierten  Falle  sind  f'{x)  und  f"{x)  von  entgegen^ 
setzten  Vorzeichen  ;  wir  legen  dann  an  Px  die  Tangente  Px  Tx ,  zieh 
wie  vorhin  die  Sehne  und  erhalten 

OTx  <  OM  <  OS 

d.  i. 
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Wenn  die  Coefficienten  Oo ,  «i ,  •  .  .  an  reell  sind  und  x  = 
u  -f-  iv  eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0  bedeutet, 
bo  genügt  dieser  Gleichung  auch  der  conjugirte  complexe  Werth 
x=  u  —  ivy  wie  man  aus  den  über  f(u-\-iv-\-Qw)  angestellten 
Betrachtungen  leicht  erkennen  wird ;  die  complexen  Wurzeln  kommen 
daher  nur  paar  weis  vor.  Ist  nun  z.  B.  t\  ä  X  -f-  fft  und  die 
conjagirte  Wurzel  r2  =  A  —  so  können  die  beiden  complexen 
Factoren  x  —  rx  und  x  —  r2  zusammengezogen  werden  und  liefern 
den  reellen  quadratischen  Factor 

(x  —  k  —       (x  —  l  +  in)  =  (x  —  A)2  + 

Jede  algebraische  Function  lässt  sich  daher  in  reelle 
Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegen. 

Als  Beispiel  möge  die  Zerlegung  von  f(x)  =  xn  —  1  dienen, 
wobei  die  Wurzeln  der  Gleichung  xn  —  1  —  0  aus  §.  54  bekannt 
sind.  Man  erhält  für  gerade  w: 

5  xn—  i 


(x-l)  (x  +  l)^  — 2«cos^  +  lJ  (z2  —  Zxcos^  +  l^  

.  .  .  ^2__  2x  cos  ^~2^  +  l)  , 


für  ungerade  w: 

1 

=       1)  (x*  —  2xcos^-  +  l^  (^x*--2xcos^-  +  lS) 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  +  1=0  gelangt  man  zu 
analogen  Resultaten;  es  ist  nämlich  für  gerade  n: 

7)  xn+  1 

=  ^a;2  — 2scos  ^H"1)  {x2  —  2xcos^-   


Wenn  demnach  die  anfangs  ausgesprochenen  Bedingun- 
gen erfüllt  sind,  so  liefern,  je  nachdem  f'{x)  und/"(#)  gleiche 
°der  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Formeln  A) 
°der  B)  neue  und  zwar  genauere  Nähertingswerthe. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  die  Gren- 
zen, zwischen  denen  die  gesuchte  Wurzel  liegt,  beliebig  eng 
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und  für  ungerade  n: 

S)  x»  4.  1 

=  (x  +  1)  (x*  —  2xcos  ^  +  l)  (x2  —  2xcos^-  +  l)  •  • 

•...(x'-2xcos(n-n2)7t  +  l). 

Diese  vier  Sätze  gestatten  eine  geometrische  Interpretation,  wem 
man  einen  mit  dem  Radius  —  1  beschriebenen  Kreis  in  2w  gleich 
Theile  tlieilt  und  die  Theilpunkte  mit  einem  festen  Punkte  verbiii 
det,  welcher  auf  dem  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  gehendei 
Durchmesser  um  x  vom  Centrum  entfernt  liegt. 

§.  61. 

Die  Zerlegung  ächt  gebrochener  Functionen. 

Unter  einer  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Functifl 

f(x) 

versteht  man  einen  Bruch  \s,  \  ,  dessen  Zähler  und  Nenner  gad 

F(x) 

Functionen  sind;  sie  heisst  ächt  gebrochen,  wenn  der  Nenner  n 
höherem  Grade  als  der  Zähler  ist,  im  Gegenfalle  nennt  man  ■ 
unächt  gebrochen.  Bei  einer  Function  der  letzteren  Art  kann  ma 
mit  dem  Nenner  so  lange  in  den  Zähler  dividiren ,  bis  ein  ächt  gt 
brochener  Rest  zum  Vorschein  kommt,  d.  h.  jede  unächt  gebro 
chene  Function  lässt  sich  in  eine  ganze  und  in  eine  acl» 
gebrochene  Function  zerlegen. 

Die  Summe  mehrerer  ächt  gebrochenen  Functionen  ist  wied< 
eine  ächt  gebrochene  Function,  deren  Nenner  im  Allgemeinen  da 
Product  aus  den  Nennern  der  Summanden  darstellt,  z.  B. 

3  2x    _   5x2~2x-\-3  m 

x—l  +  **  —  1  —         1)  (*«  +  1)  J 

man  wird  durch  diese  Bemerkung  auf  die  Frage  geführt,  ob  es  unl 
gekehrt  wohl  möglich  sein  würde,  eine  gegebene  ächt  gebrocheii 
Function  in  einzelne  Functionen  derselben  Art,  in  sogenannte  Pa 
tialbrüche,  zu  zerlegen.    Um  dies  zu  untersuchen,  denken  wir 
vorerst  den  Nenner  F(x)  in  Factoren  zerlegt,  etwa 

F(x)  =  C(x  -  r,)  (x-r2)  (*—  r.) 

und  nehmen  C  =  1,  worin  keine  wesentliche  Beschränkung  liegl 
weil  man  erforderlichen  Falls  Zähler  und  Nenner  der  gebrochene 
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Function  durch  den  Coefficienten  der  höchsten  im  Nenner  vorkom- 
menden Potenz  dividiren  kann.  Da  möglicherweise  mehrere  der 
Wurzeln  r%9  Tft  •  .  .  r„  gleich  sein  können,  so  wollen  wir  annehmen, 
es  seien  vorhanden  a  Wurzeln  jede  =  a,  ß  Wurzeln  jede  =  b  u.  s.  w.; 
es  ist  dann 

1)  F(x)  =  (x  —  a)«  (x  —  bf  (x  —  c)r  .  .  .  (*  —  *)*, 

nud  die  Grössen  a,  6,  c,  .  .  .  k  sind  jetzt  sammtlich  verschieden.  Der 
Zililer  der  gegebenen  Function  heisse/(x);  sein  Grad  ist  <  n. 

Für  den  Augenblick  sei 

2)  0(x)  =  (x  —  b)ß  {x  —  c)Y  (x  —  *)*, 

mithin 

3)  F(x)  =  (x-a)«  &(x), 


*>  A—9(a)f  ÄW"  x-a 

es  gilt  dann,  wie  durch  Substitution  der  Werthe  von  A  und  f,(x) 
sogleich  geprüft  weiden  kann,  die  folgende  identische  Gleichung 

t)  /(*)      =     A  /,(*) 


(X  _  a)«  (jr  —  </)"  n   (x  —  a)« -  1  1 

flud  daran  knüpfen  sich  zwei  wesentliche  Hamerkungen.  Da  &(x) 
den  Factor  x  —  a  nicht  enthält,  so  ist  Q>(ä)  von  Null  verschieden, 
mithin  A  eine  endliche  bestimmte  Grösse.  Ferner  hat  man  zufolge 
des  Werthes  von  A 

*<*>  =  ; 

der  Zähler  des  vorstehenden  Bruches  ist  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  x  und  verschwindet  für  x  =  a;  eben  desswegen  lässt  sich 
diese  Function  ohne  Rest  durch  x  —  a  dividiren  und  folglich  ist 
der  Quotient,  d.  h.  f\(x)  eine  ganze  Function  von  x.  In  der  Glei- 
chung 5)  liegt  demnach  der  Satz,  dass  die  ursprünglich  gegebene 
acht  gebrochene  Function  in  zwei  acht  gebrochene  Functionen  zer- 
legt werden  kann ,  von  denen  die  zweite  dieselbe  Form  besitzt  wie 
die  Urfunetion,  während  gleichzeitig  der  Grad  ihres  Nenners  um  eine 
Einheit  niedriger  ist.  Indem  man  dasselbe  Theorem  wieder  auf  die 
zweite  Function  rechter  Hand  anwendet,  erhält  man 
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,  (x  —  a)a  0(x) 

—      A       4-        Al         i  /»(*) 

(s  — a)«  r     — a)«"1  i"  (x  — a)«-*&(x)  1 

Al-Q(a)'       MX)~  x-a 
es  erhellt  augenblicklich,  wie  dieses  Verfahren  fortgesetzt  werden 
kann  und  dass  man  dabei  zu  folgender  Gleichung  gelangen  muas: 

(C\  /(*)        _      ^        ,         Ax  , 

'        (x  -  a)«  0(x)      (x-a)«  *  (x  —  ap-1  T 

Ag_x  fg(x) 

•   •    •  •    -I—     I.  — »—  ' 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

3*(ip)  =  (Ä  —  C)y  — 

so  ist  der  letzte  Bruch  in  der  vorigen  Gleichung 

/«(*)  _       /a(a?)  i 

0(X)    —  (X  -  b)ß  ¥&)  ' 

mit  dieser  ächt  gebrochenen  Function  lassen  sich  wieder  dieselbeT 
Umwandlungen  vornehmen  wie  in  Nro.  6)  und  indem  man  diese 
Verfahren  fortsetzt,  gelangt  man  schliesslich  zu  folgender  Gleichunj 

7)        l^L-      A       +   4          ......  i-ü 

t"  (rr_^  '  (X  -&)/»- 1  i  x-b 

+   j 

r  (z-fe)*  ^  (z  —  fc)*-1  1  ^  x  —  k  ' 

Nachdem  hiermit  die  Möglichkeit  sowie  die  Form  der  Zerlegung 
ächt  gebrochener  Functionen  gezeigt  worden  ist,  kommt  es  noch  au 
die  Berechnung  der  constanten  Zähler  A,  Ax,  .  .  .  Aa— lf  B,  Bx  etc 
an.  Diese  würden  sich  zwar  bei  wirklicher  Ausführung  der  vorhi 
angedeuteten  Operationen  unmittelbar  finden,  doch  ist  dieses  Ver 
fahren  so  umständlich,  dass  ein  kürzeres  wünschenswerth  bleibt. 

Der  nächstliegende  Gedanke  ist  offenbar,  allen  auf  der  rech 
ten  Seite  von  Nro.  7)  stehenden  Grössen  den  gemeinsamen  Nenne 
—  ä)a(x— b)P...(x— k)*=F(x)  zu  verschaffen  und  dann  die  Zähle 
zu  vergleichen.  Die  völlige  Identität  von  f(x)  und  dem  rechts  zun 
Vorschein  kommenden  Zähler  ist  aber  nur  möglich,  wenn  beiderseit 
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gleich  hohe  Potenzen  von  x  gleiche  Coefficienten  besitzen;  man  er- 
illt  damit  a  +-  ß  +  •  •  •  +  *  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Be- 
rtimmnng  der  eben  so  viel  Unbekannten. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  von 

9x*  —  3x  +  8 

X3  —  X'2  —  X  +  1 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x8  —  x2  —  x  +■  1  sind  x=  +  1, 
1=  -}-  1 ,  x  —  —  1,  daher  ist  x3  —  x2  —  x  +  1  =  (x  —  1)* 
(i  4-  1)  und 

9s2  —  3x  +  8    _  9x2  _  3^ >  ±  s 
x*  —       —  x  +  1  ~~  (x  —  l)2  (x  +  1) 

(x-1)2      x-  1  T  x+  1 

Nach  beiderseitiger  Multiplikation  mit  (x—  l)2  (x  +  1)  hat  man 
die  beiden  Zähler 

9s*  —  3*  -f  8 

deren  Identität  folgende  drei  Gleichungen  liefert 

Al-\-B=9,       A  —  2B  =  —  3,       A  —  Ax  -f-  J£  ==r  8 ; 

nn  findet  hieraus  A  =  7 ,  Ax  =  4  ,  If  =  5,  mithin 

9x2  —  3s +  8    _       7  4  5 

ar'  —  x2  -  x  +  1  ~~  (x  —  l)2  +  x  —  1  f  x  +  1* 

Bei  einer  grösseren  Anzahl  von  Partialbrüchen  würde  auch  die- 
ses Verfahren  sehr  weitläufig  werden ;  wir  wollen  daher  noch  andere 
Methoden  zeigen. 

§•  62. 

i  Die  Zähler  der  Partialbrüche. 

\    Zunächst  mag  der  einfache  Fall  betrachtet  werden ,  wo  a  —  ß 
s  f  =  •  •  •  =r  x  =  1  ist,  also  der  Nenner 

R  F(x)  =  (x  —  a)  (x  -  b)  (x  —  c)  (x  —  k) 

begleichen  Factoren  enthält;  die  Gleichung  12)  lautet  jetzt 

*V)       x  —  a^x-b^x  —  r  x  —  Ä; 

Wir  bringen  dieselbe  auf  die  kurze  Form 

\ 
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/(*)  _    A  g>(x) 
'  F(x)       x~^lx  ~*~  0(x)  ' 

<p(x) 

wo   _  .  .   die  Summe  aller  übrigen  Partialbrüche  bezeichnet  und 
<I>(x) 

®(x)  =  (x—b)  (a?  —  r)  .  .  .  (x  —  , 

mithin 

4)  F(x)  =  (x  —  a)0(x) 

ist.   Durch  Multiplication  der  Gleichungen  3)  und  4)  erhalten  wir 

f(x)  =  A  0(x)  +  (x  —  a)  <jp(x) 

und  für  x  =  a 

/(«)  =  A<J>(a)oder^  =  -Ä. 

Um  aus  dieser  Gleichung,  welche  mit  Nro.  4)  deS^origen  Par 
graphen  übereinstimmt,  ®{a)  zu  entfernen,  differeuziren  wir  die  Gk 
chung  4),  wodurch  entsteht 

F'(x)  =  (*  —  a)  <P\x)  +  0(x), 

und  nehmen  auch  hier  x  =  a\  dies  giebt 

F'(a)  = 

mithin  nach  dem  Vorigen 

Für  jeden  anderen  Zähler  würde  sich  die  Sache  ganz  anslo 
gestalten  und  es  ist  daher 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

s2  —  7 
s8-|-2z2  —  5a; —6 

Der  Nenner  desselben  verschwindet  für  x  =  —  1 ,  a?  — 
3  =  —  3  und  ist  daher  —  (x  +  1)  (x  —  2)  (x  -f  3);  dieZerl 
geschieht  demnach  in  folgender  Weise: 

rr2  — 7  A      .      B      .  C 

V    ~  ä  T* 


a;3-|- 2a;2  — 5*  —  6  flC-f  1  1  x  —  2  1  z  +  3 
Hier  ist  a  =  —  1 ,  b  •=  -\-  2 ,  c  =  —  3, 

/(*)  ss  a:2  —  7,  F'(x)  =  3*»  +  4a«  —  5, 

F\—  1)        —6        X  ' 
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/(+fl)  _  -  3  _ 
.F'(+2)  ~  +15  ~~  5* 

r_  A-8)  _  +  2  _ 
~~  F'(— 3)       +  10  ~  r  51 

and  daher  zerlegt  sich  der  betrachtete  Bruch  wie  folgt 


—  7  1  1        1  1_ 


x3-|-2a:2— 5*— 6      s  +  1       5    *  — 2   1    5    s  +  3 

Das  soeben  auseinandergesetzte  Verfahren  bleibt  im  Wesent- 
ungeändert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln  a,  fc,  c,  .  7; 
«jnplex  ßind,  denn  die  vorgenommenen  Rechnungsoperationen  gelten 
ganz  gleichförmig  für  reelle  und  complexe  Zahlen.  Will  man  aber 
den  Uebelstand  vermeiden,  dass  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 2)  imaginäre  Grössen  vorkommen,  so  braucht  man  nur  je 
zwei  solche  Partialbrüche  zu  vereinigen,  deren  Nenner  je  zwei  con- 
jugirte  complexe  Wurzeln  enthalten.  Um  dies  näher  zu  erläutern, 
wollen  wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  F(x)  =  0  habe  nur 
zwei  complexe  Wurzeln;  diese  sind  dann  einander  conjugirt  und  von 
den  Formen 

a=p  +  iq,       b  =  p  —  iq. 
Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende 


=  4  +      B      +-£_  +  ...  +  ^g. 

F(x)        x—p  —  iq      x—p  +  iq      x  —  c  s  — * 

und  darin  ist 

A_  f(P  +  *'g)  I?  _  /(!>  —  *' g) 

F'b  +  iq)'       "~  F'(p-iq)' 

Die  vollständige  Entwickelung  von  A  ftihrt  zu  einem  Werthe 
von  complexer  Form  etwa 

da  sich  aber  A  und  B  nur  in  dem  Vorzeichen  von  i  unterscheiden, 
so  muas  B  den  conjugirten  Werth 

B  =  M  —  iN 

Bitzen.  In  Nro.  7)  lassen  sich  jetzt  die  beiden  ersten  Partialbrüche 
zusammenziehen;  der  gemeinschaftliche  Nenner  wird  {x — p)'1  -f-  g?, 
h  Zähler  kann  man  zur  Abkürzung 

2M=P,       —  2(Mp  +  Nq)  =  Q 
ßetzen  und  erhält  dann 

F(x)        (x—py  +  q*^x  —  c^  x  —  k 

8chl»mllch,  An»lyi!i.   L  19 
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Die  beiden,  zu  conjugirten  Wurzeln  gehörigen  imaginären  Par- 
tialbrüche liefern  also  zusammen  einen  reellen  Partialbruch  mit  qua- 
dratischem Nenner.  Auf  gleiche  Weise  behandelt  man  jedes  Paar 
von  Partialbrüchen,  welches  von  einem  Paare  conjugirter  Wurzeln 
herrührt. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

7x—  3 
Xz  —  3X2  +  x+  5 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x*  —  3  a;2  +  x  +  5  sind  x  — 
2  +  t,  a;  =  2  —  «,  x  =  —  1,  mithin  wird  die  Zerlegung 

7x—  3  A         ,         B         ,  C 

1  T  Z  cTl   7  i 


x3  —  3x*  +  x  +  $  x  —  2  —  i  1  x—2  +  i  1  3+1 
Hier  ist 

a  =  2  +  t,  6  =  2  —  i,       c  =  —  1 , 

/(a;)  =  7z  —  3,  F'(a;)  =  3a;2  —  6x  +  1 , 

/(2  +  Q_  +ll  +  7i_1 
A~  F'(2  +  r)      -  2  +  6t  —  5  *' 

/(2-t)_  +11  — 7t 
^—  F'(2_?-)  —  -  2-6i  _  2  + 

r_   /(-!)_  ~10  _  T 

~"  *■'(-  i)  —  +io  —  A' 

folglich  die  gesuchte  Zerlegung 

7s  —  3  ,       _    |— 2t  |+  2t  1 

a;3  — 3a;2  +  a;+5—a;  — 2  — t  +  a?— 2  +  t      a;  +  1 

d.  i.  bei  Zusammenzielrang  der  beiden  ersten  Partialbrüche 

7s  —  3  x  +  2  1 

z»  —  3s2  +  x  +  5  ~~  a;2  —  4a:  +  5      a?  +  1  * 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 


.TO 


xn— 1  1 

worin  w  und  n  ^>  m  —  1  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  mögen. 

7t 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  —  =  -fr,  so  hat  die  Gleichung  xn  —  1 

=  0  bei  geraden  n  die  beiden  reellen  Wurzeln 

x  =  +  1,       a;  =  —  1 
und  n  —  2  complexe  Wurzeln,  welche  aus  den  Formeln 

x  =  cosh&  +  isinhfr,      x  =  co8k&  —  isinhd- 
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dadurch  erhalten  werden,  dasa  man  Ä  =  2,  4,  6  ....  n  —  2  nimmt. 
Nun  ist  im  vorliegenden  Falle 

/(*)  =  =  —  1 ,  = 

die  beiden  reellen  Wurzeln  liefern  also  die  Partialbrüche 

1  1  (— l)m     1  v 
n  x  —  1  1  n    x  +  1 

Ferner  giebt  die  Wurzel  x  =  coshfr  +  isinhfr  einen  Partial- 
brach,  dessen  Zähler  ist 

-    (coshfr  -f  isinhfr)™-1         cosh(m  —  n)fr  4-  isinh(m —  n)fr 

~  n (coshfr -{-isinhfr)»-1  n  1 

wobei  der  Moivre'sche  Satz  benutzt  wurde.  Mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  nfr  =  7t  und  h  eine  gerade  Zahl  ist,  erhält  man  ein- 
facher 

_      cos  hm  fr  4-  i  sin  hm  !> 

R  =  ; 

n 

die  Wurzel  x  =  coshfr  -\-  isinhfr  giebt  also  den  Partialbruch 

1    cos  hm  fr  -\-  *8in  h  m  fr 
n  x  —  (coshfr  -f-  *  sinhfr) 

Der  conjugirten  Wurzel  #  =  cosÄfl"  —  isinhfr  entspricht  der 
»njugirte  Partialbruch 

1    cos  hm  fr  —  i  sin  hm  fr 

   c   • 

n  x  —  (cos  hfr  —  i  sin  h  fr) 
beide  Partialbrüche  zusammen  liefern  den  reellen  Bruch 
1Q,  2_  (x  —  cos  h  fr)  cos  hm  fr  — sinhfr  sin  hm  fr 

'  n  x*—  2x  coshfr -\-  1  1 

dessen  Zähler  sich  noch  etwas  reduciren  lässt,  was  aber  späterer  An- 
wendungen wegen  unterbleiben  möge.  Man  erhält  nun  die  gesuchte 
Zerlegung,  wenn  man  die  in  Nro.  9)  angegebenen  Brüche  nebst  den 
Brüchen  summirt,  welche  aus  Nro.  10)  für  h  =  2,  4,  6,  ...  n  —  2 
.hervorgehen ;  unter  Benutzung  eines  Summenzeichens  (£)  ist  also  für 
gerade  n : 

11)    s»-1  —  1      1      |  (-*>*     1  . 
s»_  i       n  x—  1  ^      n  x+1 

2  (x  —  coshfr)  coshmfr  —  sinhfr  sin  hm  fr 
+  n  ^  x*  —  2xcoshfr+  1  ' 

!  Ä  =  2,  4,  6,  n  —  2. 

Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  xn  —  1  =  0 
folgende 

19* 
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x  =  +•  1, 

x  =  cosh&  +  isinhfr,       x  =  cosh&  —  isinhft, 

h  =  2,  4,  6,  .  .  .  n  —  1;  I 

die  Rechnung  unterscheidet  sich  jetzt  nur  dadurch  von  der  vorigen 
dass  die  Wurzel  x  =  —  1  nebst  dem  entsprechenden  Partialbrucl 
wegfällt;  daher  ist  für  ungerade  n: 

xm~l          1  1 

12)     xn—l  ~  ~n  x  —  1 

2         (a  —  cosh&)  coshmft  —  sinhft  sinhmft 
+  TT  ^  x*  —  2xcoshft-\-  1 

Ä       2)  4|  6j  •  .  •  •  9t  ~ ~  1» 

Als  letztes  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

2>m  —  1 

x»+  1  ; 

wir  unterscheiden  dabei  wieder  gerade  und  ungerade  w.  Im  erste 
Falle  hat  die  Gleichung  xn  -J-  1  =  0  nur  complexe  Wurzeln  yo 
den  Formen 

x  =  coshft  -f-  isinhd,       x  =  cosh&  —  isinhd, 

wo  #  =  —  und  h  =  1,  3,  5,  .  .  .  n  —  1  zu  setzen  ist.  DerWm 
n 

zel  x  =  cosh&  +  i sink 9  entspricht  ein  Partialbruch  mit  dem  Zähle 

cosh(m  —  w)  #  +  isinh(m  —  n)ft 
22  =  -  , 

wofür  man  wegen  n&  =  it  und  wegen  des  ungeraden  h  schreibe 
kann 

w 

Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  liefern  daher  die  conjugirt« 
Partialbrüche 

1    coshmfr  -{-isinhmd'  1    cosftroft  —  igiflftffifr 

~~  7  a;  — (cosä*  4-tsinÄ«1)  ^  ~~  ~n  x  —  (coshfr  —  isinh&) ' 
die  sich  leicht  zusammenziehen  lassen.  Damit  gelangt  man  bei  g< 
raden  n  zu  folgender  Zerlegung: 

'    »»  +  1  —  x*—2xcoshfr+  1 

/i  =  l ,  3 ,  5 ,  .  . .  n  —  1. 

Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  X*  -f  l=fl 
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x  —  —  1, 

x  —  coshft  +  isinhV,       x  =  coshfr  —  isinhft, 
Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  w  —  2; 
die  Zerlegung  geschieht  also  wie  vorhin ,  nur  kommt  noch  der  Par- 
tialbruch hinzu,  welcher  der  reellen  Wurzel  x  =  —  1  entspricht.  Man 
hat  daher  für  ungerade  n: 

xm~i        (-l)^-i  l 


14) 


xn  +  1  n       x  +  1 

2     i  — (x  —  cos h  #) cos h  m  #  -|-  sin  h    sin  hm& 
+  ~n  2-1  —  2xcosh&+  1 

h  =  l,  3,  5,  .  .  .  n  —  2. 


§.  63. 

Fortsetzung  und  Schluss. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  er,  ßy  .  .  .  x  nicht 
sämmtlich  ==  1  sind  (Formel  7  in  §.  61).    Es  sei  r  irgend  eine  der 

(fix) 

Grössen  a ,  b ,  c,  .  .  .  /.',  und  es  bedeute    -/  .   die  Summe  aller  Par- 

<P(x) 

tialbrüche,  in  denen  r  nicht  vorkommt;  die  Gleichung  7)  in  §.  61 
lisst  sich  dann  folgeudermaassen  darstellen : 

n  /(*>  -   g    i     £     i     i  *£zf  i  yfr> 

'    jF(x)  ~~~  (x-r)C  T  («— r^-1  ^     ^z  —  r  T  0(x)  1 
and  zwar  ist  hier 

2)  F(x)  ss  (je  —  r)Q  4>(x). 

Durch  Multiplication  beider  Gleichungen,  wobei  zur  Abkürzung 

3)  R  +      (*  —  r)  +  JB,(x  —  r)«  +  ■  •  •  +         (x  —  r)?"1  —  X 
gesetzt  werden  möge,  ergiebt  sich 

4)  f(x)  =  XO(x)  +  (x-r)Q<p(x). 

Diese  Gleichung  differenziren  wir  mehrmals  nach  einander  und 
nehmen  in  jeder  einzelnen  Differentialgleichung  wie  auch  in  Nro.  12) 
selbst,  x  =  r  was  bei  X  und  seinen  Differentialuuotienten  X',  X,f 
etc.  durch  ein  angehangenes  r  bezeichnet  werden  möge;  wir  haben 
dann  folgende  Gleichungen: 

f{r)  =Xr<2>(r), 

f'(r)  =  Xr0f(r)  +  Xl*{r\ 

/"(r)  =  Xr<P"(r)  +  2X;$'(r)  +  X?  0(r)% 

U.  8.  W. 
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Andererseits  ergeben  sich  aus  Nro.  3)  folgende  Werthe  von 
Xr,  X?  etc. 
Xr  =  R,  Xl=lBg,  Z;#  =  1.2Ä|f  X;"=1.2.3J23  U.8.W.; 
substituirt  man  dieselben  in  die  vorigen  Gleichungen  und  bezeichnet 
zur  Abkürzung  1.2.3...W  mit  m\  so  gelangt  man  zu  folgenden 
Gleichungen : 

f(r)   =  B*(r), 
5)      f'(r)  =  R®'(r)  +  VByOir), 

f"(r)  =  RQ>"(r)  +  2 .  VSg 0'(r)  +  2'J?20>(r), 

u.  s.  w. 

deren  allgemeines  Schema  ist 

/«■i(f)=Ä^">(f)  +  (m),  VBtW-Vir)  +  (m)22,B20>^-2)(r)+- ~ 
Man  kennt  hier  Q(x),  mithin  auch  <2>(r),  <&'(#■),  <2>"(r)  etc.; 
die  Gleichungen  5)  enthalten    daher  nur  die  Unbekannten  R}  JBAl 
J^2  etc.,  welche  der  Reihe  najm  daraus  entwickelt  werden  können. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung 

i  I 

x>(x—  1)»  (*-(-  1) 


x*   1    x2    1     g     1      —  l)2  1  s  —  1  1  x  -f- 1 
Um  zunächst  4,  jäi,  ^42  zu  bestimmen,  hat  man  A  für  Ä,r  =  0, 

und 

=  (s  —  l)2  (x+  1)  =     —  s2  —  s  +  1, 
<&'(a;)  =  3s2  —  2x—  1,  =  6s  —  2 

zu  setzen ,  während  f(x)  immer  =  1  ist  Die  Gleichungen  5)  wer- 
den jetzt 

1  =  A, 

0  =  A(-1)  +  An 

0  =  A(-2)  +  2^(-l)  +  2A2, 
und  daraus  ergeben  sich  die  Werthe 

A=l,    Ax  =  \  ,    A2  —  2. 
Um  B  und  B\  zu  finden ,  schreibt  man  in  Nro.  5)  B  statt  Ä 
setzt  r  =  1, 

#(z)  =  s8(a;  -f  1)  =  x*  +  s3, 
=n  4s3  +  3x2, 

und  erhält 

1  =  B.2  ,       0  =  B.7  +  2, 


■  » 
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Zur  Bestimmung  von  C  gehören  endlich  die  Substitutionen 
Ä=ftf=  -  1, 

0(0)  =  0S(*_  1)1. 

die  erate  der  Gleichungen  5)  liefert  dann 

1  =  C(—  4)    oder   0  =  —  J- 

Zufolge  dieser  Coefficientenwerthe  hat  man  jetzt  folgende  Zer- 
nag 

 1  

X>(X-  l)*  (*+l) 

=  I  +  1  +   I  L_ 

z3  ^   s  ^(z— 1)*      4(z  —  1)  4(z-fl)' 

Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach  unge- 
adert,  wenn  zwei  oder  mehrere  der  Grössen  a,  6,  c,  .  .  .  k  complex 
osfallen,  nur  wird  man  das  Imaginäre  wie  früher  dadurch  vermei- 
ien,  dass  man  je  zwei  Partialbrüche  vereinigt,  welche  conjugirten 
fwzeln  entsprechen.  Ein  Beispiel  dürfte  hinreichen ,  um  diese  Mo- 
ific&tion  kennen  zu  lernen. 

Wenn  es  sich  um  die  Zerlegung  des  Bruches 

s  +  1 
(X*  -f-  1)2  (x  —  1) 

»xlelt,  so  zerfallt  man  erst  x2  -f  1  in  (x  —  i)  (x  +  i)  und  setzt 
iian 

s+  1  x  +  1  

(^  +  1)2(^-1)      (z-*)2(* +  *)'(*— 1) 
-     4       ■     ^     |       *  BX  C 

Die  Gleichungen  5)  liefern,  wenn  man  f(x)  =  x  -\-  1,  A  für 
U  für  r  und  <&(x)  =  (x  +  j)«  (s  —  1)  setzt,  die  Werthe 

Zur  Bestimmung  von  B  und  I?!  ist  keine  neue  Rechnung  erfor- 
sch, denn  es  würde  sich  diese  nur  darin  von  der  vorigen  unter- 
keiden,  dass  überall  —  i  an  der  Stelle  von  i  und  B  statt  A  stünde ; 

bat  daher 

*  4  i         *i  =  -  —  ' 

Die  Substitution  r  =  1,  R  =  C,  0(x)  —       +  1)«  gfobt 
C  =s  |  und  daher  ist 
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x+1 

(*t  +  l)«(*-l) 

_£  r_i  i_l  _  I       4-  i±il  i  1  1 

""4  l(x  —  0«  +  4  U  — i  T  s  +  *J  r  2  x-1 

oder  bei  Zusammenziehung  der  conjugirten  Partialbriiche 

x  +  l 
(*'+l)2(*-l) 

—  —    *     —  L  *  + 1  i  i_  1 

~~      (*8  +  l)3      2  ^+1       2  «-T 


i 
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Cap.  X. 


Fundamentalsätze  der  Integralrechnung. 

§.  64. 

Bestimmte  und  unbestimmte  Integrale. 

Die  Betrachtung  einer  Function  F(x)  und  ihres  Differentialquo- 
bten  F'(x)  veranlasst  zwei  verschiedene  Aufgaben ,  nämlich  ent- 
ftder  F\x)  aus  F(x)  abzuleiten,  oder  umgekehrt  F(x)  zu  finden, 
•am  F'(x)  gegeben  ist.    Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 

Differentialrechnung ,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung. 
Zeichnen  wir  die  gegebene  Function  mit/(.r),  so  würde  es  darauf 
ökommen,  die  unbekannte  Function  F(x)  zu  ermitteln,  von  welcher 
t)  der  Differentialquotient  ist. 

Eine  directe  Lösung  dieses  Problems  lässt  sich  aus  dem  Iie- 
riffe  des  DifTerentialquotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  man 

*  Gleichung 

«nutzt,  in  welcher  p  eine  mit  ö  gleichzeitig  gegen  die  Null  conver- 
**ode  Grösse  bezeichnet.    Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 

F(z  +  8)-~  F(x)=f(x)d  +  9d,  .  . 

ihmen  darin  der  Reihe  nach 

*  =  a,  a  -f-  d|,  a  +  d\  +  ä2,  .  .  .  a  +  dx  +  •  -  •  +  dn-u 

*  =  di ,    d2 ,  ä3 ,  ...  Ön 

*d  bezeichnen  die  verschiedenen  Werthe  von  Q  f  welche  jenen  Sub- 
itutionen  entsprechen,  mit  Qt ,  p2 , . . .  Qn ;  auch  wollen  wir  zur  Ver- 
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meidung  jeder  Doppeldeutigkeit  von  f{x)  voraussetzen,  dass  f(x)  reell 
endlich  und  continuirlich  bleibe  von  x  =s  a  bis  x  =  a  -f-  $y  -(-  • 
•  *  +       ii  wir  haben  dann  folgende  Gleichungen: 

F(a  +  «,)  -  F(a)=/{a)  «,  +  *  *,  j 
P(a  +  *,  +  *,)  -  F(a  +  ö,)=/(a  +  «,)  «s  +  p,  t, 
F(a  +  Ä,  +  6i  +  8t)  -  F(a  +  d,  +  «2)=/(«  +  «i  +  «0  4  +  ?i  •» 


lT«+«i+-+40-^a+«i+-+»^-i)=/(«+«i+"+*.-i)*.+W 
Durch  Addition  derselben  ergiebt  sich 

F(a  +  S,  +  6*2  +  .  •  •  +  ön)  -  F(a) 

= m  *i  +  /(« + *)  * + /(« + *i + «i)  *  +  •  •  • 

+  +       +  *  +••-  + 

+   Ql  Öl    +  02$!  +  03$3  +  '  *  '  +  Qn  äff 

Wählen  wir  die  beliebigen  Grössen  81 ,  ö*2 ,  .  .  .  dn  so ,  dasa  ü 
Summe  b  —  a  beträgt,  so  ist  auch 

2)  F(b)  -  F(a)  -  fa*,  +         +  .  •  •  +  ftA] 

=  /(a)«i  +/(a +  +  /(a  +  6\  +  6>2)<$3  + 

•  •  •  +  /(a  +  'i  +  $i  +  •  •  *  +  ä„_i)  fln. 
Zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  a  und  &  lassen  sich  nun  bei 
big  viele  Zahlen  X\ ,  x>2l  x3 ,  .  .  .  xn— i  einschalten  und  wenn  die  J 
zahl  der  letzteren  willkührlich  bleibt,  so  kann  man  dieselben  um 
liebig  kleine  Stufen  wachsen  lassen,  d.  h.  die  Unterschiede 

X\    Ä,     fl?2  —  %\  »     %Z  —  #2»  •  •  •  •  #n  —  1  —  #n— 2»     &  — 

so  klein  machen,  als  man  will  *).    Auf  den  vorliegenden  Fall  für 

xx  —  a  =  du    x2  —  Xi  =  d2 ,  &  —         =  d* 

angewendet  heisst  dies,  man  kann  jede  der  Grössen  ö x ,  d2, .  . . 
beliebig  verringern  ohne  hierbei  die  Bedingungsgleichung 

^i  -f"  ^2  4~  '  *  '  *  4"  &u  =  &  —  a 
zu  stören.    Hieraus  folgt  nach  Nro.  1),  dass  jede  der  Grössen 
<>.,...  p„  der  Null  beliebig  nahe  gebracht,  mithin  ihr  absein 
Werth  kleiner  als  eine  willkührliche  Grösse  X  gemacht  werden  ka 
Man  hat  also  bei  hinreichend  grossen  n  und  hinreichend  kleinen 

82t  .  .  .  ön 


*)  Geometrisch  ist  dies  der  unmittelbar  einleuchtende  Satz, 
man  zwischen  den  Endpunkten  einer  geradlinigen  Strecke  AB  bei 
viele  Punkte  M19  M2,  .  •  .  itfn-i  einschalten  und  diese  beliebig 
nebeneinander  setzen  kann,  wenn  deren  Anzahl  so  gross,  als  man 
gewählt  werden  darf. 
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folglich,  weil  alle  ö  positiv  sind, 

-        +     +  «3  +  +  *«) 

<  Pi  <$i  +  Q*  9%  +  9t     4  +  <>« ö«  < 

+  +   +*•) 

oder 

—  A^-aX^öj  +  Mj  -|  + 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  Qi  Öx  4*  •  •  •  +  Qu  °*«  be- 
VUbig  weit  verringert  werden  kann ,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst 
u&  jedes  d  unendlich  abnimmt,  während  die  Bedingung  d\  +  &t  4" 
•  ±  dH  —  b  —  a  ungestört  bleiben  muss.    Unter  diesen  Voraus- 
setzungen ist 

N)  LimiQxdi  -f  Qidi  -f  •  •  ■  +  Qn8m)  =  0, 

\mi\m  nach  Nro.  2) 

4)  F(b)  -  F(a) 

=  Um[f(a)dx  ±f(a+dl)d$+f(o  +  dl+9i)di+  

 +f(a  +  *i+öi  +  •  •  • 

Hiermit  ist  die  anfangs  erwähnte  Aufgabe  gelöst ,  weil  es  am  Ende 
freisteht,  x  für  das  beliebige  b  zu  schreiben. 

&  Den  vorhin  ausgesprochenen  Bedingungen,  dass  bei  unendlich 
yichsenden  n  jedes  8  gegen  die  Null  convergiren  und  die  Summe 
Ar  8  constant  =  6  —  a  bleiben  muss ,  genügt  man  u.  A.  durch 
,  &  Annahme 

1  dt  =r  dt  =  Ö3  •  •  •  •  =  dn  =  &      0  , 

n 

welchem  Falle  einfach  8  für  d\,  8.d  etc.  geschrieben  werden  möge; 
ist  dann 

*)  F(b)  —  F(a) 

Um{[/(a)  +f(a  +  t)  +/(*4-2*)4~-  +f(a  + 

n 

wobei /(#)  continuirlich  bleiben  muss  von  x  =  a  bis  x  —  b. 

Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
dachtet,  dass  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
Glieder  von  der  Form  f(x)  d  sind,  dass  man  also  schreiben  könnte 


')  Ein  Beispiel  zu  der  obigen  Formel  ist  folgendes.  Es  sei  einfach 
fix)  =  x,  mithin  F(x)  die  unbekannte  Function,  deren  Differentialquo- 
tient  =  x  sein  soll,  so  wird 
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F(b)  -  F(a)  =  Um  Sf(x)  8, 
wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Addition  aller  der  Gliede 
bezieht,  welche  für 

x  =  a,  a  -f     a  +  2  5,  ...a  +  n—  18 
aus  f{x)  8  hervorgehen ;  noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

F(b)-F(a)  =  Lim2J/(x)8i 

a 

wobei  man  nur  zu  merken  hat,  dass  a  der  erste  Werth  von  x,  das 
jeder  folgende  Werth  um  8  grösser  und  dass  endlich  b —  8  der  letzt 
Werth  von  x  sein  soll.  Insofern  hier  8  die  Differenz  zwischen  zw( 
Nachbarwerthen  des  x  ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  d$  besse 
als  8,  also 

F(b)  —  F(a)  =  UmZf(x)Jx. 

0 

Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Im 
erspart  werden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  bei  unendlich  wach 

senden  n  der  Ausdruck  —  =  8  =  dx  die  Null  zur  Grenze  M 

n 

und  dass  diese  unendliche  Abnahme  des  4  x  kürzer  durch  das  Zei 
chen  des  Differentiales  (dx)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

FQb)  —  F(a)  =  Zf(x)  dx, 


F(b)  -  F(a)   

=  Lim{[a  +  (a  +  fi)  +  (a  +  2d)  +  -  ..  +  (a  +  n— l<f)]cf} 

=  Lim  {na#  +  (l  -f  2 -|- 3  •  •  •  +  tT=T)  <f 2} 
=  Um  {an* +  d*} 

b  CL 

und  wenn  man  für  &  seinen  Werth   einsetzt: 

n 

F(b)  -  F(a)  =  Um  {a  (b  -  a)  +  \{b  -  a)  (b  -  a  - 
=  o(ft-a)  +  l(^a)f  - 

Daraus  folgt,  indem  man  ir  für  b  schreibt: 

F(x)  =  \x*  +  F(a)-\a\ 
oder,  wenn  der  von  x  unabhängige  Theil  F(a)  —\a%  mit  C  bezeichnet 
wird: 

F{x)  =  \x*  +  C, 

wo  nun  V  eine  willkührliche  Constante  bedeutet.  In  der  That  wird 
F'(x)  =  x,  wie  verlangt  wurde. 

- 
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wobei  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt  des 
griechischen  Buchstaben  einen  lateinischen  zu  gebrauchen ;  die  Be- 
zeichnung ist  nun 

6 

«) 


F(b)  —  F(a)  =  //(*)  dx. 


Den  Ausdruck  rechter  Hand  nennt  man  das  zwischen  den 
Grenzen  x  =  a  und  x  =  b  genommene  Integral  von  f(x)dx 
<xler  auch  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx,  genommen 
mx  =  a  bis  x  =  b. 

Es  ist  nichts  weniger  als  überflüssig,  die  geometrische  Bedeu- 


Fig.  40. 


tung  dieses  Aufdruckes  ken- 
nen zu  lernen,  wenn  wir  auch 
jetzt  nicht  tiefer  darauf  ein- 
gehen. In  Fig.  40  sei  in  recht- 
winkligen Coordinaten  OM=x 
die  Abscisse,  MP  =  f(x)  die 
Ordinate  und  die  von  einer 
beliebigen  aber  festen  Ordinate 
G  II   an    gerechnete  Fläche 
G  HPMr=  F(x\  dann  bedeu- 
tet F(b)  —  F(a)  eine  Fläche, 
welche  die  Strecke  b  —  a  der 
^issenachse  zur  Basis  hat;  für  0 A  =  a  und  OB  =  b  ist  dem- 
i 

F(b)  —  F(a)  =  Fläche  ABDC. 

Man  wird  sich  ferner  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  1 
[JA*  überzeugen ,  dass  der  Differentialquotient  von  F(x)  gleich  der 
iordinate  der  Fläche  F(x)  ist  oder  in  Zeichen 

^8  also  hier  zwischen  F(x)  und  f(x)  dieselbe  Beziehung  stattfindet, 
Nebe  wir  anfangs  voraussetzten.  Um  nun  umgekehrt  F(x)  oder 
*(&)—  F(a)  durch  f(x)  auszudrücken,  genügt  die  geometrische  Be- 
merkung, dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  ABDC 
«■hält,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rechteck- 
iger Streifen  vorstellt;  für  MMX  =  dx  ist  die  Fläche  eines 
^chen  Streifens  =  f(x)  A  x,  mithin  näherungsweise 


F(b)  —  F(a)  =  £  f(x)  Ax 
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und  genau 

F(b)  —  F(a)  =  Lim2f(x)  dx  =  I  f(x)dx, 

a 

was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  F(b)  —  F 
aus  f(x)  hat  zwar  den  Vortheil,  ganz  direct  zu  sein  und  die  auszufi 
renden  Operationen  (Summirung  einer  Reihe  und  nachherigen  Gr 
zenübergang)  deutlich  übersehen  zu  lassen,  aber  es  leidet  au  i 
Schwierigkeit,  dass  die  genannten  Operationen  nur  selten  ausführl 
sind,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird.  Man 
daher  genöthigt,  einen  indirecten  Weg  einzuschlagen,  welcher  da 
besteht,  dass  man  von  einer  Function  F(x)  den  Differentialquotien* 
f(x)  oder  das  Differential  f(x)dx  entwickelt  und  durch  ein  nei 
Zeichen  den  Rückgang  von  f(x)  dx  zu  F(x)  ausdrückt.  Demgem. 
versteht  man  unter  dem  Symbole 

8)  Jf(x)  dx 

jede  Function,  deren  Differential  =  f(x)  dx  ist  und  nennt  den  n 
verzeichneten  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  von  f[x)l 
Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF(x)  =  f(x)dx  ist,  so  kann  m 
umgekehrt 

9)  Jf(x)  dx  =  F(x) 
oder  auch 

10)  f f(x)  dx  =  F(x)  +  Const. 

setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  au«) 
sprochenen  Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem 
stimmten  Integrale  eine  willkührliche  Constante  anzuhängen.  — 
beiderseitige  Differentiation  der  Gleichung  9)  oder  10)  ergiebt 


d  J f(x)  dx  =  dF(x)  =  f{x)  dx, 


woraus  zu  ersehen  ist,  dass  die  beiden  Zeichen  d  und /  sich 
seitig  aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  auch  das 
Integral  wieder  herleiten;  denn  setzt  man  nach  geschehener 
stimmter  Integration  einmal  x  =  &,  dann  x  =  a,  so  folgt 
Subtraction 

(x  =  6)  b 

J f{x)dx  —  J  f(x)dx  =  F(b)  —  F(a)  =  J  f(*)d& 

(x  —  b)  a 
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Das  bestimmte  Integral  kann  demnach  als  die  Differenz  zweier 
Special werthe  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  zu  vergessen  ist,  dass  f(x)  innerhalb  der  Grenzen  x  —  a 
und  x  =  b  keine  Unterbrechung  der  Continuitiit  erleiden  darf.  Fin- 
det eine  solche  statt,  so  verkngt  der  eben  ausgesprochene  Satz  eine 
Modification,  die  wir  später  erörtern  werden. 

;  §.  65. 

Die  Pundamentalformeln. 

• 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
Differentialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralforme], 
indem  es  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be- 
darf. Aus  der  Differentialformel 

d(^)  =  xf  dx, 


welche  für  alle  ft,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  fft  =  —  1, 
Gültigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

/xP  +  l  'S. 
xt*dx  =  — —  +  Const,  p  ^  —  l. 

Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 

so  findet  sich  auf  gleiche  Weise 
J     f(a  +  bx)fdx  =  (g+^,y  +  Const.,  f*  >  -  1. 
j     Die  Differentialformel 

dlx  —  —  dx 

x 

giebt,  in  derselben  Weise  umgekehrt,  bei  positiven  x 
3i  /  —  =  Ix  -\-  Const; 

kJ  X 

allgemeiner  ist 

/srb  =  i ,(" + bx)  +  ^ 

womit  für  den  Ausnahmefall  p  =  —  1  in  den  Formeln  1)  und  2) 
die  Entwickelung  des  Integrales  gegeben  ist.  Mittelst  desselben  Ver- 
fahrens leitet  man  die  folgende  Integralformel  ab: 

»efclOmllch,  Analyste.  L  20 
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5)  I  /    rk  vi  =  —  ^  /   \  k  x  +  Const, 

welche  nur  den  speciellen  Fall  p  =  —  2  von  Formel  2)  darste 
ferner  hat  man  nach  §.  6 

G)         f^lTF*  =  ^ ardan  ?  +  Const-' 

oder  für  a2  =  a,  /32  =  b,  wo  nun  a  und  b  noth wendig  positiv  m 

müssen : 

*    dx  1  sVT  .    n     .  I 

— — — -  =  —F=  arctan    , . —  +  Cowsf. 
a  +  bx*      Yab  Va 

Aus  §.  6  ergiebt  sich  bei  gleicher  Behandlung 

oder 

J  a  —  bx*      2Vab  \Vä—xVb' 
wobei  a  und  6  an  sich  positiv  sein  müssen. 
Nach  §.  6  ist  weiter 

und  hiermit  schliesst  8ich  die  Reihe  derjenigen  Fundamentalformelii 
in  denen  algebraische,  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unter  dem  Inte 
gralzeichen  stehen. 

Aus  §.  6  erhält  man  ferner  die  Integralformel 


dx 


=  4"  Kßz  +        +  ß**2)  +  Consta 


Va*  +  ß*x*  ß 

oder  für  a2  =  a,  ß2  =  b, 

J  V  a  +  bx2  Vb 
auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich 


A 


dx  1        .   ßx   .  n 

=  -j  arcsm  |-  Cows/., 


Va2  —  ß*x2       ß  a 
oder  _ 

/dx  1  #k  b 

Die  Differentialformeln  in  §.  6  liefern  noch  die  Integralformeln 

C     väx  Va  +  bx2 

ii  /  v/- — —  =  —  7  —  +  cw- 

J  Va  +  bx2  h 
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*)  f-    dX      ;  =  ~r±          +  Const, 

J  V (a  +  bx*)       aVa  +  bx* 

^  C      xdx  1 

3)  /  3  =  +  Const. 

Hiermit  ist  die  Reihe  derjenigen  Grundformeln  beendet,  welche 
Tationale  algebraische  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  ent- 

Aus  der  Gleichung  d[xlx  —  x]  =  Ixdx  folgt  weiter 
fl  y         =  00*—' 1)  +  U. 

Durch  Umkehrung  der  bekannten  Formel 

/ eax\ 

\  /  ==  eU*dx 

rd  ferner 

i  /*  eax 

•J  /  e^da  =  h  Cow^- 

0  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen  ,  welche  bei  der  Integration 
"  logarithmischen  und  FJxponentialfunctionen  Anwendung  finden. 

Kehrt  man  ferner  die  vier  Gleichungen  um: 

./    cosjiu\         .  ./stnptA  . 
 J  =  sin  p  u  du ,    d  y — j^— J   —  cos  (i  u  du, 

J    lcosjLu\  /lsin(iu\         .  , 

'ty  — J  =  tan ii u  du ,    d  y — - — J  =  cot  pu  du  . 

ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln : 

(  J sinpudu  =  —  C08PU  _j_  Const 

1  /  cos fiu du  =  +  sm^u   _|_  Const. 
%J  \i> 

S  j  tan  flu  du  =  —  -f-  Const 

I  J  cot nu  du  =  4-  lsinPu  _|_  Const. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  in  §.  6  geben  ferner 

,    f__J!_=  |  cw.  - 

*/  « -  cos2 u  —  (P  stn  2u       2  a  p     \a  —  p  tan  uJ 


20* 
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Wir  fügen  endlich  noch  zwei  Formeln  bei ,  die  aus  den  Diffi 
rentialgleichungen 

d^xarcstnax  -|  J  =  arcstnaxax, 

dyxarctanax  1 — —  -J  =  arctanaxdx 

entspringen,  nämlich 

/]/  i—a2x2 
aresin  ax  dx  =  x  aresin  ax  -)  \-  Consl. 

23)       /  arefanaxdx  =  xarctanax  —   + 

J  2a 


§.  66. 

Allgemeine  Beductionsformeln. 

Sind  die  Differentiale,  um  deren  Integration  es  sich  hifi« 
nicht  so  einfach  wie  in  den  oben  entwickelten  Grundformeln,  soJ 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in  Theile  zu  zerlegen  suchen,  weH 
einzeln  genommen ,  integrirt  werden  können ,  und  nachher  das  Ii 
gral  der  complicirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestandtb 
zusammensetzen.    Hierzu  dienen  folgende  Gesetze. 

I.  Es  mögen  a  und  b  Constanten,  U  und  V  Functionen  voi 
endlich  u  und  v  die  Differentialquotienten  jener  Functionen  beza 
nen;  es  ist  dann 

d(aü  +  bV)  =  (au  +  bv)dx, 

mithin  umgekehrt 

1)  J  (au  +  bv)dx  =  aU  +  bV. 

Zufolge  der  Bedeutung  von  u  und  v  gelten  ferner  die  Gleichan 
dU—udx,  dV=vdx, 

aus  denen  folgt 

Ü  =  Judx,  V—Jvdx\ 

nach  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  Gleichung  1)  in  die 
gen  de  über 

2)  j  (au  +  bv)  d X  —  a  Jndx  +  b  Jvdx, 
welche  die  Kegel  zur  Integration  der  Aggregate  enthält. 
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Hiernach  ist  z.  B. 

=ifldx  _  l  =  Llx-L.    +  M 

aj  x  aj  a  -f-  px  a  a  p 

• 

Da  die  Differentialformel ,  von  welcher  wir  anfangs  ausgingen, 
auch  für  Aggregate  von  jeder  endlichen  Gliederzahl  gilt,  so  lüsst  sich 
die  Formel  2)  gleichfalls  auf  jede  endliche  Reihe  ausdehnen ;  z.  B. 


J  l—x 


dx 


=  J(l  +x  +x*  +  x3±  •  •  •  •  +  xn~1)dx 
—  J  dx  +  J xdx  +  J*x2dx  -f  •  •  •  +  J xn  Xdx 

X     .     X1     .     X3  .  xn 

=  T  +  T  +  T  +  ---  +  -+Consf 

II.  Unter  Beibehaltung  der  vorigen  Zeichen  erhält  man  aus 
kr  Differentialformel 

d(UV)  =  Uvdx  +  F?*<te 
■  folgende  Integralformel,  wobei  von  der  Regel  für  die  Integration 
{er  Summen  Gebrauch  gemacht  worden  ist, 

\  J  Uvdx  +  J  Vudx  =  UV 

J  Uvdx=  UV—  Jvudx. 

Zufolge  des  Werthes 
J  V=Jvdx 
t  die  vorige  Gleichung  identisch  mit 

J Uvdx  =  UJ vdx  ~~J  [J  flctejttcte, 
ifur  man  einfacher  zu  schreiben  pflegt 

J  Uvdx  =  U J^vdx  —  J  udx J  vdx, 
er  auch,  weil  udx  =  dU  war, 


Digitized  by  Google 


310      Gap.  X.  §.  66.  Allgemeine  Recluctionsformeln. 

3)  J  Vvdx  =  vJ cdx  —J dU  fvdx. 

Diese  Formel  der  sogenannten  partiellen  lntegratioi 
empfiehlt  sich  in  allen  den  Fällen,  wo  das  Integral  von  v  dx  leich 
gefunden  werden  kann  und  gleichzeitig  d  ü  ein  nicht  zu  complicirte 
Ausdruck  ist. 

So  hat  man  z.  B.  für  U  —  7(1  -f-  #2),  v  =  x, 
J  7(1  +  x*)xdx  =  7(1+  x*)  J  xdx  —JyTT^J  xdx 

und  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 

ff&  =  f(*  ~  tt*)  *■ = i*  -  i » a + ** 

so  ergiebt  sich  schliesslich 

J xl(l  +  xi)dx  ss  |(1  -y  x*)l(l  +  x*)  —  \xl  +  Const. 

III.  Befindet  sich  unter  dem  Integralzeichen  eine  zusammen- 
gesetzte Function,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  der  Form 


f[<p(x)]dz, 

so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Variabelen  häufig  gute  Dienste; 
man  kann  nämlich  <p(x)  —  y  setzen  und  nunmehr  y  als  neue  un- 
abhängige Variabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichung 
cp(x)  —  y  auf  x  zu  reduciren,  wodurch  man  zu  einem  Resultate  von 
der  Forin  x  =  ty(y)  kommt,  man  drückt  nachher  dx  durch  dy  aus, 
indem  man  durch  Differentiation  der  vorigen  Gleichung  dx=ty'(y)d9 
erhält,  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung 

f fL<P  (*)]  dx  =  ff(y)  dy. 

Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen,  wobei  unter 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  so  entsteht 
zunächst  ein  Resultat  von  der  Form 

J fiy)       dy  =  F(y)  +  Const. 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y 

ff[<P(x)]dx  =z  F[<p(x)]  +  üonst., 
womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist. 
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So  z.  B.  wird  man  in  dem  Integrale 

dx 


f  1 

J  e*  +  e— 


tJ  =  y  setzen,  woraus  x=  ly,  dx  =  —  folgt;   das  Integral  ver- 

y 


v 

wandelt  sich  jetzt  in  das  folgende 

r_}_dp_  f  <h 


9 

dessen  Werth  arctan  y  -\-  Const.  ist ;  man  hat  daher 
-—7— — :  =  arctanie')  +  Cons/. 


Hinsichtlich  der  vorhin  erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 
f (t)  =  y  müssen  wir  noch  bemerken ,  dass  dieselbe  möglicherweise 

x1  —  1 

mehrere  verschiedene  Werthe  für  x  geben  kann  (aus  —  =  y 

2x 

z.B.  folgt  ebensowohl  x  =  y  +  V y*  +  1  als  x  =  y  —  V  y*  +  1) 
and  es  wäre  daher  die  Frage ,  welcher  von  diesen  Werthen  zu  neh- 
men sei.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
Gerthe  wählen  kann,  weil  am  Ende  y  wieder  rückwärts  durch  x 
gedrückt  wird  und  man  also  jedenfalls  zu  demselben  (p(x)  zurück- 
kämmt, von  welchem  man  ausgegangen  war. 


§•  67. 

Integration  durch  unendliche  Reihen. 

Wenn  die  vorigen  Mittel  nicht  ausreichen,  um  die  Integratiou 
hergegebenen  Function  zu  bewerkstelligen,  so  versucht  man,  das 
kkgral  in  eine  unendliche  Reihe  zu  verwandeln;  dies  geschieht 
Ostens  auf  folgende  Weise. 

Das  Integral  sei  von  der  Form 

ff(x)<p(x)dx 

eine  Function,  die  sieh  wenigstens  für  alle  zwischen  x  —  k 
&ndx  =  p  liegenden  x,  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln  lässt, 
etwa 

1)         /(*)  =  X*  +  Xi  +  X,  +  X,  +  ; 
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es  ist  dann 

2)  ff(x)<p(*)dx=  Axo  +  Z,  +     +  )cp(x)dx. 

Hier  fragt  sich  vor  Allem,  ob  der  in  §.  54,  I.  für  endliche  Re 
hen  bewiesene  Satz  auch  bei  unendlichen  Reihen  anwendbar  bleibt 
wäre  dies  der  Fall,  so  würde 

3)  ff(x)9>(x)dx 

=  J  X0cp(x)dx  +  J"x\<p{x)dx  +  J  X2<p(x)dx  + 

sein,  und  wenn  die  Integrale  rechter  Hand  entwickelt  werden  könnei 
so  wäre  das  gesuchte  Integral  durch  eine  unendliche  Reihe  aus, 
drückt. 

Die  Vorfrage,  wovon  die  Anwendbarkeit  dieser  Integratio 
methode  abhängt,  lässt  sich  hier  im  Allgemeinen  noch  nicht 
scheiden ,  doch  können  wir  vorläufig  den  gewöhnlichen  Fall ,  wo  di 
Reihe  nach  Potenzen  von  x  fortschreitet,  vollständig  erörtern. 

L    Die  Reihe  für  f{x)  habe  die  Form 

4)  f{x)  =  a0  +  öx  x  +  a-2  x'2  +  <h  #3  +  

und  es  sei  bei  unendlich  wachsenden  n 

Lim    a*    =  A, 

«n  +  l 

woraus  folgt ,  dass  die  obige  Reihe  für  —  X  <^  x  <^  -\-  k  conver 
gilt;  endlich  sei  zur  Abkürzung 

5)  ty(x,  n)  =  J xnq)(x)dxy 

wobei  dem  Integrale  keine  willkührliche  Constante  angehangen  wer- 
den möge.  Wenn  nun  die  Reihe  Oo^K^»  0)  4"  1)  H~  ^ 
innerhalb  jener  Grenzen  convergirt,  so  ist  ihre  Summe  eine  bestimmte 
Function  von  x  etwa 

6)  F(x)  =  aoXl>(x,  0)  +  ax^{x,  1)  +  a2il>(x,  2)  + 

und  von  dieser  wollen  wir  den  Differentialquotienten  aufsuchen 
Lassen  wir  x  um  h  wachsen,  wobei  aber  h  so  klein  zu  wählen  ist 
dass  auch  x  -f  h  zwischen  —  A  und  -|-  A  fällt,  so  haben  wir  zu- 
nächst 

F(x  +  h)  —  F(x) 
h 

4>(x  +  ht0)  -    (*.'<>)  ,       »fr +  /,,!)-  0fr,l)  ,  

—  a0  -  \-  di   -  *T 
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Rechter  Hand  benutzen  wir  das  bekannte  Theorem 

»(*  +  *)- »M^      +  <„)t  o<»<i, 

h 

lches  voraussetzt,  dass  und  ty'(x)  von  x  —  —  k  bis  x=  -\-  l 
lüg  und  endlich  bleiben;  ferner  substituiren  wir  gemäss  Nro.  5) 
<p(x)  statt  n)  und  erhalten 

jFQr.  +  h)  —  F(x) 
h 

i  fri ,  etc.  positive  echte  Brüche  bedeuten. 
Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erörtern ,  wollen  wir  x  und 
e  Coefficienten  Oo,  «i ,  etc.  als  positiv  voraussetzen.  Nun  lässt 
Ii  /i  so  klein  wählen,  dass  die  Function  <p(z)  von  z  =  x  bis 
=  x  -f-  Ä  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt;  im  ersten  Falle 
jede  der  Grössen  y(x  +  *V0>  <p(.r  +  #i  /*)  etc.  grösser  als  (p(x) 
1  kleiner  als  (p(x  -f-  während  im  zweiten  Falle  die  Sache  um- 
tehrt  wird.  .Ferner  liegt  (x  -f-  &„h)n  immer  zwischen  xn  und 
x  Ä)" ;  bei  positiven  h  und  wachsenden  (p  (x)  ist  demnach  die 
mme  der  Reihe  in  Nro.  7)  grösser  als 

a0(p(x)  -f  axx(f{x)  -f  a2x'1q>{x)  -f  •  •  •  =f(x)(p(x) 
i  kleiner  als 

>f(*  +  Ä)  +  ai(*  +  Ä)  y(*  +  Ä)  +  =  /(*  +  /*)  <P(*  +  *), 

o 

zw  <*>(*)  <    +      *'(*>  <  /(x  +  h)  v(x  + 

abnehmenden  <p(a;)  tritt  das  Zeichen  >  an  die  Stelle  von  <\ 
blich  verhält  sich  die  Sache  bei  negativen  h,  aber  in  jedem  Falle 
alt  man  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

f(z) 

hin  umgekehrt 

F(x)  =  J f(x)y{x)dx  -f  Const. 


F(x) 


=  J («o  +  a\  $  +  «2^2  +  •  •  •  * )  <JP(#)  dx  -f-  Cowsf. 


Vergleicht  man  dies  mit  der  ursprünglichen  Bedeutung  von 
t)  in  Nro.  6)  und  substituirt  die  Werthe  von  ^(x,  0),  ^(x,  1) 
so  hat  man  folgende  Gleichung 


(oo  -j-  «i  ^  +  <hx-  +  •  •  • )  <p(x)  dx  -f-  CWsf. 
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=  «o  J <p(x)dx  +  «j  J xy{x)dx  -f  «2  J  x*  q)(x)dx  -f  •  • 

diese  lehrt,  dass  hier  die  Integration  auf  gewöhnliche  Weise  ausge- 
führt werden  darf.  Auch  bleiben  die  vorigen  Schlüsse  an  der  Grenze 
der  Convergenz,  d.  h.  für  x  =  -f  A,  richtig,  wofern  die  beiden  Rei- 
hen  noch  convergiren ,  nur  muss  man  in  diesem  Falle  h  negativ  neh 
men,  um  das  Intervall  der  Convergenz  nicht  zu  überschreiten. 
Wenn  die  Reihe 

f(x)  =  Oo  H-  axx  +  ^a;2  -f  Chx*  +  

positive  und  negative  Glieder  enthält,  so  kann  man  doch  x  immei 
als  positiv  ansehen,  indem  man  die  verschiedenen  Vorzeichen  au 
Rechnung  der  Coefficienten  schreibt;  ferner  lassen  sich  alle  positiv« 
sowie  alle  negativen  Glieder  zusammenfassen  und  es  erscheint  dam 
f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen ,  deren  jede  für  sich  nur  positiv« 
Glieder  enthält.  Der  anfänglichen  Voraussetzung  zufolge  convergira 
diese  Reihen  und  daher  sind  ihre  Summen  bestimmte  endliche  Firne- 
tionen,  etwa  fx  (x)  und  /2  (x),  also 

/(*)=/,(*)  -/,(*). 

Hieraus  folgt 

J f(*)  qp(*)  dx  =  ffx(x)  <p(x)  dx  —  Jf2(x)  tp(x)  dx\ 

auf  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  ist  der  vorige  Satz  anwend- 
bar und  man  gelangt  damit  zu  dem  Resultate,  dass  die  Gleichung  8 
auch  in  dem  Falle  gilt,  wo  die  Reihe  positive  und  negative  Gl 
besitzt.  Bei  Integrationen  von  der  genannten  Form  sind  d< 
nur  zwei  Bedingungen  einzuhalten,  nämlich  die  Convergenz  der 
kommenden  Reihen  und  andererseits  die  Endlichkeit  und  Stetig! 

von  <p(x)  und  J  xn(p(x)dx. 

Hiernach  ist  z.  B.  bei  echt  gebrochenen  x 

ff~±~xdX  =  y^1"" x  +  x'2  —  x*+  '  *  O«**1** 

x"       x"+l       x«+2       xa+3  „  . 

=-  1-  _  1  u  CM 

a       a+l  ^  a  +  2      «  + 3^  T 
Beträgt  dagegen  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Ein- 
heit, so  darf  diese  Entwicklung  nicht  angewendet  werden,  vielmehr 
wird  man 


f*"-1  Ar  _  C  *—*  gr 


Digitized  by  Google 


Cap.X.  $.67.  Integration  durch  unendliche  Reihen.  315 
id(1—  =  y  oder  x  =  —  setzen,  wo  nun  //  ein  echter  Bruch  ist 

*  y 

)as  Integral  wird  jetzt 

-  J  rfi dy  =  "  f(1  ~~ y  +  yl " *3  + '  • ' } 

wl— «  M  -» —  a  ui~a 

=  -  r          +  T  I  H  +  (W. 

1  —a       2  —  a       3  —  a 

Ar  durch  Restitution  des  Werthes  von  y 

 dx 

1  +x 

xu-\         x€c-2         j-rt-j  xa-l 
=  r   H  7  +•••+-  CW., 

llttl  nun  der  Werth  des  Integrales  für  alle  Fälle  entwickelt  ist. 

II.  Ein  anderes  Verfahren  am  über  die  Gültigkeit  der  allge- 
■en  Gleichung  3)  zu  entscheiden ,  besteht  darin,  dass  man  die 
flnt  l)  vorerst  als  endliche  nimmt  und  ihre  Ergänzung  hinzufügt, 
Uefa 

f(x)  =  X0  +  X,  +  X,  4-  .  .  .  +  4-  Rn. 

**  tnebt 

1  Jf(x)<f  {x)dx  -  Jnn<fix)dx 

~JXo<p(x)dx  A-  J  Xi  <f(x)dx  +.....+  J  Xn-x(f(x)dx. 

d  »enn  nun  beide  Reihen  in's  Unendliche  fortgesetzt  werden  sol- 
w  muss  erstens  Lim  BH  =  Ü,  d.  h.  die  Reihe  in  Nro.  9)  conver- 
K^in  und  ausserdem 

Lim  J  Bn(p(x)dx  =  0 

aus  LimRn  =  0  nicht  geschlossen  werden  kann  und 
p  einer  besonderen  Untersuchung  bedarf.  Hierzu  gehören  aber 
%  Sätze  von  den  bestimmten  Integralen ,  welche  erst  später  ent- 
H  werden. 

Aas  der  Bemerkung,  dass  viele  Functionen  in  unendliche  Rei- 
i  verwandelbar  sind,  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Methode 
*  Integration  durch  unendliche  Reihen  einen  hohen  Grad  allge- 
mer  Anwendbarkeit  besitzt;  es  sollen  daher  in  den  nächsten 
Web  auch  nur  diejenigen  Differentialformeln  betrachtet  werden, 
*n  Integration  ohne  jenes  Hülfsmittel,  d.h.  in  geschlossener  Form , 
?luh  ist. 


Digitized  by  Google 


Cap.  XI. 

Integration  rationaler  algebraischer  Functionen. 

§.  68. 

Fixirung  der  Aufgabe;  einfachste  Fälle  derselben. 

Das  allgemeine  Problem,  womit  wir  uns  im  vorliegenden  Capto 
beschäftigen,  ist  die  Entwickelung  des  Integrales 

J  a  +  +  cx2  +  "  *  •  +  kxn 
wobei  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Die  unter  dem  In 
gralzeichen  stehende  gebrochene  rationale  algebraische  Functi 
kann  echt  oder  unecht  gebrochen  sein ;  im  letzteren  Falle  lässt  s 
dieselbe  durch  Division  in  eine  ganze  Function  und  in  einen  e 
gebrochenen  Rest  zerlegen,  was  durch  die  Gleichung 

cc  -\-  ßx  -f-  yx*  +  *  *  *  +  ^xm 
a  -\-  bx  -\-  ex2  +-•••  +  kxn 

=  «i  4-  ß\X  +  Yix'2  +  \r  Xixm~n 

A  +  Bx  4-  Cx2  4-  •  •  •  4-  Mxn 


a      bx  -{-ex2  4"  *  •  •  4-  kxn 
ausgedrückt  werden  möge.    Bezeichnet  man  den  echt  gebrochei 

Rest  mit  4trr  »  80  "t 
F(x) 

8  =  f[*i  +  ßix  +  Yi*'  +  •  •  •  +  *i*~~n  + 
und  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

*         a  .  X*    ,  xm-n  +  l  Pf(x) 
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Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen ,  dass  die  Integration  einer 
unecht  gebrochenen  Function  auf  die  Integration  einer  echt  gebro- 
chenen zurückgeführt  werden  kann;  wir  haben  uns  daher  nur  mit 
letzterer  zu  beschäftigen. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wird  das  letzte  Integral 
zu  folgendem 

— — — dx  =  A  {  — - — dx, 
a  -\-bx  J  a  +  bx 

fasen  Werth  sich  unmittelbar  aus  der  Grundforrael  4)  in  §.  65  er- 

Ist  der  Nenner  vom  zweiten  Grade,  so  hat  man  es  mit  dem 

Ifltegrale 

A  +  Bx 


dx 


a  +  bx  -\-  ex2 
Iiithun;  dieses  zerfallt  in  zwei  Integrale,  nämlich 

Äfa  +  bl  +  cx'dX  +  Bf«  +  bx  +  cx>dr' 
deren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 
I.   Es  ist  identisch 

cdx 


r  =  f. 

J  a  +  bx  +  cx2  Ja 

-A 


c  +  bex  +  c2x2 
cdx 


M  wenn  man  eine  neue  Variabele  y  mittelst  der  Substitution 

cx  -f  \b  =  y  ,    cdx  =  dy 
'anfuhrt,  so  wird  aus  der  vorigen  Gleichung 

3)      r  «•  =  r  «jl  

J  a  +  bx  +  cx*      J  (ac  —  \b2)  +  y2 

Hier  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  ac  —  \  b2  positiv,  Null 
*fer  negativ  ist;  denn  der  Werth  des  Integrales  erhält  nach  den 
foindformeln  6)  und  7)  verschiedene  Gestalten,  je  nachdem  im  Nen- 
die  Summe  oder  die  Differenz  zweier  Quadrate  vorkommt. 

Im  ersten  Falle 

 ac  —  \b*  >  0    oder    4ac  —  5*  >  0 

ktVac  —  |&>  eine  reelle  Grösse,  die  wir  mit  a  bezeichnen  wollen; 
Gleichung  3)  giebt  dann  unter  Anwendung  der  Fundamental- 

formel  6) 

/(lx                   C     dV             1         j       V         r*  , 
— Fl  i  =   /  T~\ — ~  —  —  arrfan  \-  Const. 
ü  +  bx  +  cx-      J  n*  +  y2       ö  u 
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Nach  Restitution  der  Werthe  von  y  und  a  hat  man 


4>  Ar 


dx  2  b  +  2cx     .  „ 

arctan  -7=  +  Conti 


5)  f —  .    *      +  Cmst 

J  a  + 


&x  +  cs2      \/4ac  — 62  V^ac  —  5* 

4ac  —  o2  >0. 
Im  zweiten  Falle  (ac  —  \  b2  =  0)  wird  die  Gleichung  3)  zur  f 
genden 

/"  ?=  f«±=-±  +  Const. 

J  a-\-bx  -\-  cx2      J  y2  y 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  y 

dx 

bx-\-cx2  b  -f  2c# 

4ac  —  V2  —  0. 

Im  dritten  Falle  (ac  —  J  b2  <  0)  ist  |  b2  —  ac  positiv,  mitl 

1/ jfr2  —  ac  eine  reelle  Grösse,  die  a  heissen  möge ;  die  Glei 
lautet  jetzt 

f       dx  f     dy  A-  l)d9 

J  a  +  bx  +  cx2      J  —  a2-\-y2      J  a2  —  tj2 

=       *  l£Lt*)  +  Consta 
2a    \a  —  y) 

und  daraus  ergiebt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  y 

6)  f       dx      —  1  /V0)2-4qc  +  b  +  2c;r\ 
J  a+fts+ca*        V^62  —  4ac  W  b2— 4ac— 6— 2cx) 

4ac  —  b2  <  0. 
Eine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  man 
der  identischen  Gleichung 

'(i)='(^)+'<-" 

Gebrauch  macht  und  die  constante  Grösse  l( — 1)  in  die  willkührl» 
Integrationseonstante  einrechnet;  es  ist  dann 

7)  f       dx      =  1        l/b+2cx+Vb*—4ac\  J 

und  man  wird  nun  die  Formel  6)  oder  die  Formel  7)  benutzen, 

nachdem  im  speciellen  Falle  W-  —  4  ac  mehr  oder  weniger  als  h +2 
beträgt. 

II.  Um  das  zweite  der  in  Nro.  2)  verzeichneten  Integrale 
entwickeln,  gehen  wir  von  der  Differentialformel  aus 

b  4-  2c# 

aV(a  -f  bx  +  ra*-')  —  — ,  "     ,  (Ix. 

a  -\-bx  -\-  cx* 
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ie  Umkehrung  derselben  giebt 

*t2r  ,dx = i(a +hx+ cx^ 

a  +  bx  -\-  cx2 
oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

+  "f.+to'+c*  =      +     +  "X,)* 

and  wenn  man  das  zweite  Integral  als  Unbekannte  ansieht,  so  er- 

tältman 


=  —  7(a  4&:r  +  ex2)  —  —  / 
2c   v  2<\7  < 


a  +  &z  +  c#2  "     2c   v  2Co/  a  +  bx+ca-2 

Das  gesuchte  Integral  ist  hiermit  auf  ein  schon  bekanntes  Inte- 
rn ^rückgefuhrt. 

III.   Setzt  man  in  der  Gleichung 

°J±Bx_dx  =     /°      gg  r__xdx__ 

fl  +  ö#  -|-  ex2  c/  «  +     +  cx2        u/  o  -(-  6jc  + 

wt  des  zweiten  Integrales  rechter  Hand  seinen  Werth  aus  Nro.  8), 
n  erhält  man 


J  a+bx  +  cx1 


6or  +  c#2  ' 

tod  damit  erledigt  sich  die  Integration  der  echt  gebrochenen  alge- 
rischen Functionen  mit  quadratischem  Nenner. 

§•  69. 

Polgerungen  aus  dem  Vorigen. 

Bevor  wir  die  Integration  solcher  echt  gebrochenen  Functionen 
Pehmen,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  übersteigen,  wollen  wir 
*  nachweisen,  dass  Integrale  von  der  Form 

xmdx 


A 


(a  +  bx  +  cx2)«*1 

F  obigen  Integrale  zurückgeführt  werden  können,  wenn  m  und 
P  ?aöze  positive  Zahlen  sind. 

bezeichnen  wir  das  Trinom  4"  4"  kurz  mit  7\  so  ibt 
Mi  gewöhnliche  Differentiation 
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unter  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

(5  +  2cs)2  =  4cT  —  (4ac  —  &*) 

und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  wird  hieraus 

1/b-\-2cx\      fA        ...       da;         .  .  dx" 
d\W~)  =  (4aC  ~  h)  H  T^TT  ~  2c(2*  -  !) 

Die  Integration  giebt 

reducirt  man  auf  das  erste  Integral  rechter  Hand  und  setzt  zur  i 
kürzung 

1)  4ac  —  &2_A, 

so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung 

Diese  Reductionsformel  liefert  der  Reihe  nach  die  Werthewn 


/dx       P  dx       r  dx 
~T*  9J  T*  •  J        '      "  ' 


indem  man  successive  «=1,2,3,...  nimmt  und  j 
nen  Werth  in  die  nächste  Gleichung  einsetzt.    Man  hat  demnach 

C dx       b  +  2cx       2c  f'dx 

rar  n  =  i,  y  yr  =  — TF"  +TJ  T' 

wo  das  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwickelungen  des  vorif 
Paragraphen  bekannt  ist;  ferner 

dx 

_&  +  2cs      3c(&  +  2caQ       6c»  f< 
"~    2AT2    +        A*T       +  AV  ' 
u.  s.  w. 

Ueberhaupt  können  nach  diesem  Verfahren  alle  Integrale 
der  Form 

dx 


f..  0      fdx       b  +  2cx  .    3c  f1 


2,"  +  1 

auf  das  in  §.  G8,  I.  betrachtete  Integral  zurückgeführt,  mithin  I 
vollständig  entwickelt  werden. 
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Weiter  ist  nun,  wie  man  durch  Differentiation  findet, 

rfv"F7  =  (m  ~  ^^-^  - n  — — dx* 

oder,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und 
das  Gleichartige  vereinigt, 

Jxm~l\       ,  xm~2dx  ^.xn-^x 

-{2n-m  +  \)c 
Umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung 
_  _  (W-  l)a ^  — ■    _  (»-«•  +  1)6 J  —t 

/xmdx  1   xm~l 
Tn  +  l  ~~~  (2*  —  m+l)e  '  Tn 
(w  —  w  +  l)6    rxm-ldx  (w—  1)«  rx»~*dx 

(2n  —  m  +  l)cJ    Tn+l        (2»  — tw  + !)<?*/       +  1 

Geht  man  von  dem  Werthe  w  =  1  aus  und  sieht  das  Integral 
mdx:  Tn  +  l  als  bekannt  an,  so  kann  man  der  Reihe  nach  die 
htegrale 

/xdx  C  x2dx  C  xzdx 

+  i  1       J  Tn  +  l  '       J  Tn  +  l 

j  entwickeln,  nämlich 

r xdx  _ _    i  6_  r  dx 

'      7  T"*1  ~~      2ncT"       2e7  ' 

CxUlx  s  (h  —  1)6   /*  gf/r 

7  Tn  +  l  ~~      (2m—  1)^»      (2n—l)cJ  Tn  +  1 

j  a       /°  d# 

(2n  —  l)cJ  Tn  +  l  ' 
rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vori- 
gen Gleichung  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  —  Durch  successive  Anwen- 
dung der  Formeln  2)  und  3)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes  Inte- 
Nes  von  der  Form 

%A  +  Bx  +  Cx*  H  +  Jftc  * 

(a +  6* +1  * 

vollständig  ermittelt  werden. 

BtulSmileh,  Analysia.   I.  21 
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Es  ist  nicht  überflüssig,  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  3)  für 
negative  m  gleichfalls  gelten  muss,  weil  sie  die  Umkehrung  einer 
für  alle  möglichen  m  und  n  richtig  bleibenden  Differentialformel  dar« 
stellt.  Lassen  wir  nun  —  m  -\-  2  an  die  Stelle  von  m  treten,  « 
nimmt  die  Gleichung  3)  folgende  Form  an: 

J  x'»-2Tn  +  l  ~~      (2n  +m—  l)c  x»~lT* 

(n  +  m  —  1)  b    C      dx  (m  —  1)  a       C  dx 

—  l)cj  xm~x  Tn  +  X  ~~  (2n  +  m  —  l)cj  S"  T* 


(2n  +  m—l)cJ  (2n  +  m  —  l)cJ  xmT*** 

und  wenn  man  das  letzte  Integral  rechterseits  als  Unbekannt«  Ix 
trachtet,  so  hat  man 

4)        r  **  =  i  

'  J  xm  Tn  + 1  (m  —  \)a  xm~xT* 

(n  +  m — l)b  r      dx  (2n  -\-  m — l)c  C  dx 

(m—  \)a    J  x'»-1!**1,  (m—  l)a    J  x'»-'2J 

Für  m  =  1  ist  diese  Formel  nicht  brauchbar;  man  kanei 
diesem  Falle  die  Substitution  X  =  -j  anwenden  und  erhält  dati 
direct  ■ 

r       dx        _  _  r  **«+idx 

J  x(a  +  bx  +  cxl)n  + 1  ~~     J  (c  +  bz  +  az*)n  + 1  ' 
wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  2)  ui 

i 


3)  auszuführen  und  nachher  rückwärts  z  —  —   zu  setzen 

X 

Nimmt  mann  hierauf  in  Nro.  4)  m  =  2,  3,  .  .  .  ,  so  kann  man 
Integrale 


r  dx      r  dx 

J  x1  Tn  + 1  '  J  x*T»  +  l 


der  Reihe  nach  entwickeln  und  überhaupt  den  Werth  jedes 
der  Form 


..B.C.  ,    H  )  dx 


xh  )  (a-\-bx-\-cx*)n  +  l 
stehenden  Integrales  ermitteln. 
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§.  70. 

Die  Integration  echt  gebrochener  Functionen. 


Wenn  es  sich  um  die  Ausführung  der  Integration 

/Xjg  +  il/i*"-1  +  •  •  •  +  Mm^x  -f  Mm 
J  N0x»  +  Ntx»   1  +  •  •  •  +  Nn-iX  +  ,VW  1  X 

mit,  worin  m  und  w  ^>  w  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so  ist 
S  Tun  Vortheil,  zunächst  xn  von  seinem  Coefficienten  zu  befreien, 
einfach  dadurch  geschieht,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit  N0 
Bvidirt ;  der  neue  Nenner  heisse  dann  F(x),  der  Zähler  f(r).  Wir 
Verscheiden  hier  wieder  dieselben  Fälle  wie  in  §.  02. 
[.  Ist  der  Nenner  von  der  Form 

F(x)  =  0  —  a)  (x  —  b)(x  —  c)....  (x  — 
»bei  a,  b,  c,  .  .  .  k  als  verschieden  von  einander  vorausgesetzt  wer- 
u,  so  hat  man 


!  J  *'(*) 

|  -,/(t^  +  i#r  +      +  •  •  •  +  rr*)** 

&'i  reellen  d,  H,  C,  .  .  .  %  Insst  sich  die  Integration  sofort  aus- 
fon  und  giebt 

7  F(a?) 

M(x  —  a)  -\-  Bl(x  —  b)     C  l(x  —  c)  -\  -\-  Kl(x —  k)  Conti. 


«mach  ist  z.  B. 

a?2  — 7 


+  2xi  —  5x  —  6 
=  J(z  +  1)  -  \l(x  —  2)  +  \l(x  +  3)  +  CW. 
&nd  einige  der  Grössen  tt,  6,  C,  •  .  .  k  von  complexcr  Form, 
+  iq,b  —  p  —  ig,  so  giebt  die  Formel  8)  in  §.  02 

"zw 


¥{x) 

Ix-pyl  q'dX  +  +  1      +  »(•-*)! 

8  D°t'h  übrige  Integral  rechter  Hand  gehört  unter  diejenigen ,  wo- 
*  w'r  uns  in  §.  08,  III.  beschäftigt  h  iben ,  und  kann  daher  ent- 
ölt werden.   So  ist  z.  B. 

21* 
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r  i*=±  dx  -  r  *+*  äx  _  rjLu 

J  x->  —  3x>  +  x  +  5         J  5  —  4x  +  x*         J  1  +x 
—  \1(5  —  4x  +  x*)  +  4  arctan(x  —  2)  —  7(1  +  x)  +  Gm* 

II.    Es  sei  ferner  F(x)  von  der  Form 

F(x)  =  (x  —  a)a(x  —  b)ß(x  —  c)r  

mithin» 

M.  -   +  di  +. . . .  +  A^i 


x  — 

a 

Bf. 

-l 

x  — 

b 

AV 

-l 

:r  — 

(z-_fc)*    1    (x  —  k) 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  Z>,  C,  .  .  .  &  reell  sind,  Ii 
man  sogleich 

VC*) 


da; 


(a—l)(x~a)«-1     (a-2)(x-a)tt-2  x  —  a 
 ?  3  h  3  -L  B*  xUx- 


if  Äi  Kx— 2 


i=T  tT^+Äe-i^- 


(x— 1)  (#— A;)*-1     (x- 2)  (*-*)*-*  o? — k 

So  ist  z.  B. 

dx 


f, 


rix 


—  i)t    +  1) 

_  r\i  + 1  +  £  +  _i  z  l_i 

7  U8  X  *2  T  g  T  2(ä— l)a       4(x—  1)       4(x  +  l)J 

=  + 27s--      1  7(:r  +  l) + 

2a;2     £   1  2(#— 1)     4   v       7     4  v    ■    7  1 

Wenn  endlich  unter  den  Grössen  a ,  5 ,  c,  .  .  .  k  complexe  Za 
len  vorkommen,  so  entstehen  Partialbrüche  von  der  Form 

[(*-*)!+  tf-  1 

wo  s  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  auch  diese  sind  nach  §.  69  imn* 
integrabel.    So  hat  man  z.  B.  ! 
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xA-  1 


dx 


-J  [    (x*+jy      2  xHl       2  x-lJ 

=I_L^  _  ±-l(x*  +  1)  —  iarctan*  +  i/(x  —  1)  +  CW. 
2  x1  -\-  1        4  J  * 

Ein  paar  allgemeinere  Beispiele  für  diese  Integrationsmethodcn 
«od  folgende.  % 

DL  Nach  §.  62  (S.  291)  gilt  unter  Voraussetzung  eines  gera- 
des s  die  Zerlegung 

,)       f^li  =  I  _L_  +  (~  l)m  1 

x*—  1       na;— l"1"      n     X  + 1 

2  v  ^ (x  —  cos /< 0")  cos /< m 0"  —  sin h    sin hmft 
+  ~n~^  x*  —  2xco8h#  +  1  1 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  n  —  2 ; 

bgegen  ist  für  ungerade  n : 

2)  *m-1  _  I  1 

xn—  1       n  x—\ 

2      (x  —  cos  Ä  fr)  cos  /*  m  #  —  sin  h  fr  sin  h  m  9 
+  7^-*  x*  —  2xcos*#+  1  ' 

noltiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  nach  der 
lük  zu  prüfenden  Formel 

(x  —  cos  h  &)  cos  h  m  &  —  sin  h  -ö"  sin  h  m  fr 
x2  —  2xcoshft  +  1 

~mhmft-\l(x*  —  2xcoshd-  +  1)—  sinhmft .  arctan  9  i 
»  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten  : 
a.  für  gerade  ff  und  fr  =  : 

+  i-^cosÄ»*dJ(**—  2xcosAfr  +  1)] 
/i  =  fi,  4,  6,  .  .  .  n  —  2 ; 
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b.  fiir  ungerade  n: 

/rm  -  1  1 
—  äX  =  -/(*-!) 

+  ^>[coshmfr  .l(x>  —  2xcoshfr  +  \) 

2  iq.       *  x—coshfr] 

 >  J  sink mfr .  aretan  .  .  .  + 

w^^L  sin  h  fr  J 

h  ss  2,  4,  6,  .  .  .  fi  —  1. 

IV.  Nach  §.  62  (S.  292)  ist  für  gerade  n: 

v      #  ■  _  1         2      —  (x  —  cos  h  fr)  cos  h  m  fr  -f  sin  h  fr  sin  h  m  j> 

0)     xn+l  ~~  x*  —  2xcoshfr-\-  1  "  ' 

h  ss  1,  3,  5,  • .  . .  n  —  1> 
dagegen  für  ungerade  n: 

xm~l  _(— 1 
^"+1  n       x  -\-  1 

2  "sr"  —  0**  —  eos  h  fr)  cos  h  m  fr  -|-  sin  h  fr  sin  h  m  9 
+  n  ^  x*  —  2xcoshfr  +  1 

/t •  —  1,  3,  5,  ...  n  —  2  ; 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  wie  vorla 
so  erhält  man 

% 

a.  für  gerade  n  und  fr  =  —  : 

n 

7)       f^Tfl dx  =  —  -^S[cc>s/*m0,  •  *0»8  —  2*  C<wA#  +  I)] 

+  — sin  hm  fr .  aretan  - — r^—^- 1  +  G 
n^l  sin h fr  J 

&  ss  1,  8«  5t  «  •  .  »  —  1  ; 

b.  für  ungerade  n: 

—  ^y^coshmfr  .l(x2  —  2xcosh  fr  -f  1)J 

+  -"^ll  sinhmfr .  aretan  X   .C^\  +  G 
n  *—*\.  smhfr  J 

/«  ss  1,  3,  5,  .  .  .  n  —  2. 

V.  Auf  die  soeben  entwickelten  Integrale  lässt  sich  das  etwa 
allgemeinere  Integral 
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r  zm  1 

J  azn  4- 


J  az»  ±  b** 

leicht  zurückführen.  Unter  der  Voiaussetzung,  dass  a  und  b  an  sich 
positiv  sind,  substituirt  man  nämlich 

i_  l_ 

Z-\a)X'  X-\b)~ 


»d  erhält 


wo  nun  die  rechte  Seite  wie  vorhin  entwickelbar  ist. 

Endlich  können  wir  noch  bemerken,  dass  auch  jede  Integration 
iToii  der  Form 

CA  +  Bz  +  C**  H  + 


dz 


azn  i  o 

Töllig  ausgeführt  werden  kann,  indem  man  auf  die  einzelnen  Bestand- 
theilo  derselben  die  eben  erwähnte  Substitution  anwendet. 
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Cap.  XII. 


Integration  irrationaler  Functionen- 

§.  71. 
Einfachste  Fälle. 

Unter  den  Fundamen talformeln  des  §.65  befinden  sieb  m 
wenige,  die  zur  Integration  irrationaler  Functionen  dienen  könnet 
bei  genauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch ,  dass  darin  nur  Quadra 
wurzeln  aus  ganzen  Functionen  ersten  oder  zweiten  Grades  vorbc 
men.  Wir  beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  Verallgemeinern] 
gen  jener  Integrale. 

L   Das  einfachste  von  den  Integralen  irrationaler  Functionen  i 

dx  2V  a  +  bx 


f 


/ — —   +  Consta 

ein  allgemeineres  erhält  man  aus  der  Formel 

(a  +  bx)fdx  =  1  (J+  [)h     +  ConsL 


für  [i  =  Je  —  |,  wo  h  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedei 
ten  möge;  es  wird  nämlich   

J  Va  +  bx  (2* +  1)6  ^ 

Man  hat  ferner  durch  theilweise  Integration 

J    V a+bx   J_Va+bx         J  J  ]faJrit 

2x">(a+bxyVa+bz  2m       f  ^ 
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)der,  wenn  in  dem  Integrale  rechter  Hand 

V  a  +  bx 

gesetzt,  jeder  einzelne  Theil  integrirt  und  die  Gleichung  mit  (2Ä;  4"  1)& 
Qultiplicirt  wird, 

J    Va  +  bx 

r   PXm ~  ' (a  +  bx)* 

-2xm(a  +  bx)k  Va  +  bx  —  2ma  /  —    v  rix 

o/      V  «  + 

—  2mb  /    WV  }  dx. 

J    Va  +  bx 

Schafft  man  das  letzte  Integral  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite, 
lo  erhält  man 

J    Va  +  bx 

_2t''(«  +  bx)'  Va  +  bx  2mu  /°.r'"-'(<»  +  bx)* 

(2*+ 2* +  1)6      ~(2m  +  2k+l)bJ  Va+bx 

hm  =  1 ,  2 ,  3  etc.  ergeben  Bich  hieraus  der  Reihe  nach  die  Inte- 

I       J  Va  +  bx  J    Va  +  bx 

Wer  lägst  sich  auch  das  Integral 

->/(*)  (a  +  6x)* 


ß 


dx 


Va  +  bx 

derzeit  entwickeln,  wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  algebraische 
Function  von  x,  und  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 


ll.   Um  ferner  den  Werth  dea  Integrales 

dx 


V  a  +  bx  +  cx2 

zu  bestimmen,  gehen  wir  einen  ähnlichen  Weg  wie  in  §.  68,  I.,  doch 
Nüssen  wir  dabei  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  negativen  c 

unterscheiden. 

Der  absolute  Werth  von  c  heisse  y ,  so  ist  im  ersten  Falle  c  = 
+  7  und 
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o/  Va  +  bx  +  yz2      7  V  ay  +  byx  +  y*x'2 

Zur  Abkürzung  sei  ay  —  f  b2  =  A:  und  gleichzeitig  werde  ein 
neue  Variabele  y  mittelst  der  Gleichung 

y  y 

eingeführt;  es  ist  dann 

J  Va  +  bx  +  y**   vy  J  v*  +  y'2  V v 

=-Lr  l$b  +  yx  +  Yy(a  +  bx  +yx*j]  +  G 
V  y 

Den  in  der  Parenthese  stehenden  Ausdruck  bringen  wir  auf  <fe| 
gemeinschaftlichen  Nenner  2  und  setzen 

 ^=r-12  +  C  —  Const.\ 

vy 

vermöge  der  Bedeutung  von  y  haben  wir  dann  folgende  Integra 
formel 

3)  f        dx         =    *l(b+2cx+2YcYa+bx+cx*)+  G» 

c  >  0. 

Im  zweiten  Falle  c  =  —  y  rechnen  wir  ähnlich: 
P         dx  __    /»  Vy"ja? 

7  Vö+ba?  —  yx'1  ~~~~  J  V  ay  +  byx  —  y*x* 

=  ^ Im  (1 P  +  ay)  -  (y  *  — ^ 
und  setzen  Jb*2  +  «y  =  a'2> 

dies  giebt  unter  Anwendung  einer  bekannten  Fundamentalforniel 
C         **         -  1  ■  [-jJL^±*  aresin  ±  + 

J  Ya  +  bx—yx*    YyJ  Y**-y*    Vy  a 

Nach  Substitution  der  Werthe  von  y  ==  —  c,  a  und  y  M 


nun 
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*X  1     aresin  —J?     ~CX  +  Cvust. 


bx  +  cx*       \  —  c  V  V  —  4ac 

c  <  0. 

Der  dritte  Fall  c  =  0  bedarf  keiner  Behandlung,  weil  er  auf 
las  zu  Anfang  von  Nro.  I.  betrachtete  Integral  zurückfuhren  würde. 

III.  Die  soeben  gewonnenen  Resultate  können  wiederum  als 
ta|'augspuiikte  für  fernere  Entwickelungen  dienen,  wenn  man  die 
ia  1 69  unter  2) ,  3)  und  4)  entwickelten  Reductionsformeln  damit 
iaWbindung  bringt  und  berücksieht  igt ,  dass  die  citirten  Formeln 
üe l mkehrungen  zweier  Differentialgleichungen  sind,  die  für  belie- 
bt w  und  n  gelten.    Setzen  wir  nämhch  in  der  Formel 

C  dx    _  b  +  2cx      (2n  —  l)2c  P  dx 
J      +  l  ~~    nXTn    +        nX      J  Tn 

[T  =  a  +  bx  +  <\z-\    X  =  4ac  —  &*J 
nach  n  =  |,  |,  |  etc.,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  Glei- 
ma:  ob +  2cx 


ta?en: 


f  tVt  ~"  xVr 

/dx   3b  +  2cx        8    P  dx 
t*Vt  ~  1  xtVt     sxj  Wt 

u.  s.  wM 

denen  hervorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 

/dx 
t'Vt  ' 

(in/;  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollständig  entwickeln 
lt  und  für  k  >  0  eine  algebraische  Function  von  x  ist. 
Kehrt  man  die  Gleichung  5)  um,  drückt  also  das  Integral  rech- 
land  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  so  hat  man  weiter 

Pdx  _  _      b  +  2cx  nX  -       C  dx 

J  T"  ~~  ~  (2ti—l)2cT*  +  (2n—\)2cJ   T"  '  1  1 

*  =  —  |,  —  |,  —  |  etc.  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 

IL  8.  W., 
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durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  von  dei 
Form 


f dx  TkV~T 


für  ein  ganzes  positives  k  entwickeln  läset  —  Ueberhaupt  ist  nacl 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  des  Integrales 


als  bekannt  anzusehen,  wenn  p  unter  die  Form  +  (Je  +  |)  gehört. 

Mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §.  69  folgt  hieraus  unmitte 
bar,  dass  für  jedes  ganze  positive  m  auch  die  Integrale 


J xmTPdx  und  J^TPdx 


entwickelt  werden  können ,  indem  man  n  +  1  =  i  (fc  + 1)  sets 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  verfahrt.     So  erhält  man  z.  B 


für  n  =  —  i: 


/xmdx  _  xm~lVT  _  (2m  —  l)b    rxm~x dx 
V~T  mc  2mc      J  Y~x 

_  (m—  l)a  rxm~2dx 
mT~  J     YT  1 

woraus  die  Werthe  der  Integrale 

/xdx  Px^dx  Pxsdx 

W  JT¥'  iW"" 

der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


§.  72. 

Integration  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens. 

Ein  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Integration  irrationale! 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Variabein  von 
Art,  dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  zu 
vollständigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  Wurzel  gezogen 
kann ;  das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale  F< 
und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.    Die  Fi 
bei  denen  das  genannte  Verfahren  gute  Dienste  leistet,  sind  folgende 

L  Um  ein  Radical  von  der  Form  V"  +  ßz  wegzuschaffen, 
setzt  man  einfach 
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des  Wurzelzeichens. 

1)       Va  +  ßx  =  y,  mithin  x  =  ,    dx  =  ^fdy; 

ß  ß 

da  dieWerthe  von  x  und  dx  rational  sind,  so  leistet  die  Substitution 

das  Verlangte. 

Hiernach  ist  z.  B. 

f        dx  2    P  ydy    _  2    Pf  Q  \ 

Ja  +  bVa+ßx       ßj  a  +  by-  bß  J  \      a  +  b9)*9 


-  Tß  [  ^«+^  -  j  *<«  +  ft/STf^)] 


)  Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung 

dx 


(a-\-bx)Va  +  ßx 
  2_   P  ydy  P  dy 

~  ßJ  (a  |  lV'~a)y~    7  («/» ~ 6«)  +  6>»  ' 

tr  ist  zu  unterscheiden,  ob  a/3  —  5  a  und  5  gleiche  oder  entgegen- 
letzte Vorzeichen  besitzen ;  in  jedem  Falle  kann  aber  die  Integra- 
fc  leicht  ausgeführt  werden. 

Das  erwähnte  Verfahren  bleibt  auch  dann  anwendbar,  wenn  ein 

dical  von  der  Form  ya-\-ßx  wegzuschaffen  ist;  man  setat 
nlich 

K+ßi  =  y,  mithi„  *  =  ^  ,    dx  =  **?±d9 

P  ß 

1  hat  eine  ganz  ähnliche  Rechnung. 

IL    Wenn  ein  Radical  von  der  Form  Vol'1  +  ß'*x*  vorkommt, 
ist  die  vorige  Substitution  ohne  Nutzen ;   die  Gleichung 
|*  4-  ß*x*  =  y  giebt  nämlich 

X  =  V¥=*     dx=  ydy 

ß  ßYy*-a*% 
raus  zu  ersehen  ist,  dass  man  zwar  die  eine  Wurzel  los  wird, 
tt  deren  aber  durch  x  und  dx  zwei  neue  Radicale  hereinbringt. 
Ji  setzt  in  diesem  Falle 

Va*  +  ß*x*  —  ßx 
 —  =  v : 
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hieraus  folgt 


3) 


«   i  +  y* , 


und  diese  Ausdrücke  sind  sämmtlich  rational. 

Mittelst  des  angegebenen  Verfahrens  erhält  man  z.  B. 

r        dx  2  /'       gg  . 

nach  Formel  7)  in  §.  68  ist  die  rechte  Seite  gleich 

und  wenn  man  hier  den  Werth  von  y  aus  Nro.  2)  einsetzt,  sog 
langt  man  zu  der  Formel 

r  (ix  

J  (a  +  bx)  Va*  -f  ß'ix* 
_  1  /aß  +  bßx  —  bV  a*  +  ß*x't  +  V        +  b-a*-\  ,  ( 


Vtfß*  -f  b°-a'2  \aß  f  bßx  —  b  V  «2  +  ß*x*  —  Va*P* 

III.  Um  ein  Radical  von  der  Form  V^«2 — ß2#*J  wegzuschaffe 
benutzt  man  die  Substitution 

welche  giebt 

/»  1+»*'       M  n-y 


die  letzten  drei  Ausdrücke  sind  rational  und  bringen  daher 
neue  Wurzel  in  das  Integral. 

Nach  diesem  Verfahren  erhält  man  z.  B. 

r   =  2  r  «*» 

J  («  +  bx)  Va1  —  ß*x*  J  aß  +  ba  +  (aß  —  ba)f  ' 

hier  sind  rechter  Hand  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  aß  —  ba  u 
sitiv,  Null  oder  negativ  ist,  und  zwar  entsprechen  den  genannt» 
Fällen  die  folgenden  Werthe 
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-  ardan  (K"^    —  y  )  +  ßmtf, 


+  Const., 


2?/ 


✓//i  4-  ba 


/6*as  — \Vba  +  aß  —  Vba  —  aß.y' 
flach  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y  gelangt  man  zu  fol- 
gen drei  Integralformeln . 

r  dx 

I      für  aß—  6«  >  0,       /    .r- 

1  J  (a  +  bx)  V  «2  —  ß*x* 

Va*ß*  —  b»ö*  r   (aß  f  6«)  («  -f  ßx)  ^ 

r  dx 

für  aß  —  b n  =  0 ,       /  —  -y.  = 

1  ^  («  +  6.r)Va*--0*a;* 

—  2       1/  "T(!Ü  +  CW.; 


- 

(V/ 


(rc  +      VV-'  —  ß'2x* 

i 

Als  zweites  Beispiel  diene  folgende  Entvvickelung.   Nach  Nro.  6) 

äJt  man 


f  dx  =_  2  f_ 


(1  4-?/2)<ty 


+  i  +  (i-i)iT 

2     A  1  2a  j 

|i+f  +  (i_f)fi      [1  +  «  +  (l  —  *)3f*3*l  ^ 
wenn  man  auf  das  zweite  Integral  rechter  Hand  die  Reductions- 

iel 


f    äy     =       y  J_  r 

J  (a  4-  cyiy  '     2a(a  4-  cy'2)  t  2aJ  « 


dy 


endet,  so  findet  man  für  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  : 

.  2    1        !ü  f       <*y  1 

1-6*  il  +«  +  (1  —  J    1  4-f-f  (1  —  * 

Die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  ausführbar,  wobei  die 
'•8<1,  6=s  1  und  B  >  1  zu  unterscheiden  sind;  durch  Re- 
gion des  Werthes  von  y  erhält  man  schliesslich 
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10)  für  s  <  1,  f  dx 

11)  für  £  =  1, 

J  (i  +  Ä)t  yrz^i        3  i  +  *  K  i  +  x  +  ' 

/•  dx 

12)  für  £  >  1,  /  -=  , 

_    1    |     *Vl-x*  .  1 

"1"y*t-i  vv  (i+ o (i + *) -v 

IV.   Durch  ähnliche  Substitutionen,  wie  sie  in  den  beiden  w 
gen  Abschnitten  benutzt  wurden ,  lässt  sich  auch  eine  Wurzel 

der  Form  V  «  4~  ßx  +  wegschaffen ,  wobei  y  an  und  für 
immer  als  positiv  betrachtet  wird. 

Im  Fall  das  obere  Zeichen  gilt,  sei  zur  Abkürzung 

13)  VTay^jfi  =  A; 
man  benutzt  dann  die  Substitution 

und  erhält 

 A(l  —  y«)  —  2j8y 

X     , 


15) 


4vy  2/ 


4y  y3 

Wenn  dagegen  das  untere  Zeichen  gilt,  so  setze  man  zui 
kürzung 

16)  V±ay+ß*  =  p 
und  mache  Gebrauch  von  der  Substitution 

17)  T/>  +  /?-ay«  _ 
10  r  ii-ß  +  2yx—9, 

ans  welcher  sich  folgende  Werthe  ergeben: 
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2y(l+y') 


y"  +  P*-?x'=  y^^+^• 


y   (1  +  y*)2 

Nach  diesen  Formeln  hat  man  z.  B. 

f__dx___  2_  f_dy_ 


2  2 

arctany  =  —  , —  arctan 


V7       9       VT        U  t .  *r*-ß 

F  l* 

5er  lägst  sich  arctan.  in  aram  oder  aresin.  umsetzen ,  wenn  mau 
Merkt,  dass  aus  der  Gleichung  cos  u  =  z  folgt : 


2  arctan  y  fX^  =  arccosz  —  tt  —  «rat»*; 


5 

+  #  ~~  2 

s  lird  nämlich 

is  mit  Formel  4)  in  §.  7 1  übereinstimmt. 


§•  73. 

Integration  binomischer  Differentiale. 

Unter  dem  Namen  der  binomischen  Differentiale  versteht  man 
isdrücke  von  der  Form 

• 

Z 

xm~l(a  +  bxn)*  dx, 

Jrin  m,  n,  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Die  Inte- 
ntion solcher  Differentiale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
itweder  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens,  oder  durch  Re- 
iction  auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 

»chlftmiicb,  Aualy»i*.   L  22 
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L  Setzt  man  erstlich 


I-, 


1)  „_  mithin  d_X.-(£^y 
so  gelangt  raan  zu  der  Gleichung 

2)  J  xm~1(a  +  bxn)<*dx 


und  hier  ist  rechter  Hand  ein  rationales  Differential  vorhanden, 

Dai(l      eine  ganze  Zahl  ausmacht.    So  z.  B.  hat  man  nach  den  o 

n 

gen  Formeln 

J -       =  —  j yV  -  i)2 

wo  die  Integration  in  Beziehung  auf  z  durch  Entwicklung  H 
(^7__i)2  ausgeführt  werden  kann,  und  am  Schlüsse  derselbe^ 
Werth  von  «  aus  der  Gleichung 

zu  nehmen,  also 

Z  =  (1—^)7 

einzusetzen  ist. 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  ratiom 
Form  führen  kann,  ist 

i_  i_ 

Ga    \n  ,      ,             qan  z*~ldz 
—)  aisod^--   r^  ; 

{gl  —  b)n 

raan  erhält  durch  dieselbe: 


x*»-\a+bx»)<*  dx=  J   

(z*  —  b)n  q 
m 

und  hier  wird  das  Differential  rechter  Hand  rational,  wenn  —  + 

w 

eine  ganze  Zahl  ist    So  hat  man  beispielsweise 

;i  C  ezdz 
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■ 

nnd  darin 


nach  welchen  Angaben  die  Rechnung  keinen  weiteren  Schwierig- 
keiten unterliegt. 

ttl  Ttl  1) 

II.  Ist  weder  —  noch  —  ^  eine  ganze  Zahl ,  so  lässt  sich 

n  n  q 

h  binomische  Differential  im  Allgemeinen  nicht  rational  machen ; 

benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Reductionsformeln, 
&  übrigens  allgemein  für  beliebige  m  und  n  gelten. 

|     Bezeichnen  wir  —  kurz  mit  8  und  a  +  brn  mit  X,  so  giebt 
e  partielle  Integration : 

J xm~i  X'dx  =  X* J xm~l  dx—s J X'   ldX  Jxm~ldx 

=  X>  —  -  s  f  X-*dX— , 
m       J  m 

and  weil  dX  =  bnxn~xdx  ist: 

J  m         m  J 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
fon  m  und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von  s  wünschenswerth  ist. 

Durch  Umkehrung  der  Formel  5)  hat  man  noch 

f x"+*~lX'-ldx  =  —TT-f xm~lX<dx 
J  bns  bnsj 

°der,  wenn  m  —  n  für  m  und  s  -f-  1  für  s  gesetzt  wird, 

/rm— nys+l  m  „  /' 

«-'IM*  =  -    •    ,  tt    -  ,    ,    ,       /  .i™-  —  'X"  +  <dx; 
bn(s  -\-  1)       bn(s  +  \)J 

mittelst  dieser  Formel  verkleinert  man  m  und  vergrössert  gleich- 
zeitig s. 

Wenn  man  ferner  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 
J  xm~lX>dx  =  J  x^^a  +  bx^X'-^x 

•=  o j xm~l  X'~ldx  +  b  J  xm  +  n~lXs-1dx 

mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusammenhält,  so  ist  zunächst 

22* 
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xmXs       bns  C  Vt  . 

in  dieser  Gleichung  schreiben  wir  s  +  1  fiir  s  un(i  sehen  das  er* 
Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an;  es  wird  so: 

7)  /  xm-lX*dx  =  — 1  ■ — -  /  xm+*  lX'k 

'  J  am  am  J 

diese  Reductionsformel  vergrössert  m  ohne  s  zu  ändern.  Driicl 
man  das  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  aus  ud 
schreibt  nachher  m  —  u  für  m,  so  ist: 

'  J  b(m  -|-  ws)       o(m  -f-  ns)J 

womit  eine  Verkleinerung  von  m  ohne  Aenderung  von  S  herbeigefühl 
wird. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

J  xm-iX»dx  =  aj  xm~lX'-ldx  +  b j  ««f»-ip-^ 

so  giebt  die  Anwendung  der  Formel  6)  auf  das  Integral 
Hand : 

j xm~1Xsdx 

/\xmX*  m      f  1 

9m-i x*-i dz  +  h\-j^  ^— J  xm-lX>dx\' 

Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus  j 

9)  f  X»-*X'dx  =  +  / ■•-1X'-1** 
J                        m  -f-  ws      m  +  nsj 

welche  Formel  zur  Verkleinerung  von  s  ohne  Aenderung  vou 
dient.  —  Schreibt  man  noch  s  -\-  1  für  s  und  redueirt  die  Gl 
chung  9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 

10)  /  xm-1X'dx  =  —  -  H  X    ;  / 

7  aw(s  -f  1)       an(s  -f  1)  7 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten,  s  ohne  Störung  des  m 
vergrössern. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Redtrt 
tionsformeln  die  benutzen  wird,  welche  im  gegebenen  speciellen  Fall 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt.  Wäre  z.  f 
das  zu  entwickelnde  Integral 
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f    x'dx  C  *  i         v_i  . 

V  ux  —  x2  J 

wd  darin  k  eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  nächsten,  durch 
accessive  Verkleinerung  von  k  auf  das  Integral 


■rück 


/dx                    .    2x  — a 
,  .  —  arcsin  1-  Const. 

Vax  —  x2  « 


zugehen;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Auwendung  der  Formel 

ftindicirt  und  man  erhält  dadurch 

.  

t  xkdx     _  _  xk~lV  ax—x*      a(2k—  1)  C  x*~ldx 

pas-xt-  k  +       2k~J  Vax-x^ 

ic  man  auch  aus  der  Formel  7)  in  §.  71  finden  kann.  Aehnlicher 
Überlegungen  bedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 

Zu  bemerken  ist  noch ,  dass  die  obigen  Reductionsformeln  für 
|—  n  =  0,  sowie  für  m  +  ns  =  0  nicht  in  Anspruch  genommen 
erden  dürfen,  wie  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht  erken- 
ä  lässt.  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die  Diffe- 
nualformeln  rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  genannten 
sductionsformeln  nicht 


§•  74. 

Integration  mittelst  unendlicher  Reihen. 

Wenn  die  bisherigen  Mittel  nicht  hinreichen  um  die  Integration 
»es  irrationalen  Differentiales  auszuführen,  so  benutzt  man  gewöhn- 
b  das  in  §.  67  angegebene  Verfahren  und  stellt  das  Integral  als 
mme  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Diese  Methode  gestattet  häufig 
mancherlei  Modifikationen ,  dass  einige  Beispiele  nicht  überflüssig 
n  dürften. 

a.  Handelt  es  sich  um  das  Integral 

'  dx  _  r      1  1 

Vi  — ss  +  a*/J»s*  ~~  J  Vi  —        i/  1  —  /J*ap> 

a,  |3  und  a;  echte  Brüche  sein  mögen,  so  kann  man  zwei  ver- 
liehene Wege  gehen,  je  nachdem  man  nur  einen  der  beiden  unter 
a  Integralzeichen  vorkommenden  Factoren  in  eine  Reihe  verwan- 
t  oder  beide  Factoren  entwickelt. 

Bei  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  ist  es  von  Vortheil,  den- 
ken Factor  zu  entwickeln,  welcher  den  kleineren  der  beiden 
üche  a  und  ß  enthält,  weil  die  Reihe  um  so  rascher  convergirt  je 
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kleiner  die  Grösse  ist,  nach  deren  Potenzen  sie  fortschreitet.  Untei 
der  Voraussetzung  a2  >  ß2  erhält  man  zufolge  des  Gesagten 

r   dx  

J  V(l  —  a»*2)(l— i 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  mit  Xq,X>,X 
etc.  bezeichnet  und  eine  Integrationsconstante  hinzufügt, 

1)  /   .  dx  +  Conti. 

J  V(l  —  «2£2)  (1—  ß2x*) 

Das  erste  der  Integrale  Xo,  X2,  X4  etc.  ist  unmittelbar  be 
kannt,  nämlich 

arcsinax 

2)  X0  —  ; 

zur  Berechnung  der  übrigen  dient  die  Reductionsformel 

xmdx 


f 


V  1  —  a2z* 
/pm-i  y !     aixi      m—\  C  xm~2dx 


+ 


i  r  xm~2 


oder 

q\  v        (m  -  1)  Xffl-2 -^Vl- a2x* 

worin  der  Reihe  nach  m  =  2,  4,  6  etc.  zu  setzen  ist. 

Will  man  den  zweiten  der  angedeuteten  Wege  gehen,  so  W 
man  die  beiden  Gleichungen 

mit  einander  zu  multipliciren ;  das  Resultat  ist  von  der  Form 

■ 

V(l  —  «2Z2)(1  —  ß*X2) 

und  zwar 
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C  =  k«<  +  ^ 

j  C4  =  |(3a«  +  2«*/J*  +  3/3«) 

(  C6  =  i(5o«  +  3«<02  +  3«s/3>  +  5/3«) 


Durch  Integration  erhält  man  hieraus 

J  1/(1  — a*  «2)  (1  —  0***)        1  3  5 

wo  nar  noch  eine  willkührliche  Constante  beizufügen  ist. 

b.  Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 


JV 


1    *2/K2 

dx,  £2  <!,*«<  1, 


1—  X* 

felches  bei  den  geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung 
orkommen  wird.  Ist  e  ein  kleiner  echter  Bruch  höchstens  =  5  VT, 
ithutinan  am  besten,  nur  den  Zähler  in  eine  Reihe  zu  verwan- 
eb  und  zur  Abkürzung 

xm  dx 

—  Um 


; 


Vi  —  & 

setzen.    Man  findet 


1  —  £2X2 

 dx 

1  —  x* 


ü*  .      1   U4   .      1.3  Di  M 
=  Const.  +  ^^-gJ^OT1  ' 

id  dabei  geschieht  die  Berechnung  der  mit  t/  bezeichneten  I Ute- 
nde nach  den  Formeln 

—  (m  —  1) Um-2  —  xm~l  V  1—x* 


Um  = 


|   ü0  =  arcsin  x,  üm 

1  irr 

I 

Wenn  dagegen  e  wenig  von  der  Einheit  differirt,  so  besitzt  die 
rfundene  Reihe  6)  eine  so  langsame  Convergenz,  dass  man  eine 
Ar  grosse  Menge  von  Reihengliedern  summiren  müsste,  um  eine 
ir  massige  Genauigkeit  zu  erreichen ;  dann  sind  folgende  Transfor- 
ltionen  von  Nutzen. 

Man  hat  identisch 


ad  hier  lässt  sich  die  Wurzel  rechter  Hand  in  eine  convergirende 
eihe  verwandeln,  sobald 
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K-  <  1,  d.  h.  x*  <  

1  —  X*  '  2  —  62 

ist ;  dies  giebt 

^2     1  —x2         2.4   (1  —x2)2  I 
Durch  Integration  der  einzelnen  Reihenglieder*)  erhält  man 


/VW* 

a;2  < 


=  2  — £2  ' 

wobei  zur  Abkürzung 


(i  —  x*y 

gesetzt  worden  ist  Mit  Hülfe  der  Reductionsformel  6)  in  §.73  findfal 
man  leicht 


wonach  die  successive  Berechnung  von  V2,  V3  etc.  keine  Schwierig 
keit  bietet. 

Im  Fall  x'2  die  angegebene  Grenze  übersteigt ,  verliert  die  Fol 
rael  8)  ihre  Anwendbarkeit;  man  benutzt  dann  die  identische  Glei 
chung 


Z* 


*)  Die  Befugniss  zu  dieser  Operation  ersieht  man  leicht,  wenn 
sich  für  den  Augenblick 

x2  z 
i   '    o  =  zl  oder  x  =  r  

gesetzt  denkt;  es  wird  hierdurch 

A/.   .   (1—  *2)x*  /»       dz         mr  — - 

Die  letzte  Reihe  schreitet  nach  Potenzen  von  z  fort  und  daher  dür- 
fen ihre  einzelnen  Glieder  nach  §.67  integrirt  werden,  wofern  (1— '*V 
ein  echter  Bruch  ist;  durch  Restitution  des  Werthes  von  z  gelangt  n>*n 
nachher  zu  der  oben  angegebenen  Reihe. 
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7   K     1— /  1/      (1— c»)s« 

•/     V         1  — 


worin,  wegen  a;2<  1,  auch  immer 

(1  —  e*)x* 


<  1 


1  —  £*Z2 

nid  daher  die  Reihenentwickelung  erlaubt  ist.    Dies  giebt 
bJ  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

=  CWL  +  x  +  j  (1  -  «*)TFi  +  |tJ  (1  -  «W  +  • 

dabei  ist 

*-?It-G±=)— I- 


2t  — 1 


•   •    •  • 


•    •   •  • 


tieman  mittelst  der  Reductionsformel  6)  in  §.  73  leicht  findet. 

Endlich  Hesse  sich  die  verlangte  Integration  auch  dadurch  aus 
fei,  dass  man  die  beiden  Gleichungen 

V  1— £2*2  =  1  —  I*»«1  —  — 

VT=7  =  1  +      +  + 

miteinander  multiplicirt  und  Alles  nach  Potenzen  von  x  ordnet;  die 
Rechnung  ist  dann  ähnlich  wie  bei  der  letzten  Entwickelung  des 
^ten  Beispieles. 

c  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  die  Integration  mittelst 
Bendlicher  Reihen  auch  in  dem  Falle  anwenden  kann,  wo  bereits 
«f  anderem  Wege  der  Werth  des  Integrales  in  geschlossener  Form 
totwickelt  ißt ;  die  nach  beiden  Methoden  abgeleiteten  Werthe  eines 
ttad  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Constante  differiren 
Ü&<1  lassen  daher  eine  Vergleichung  zu ,  welche  jederzeit  auf  ein  zur 
Theorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  führt. 

So  hat  man  z.  B.  einerseits 
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andererseits,  wenn  x  zwischen  —  1  und  +  1  liegt, 

§Yi~iidx  ~ f(l  ~ z  +  *2  —  x*+  "  )dX 

=  i*-|*i4-§a?»-|*<  +  ...  +  a, 

mithin  durch  Vergleichung 

7(1  +  x)  +  Const  =  \x  —  \x*-  +  \x*  —  •  ■  ■ 
-  1<  «  <  +  1. 
Der  Werth  von  Cows/.  =  C\  —  C2  bestimmt  sich  durch  i 
Specialisirung  z  =  0;  man  findet  Const.  =  0  und  kommt  dam 
auf  ein  bekanntes  Resultat  zurück. 

Nach  demselben  Verfahren  lässt  sich  die  Reihe  für  aretanxu 
der  Gleichung 

fl^dx=  J (1— *  +  *  — *H  )<**, 

x*  <  1, 

herleiten,  ebenso  die  Reihe  für  aresin  x  aus 

Ein  ähnliches  Resultat  liefert  die  Gleichung 

d.  i. 

l(x  4-  V  1  +  x*)  +  Const. 

—  —  1  :Ü?  J_  il^  ?!  _  1.3.5  i 
~T  ~~  J  J  +  271  5"      2.4.6  7  + 

Für  #  =  0  erhält  man  Const  =  0,  mithin 

x       1  m3  ,    1.3  a;5 


•  .  •  • 


i2)     ^yi^-i-i-  +±35...... 

-  1  <  «  <  +  1, 
wie  schon  in  §.  59  erwähnt  wurde. 
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Integration  transcendenter  Functionen. 

§•  75. 

|  Differentiale  mit  Exponentialgrössen. 

I.  Enthält  die  zu  integrirende  Function  nur  Exponentialgrös- 
>,  ist  also  das  Integral  von  der  Form 


Jf{eax)dx, 


•Wn  es  mittelst  der  Substitution 

1z  1  dz 

cax  —  e  mithin  x  ~  — ,  dx  =  

a  a  z 

r  ein  anderes  zurückgeführt  werden,  worin  keine  Exponentialgrösse 
•kommt;  man  erhält  nämlich 

Hiernach  ist  z.  B. 

J  eax  +  c-ax  aJ  1      j  ßj  £*+l 

Z  -\  

z 

—  arctanz  4-  Const.  —  —arctan(eax)  4-  Comt 
a  a  v 

Als  zweites  Beispiel  diene  das  Integral 

r    i       _  i_  r  i  dz_ 

1  +  -?  =  w2,  woraus  V"l  -\-  z  —  u,  z  —  u1  —  1  und  dz  —  2udu 
*n,  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 
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£/•_*« =  I  ,(«=!)  +  cw., 

"  c/  m-  —  1      a    \ti  +  1/ 
mithin  ist  durch  Restitution  der  Werthe  von  u  und  z 

/dx  1   ,/Vl  -4-  p«'—  1\ 

77==  =  -  'r/  M  +  CW. 

II.  Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  das  Differential  Expon 
tialgrössen  und  Potenzen  enthält.  Die  einfachste  Form  eines  solcl 
Integrales  ist 

J xmeaxdx, 

und  es  liegt  nahe,  die  Regel  der  partiellen  Integration 

J uvdx  =  u  J*vdx  —  J^^u  f  v^x 
darauf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundamentalformel 

/eax 
eaxdx  =  —  +  Const. 

Gebrauch  macht;  man  findet  so 

/xmrax           m  r 
xmeaxdx  = —  — J  xm-1eaxdx. 

Im  Fall  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  kann  man  durch  wiedc 
holte  Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  von  x  fortwährer 
verkleinernd,  zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurückkommen ;  in  der  Th 
erhält  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

7)  j xmea*dx 

[xm       mx™-1       m(m  —  l)x 

,    .      .    m(m  —  1)..  2. 1"] 
•••  +  (-D-         amU  \c"  + 

Hiernach  lässt  sich  auch  das  Integral 

J  <p(x)eaxdx 

entwickeln,  wenn  (p{x)  unter  der  Form  A  -f-  Bx  +  Cx2  -f  etc. 
halten  ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  —  m  +  1  an  die  Stelle  von 
und  reducirt  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  gelangt  man  zu 
Formel 


.  m  — 2 


8)  l\eaxdx  =  -  7 — g°J  m  ;  +  — — ,  f -^rW 

J  xm  (w  — l)^"»-1      m—lj  xm  1 
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welche  für  ganze  m  mit  Ausnahme  von  m  =  1  benutzt  werden  kann. 
Im  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  unbrauchbares  Resultat  und 
es  bleibt  dann  nichts  übrig,  als  eine  Reihen  Verwandlung  vorzuneh* 
mm;  vermöge  der  für  alle  x  geltenden  Gleichung 

eax          1^      £       a2x  a*x* 

X    '  ''  ~x  +  T  +  1 . 2  +  TT273  + 


.  •  •  • 


«•hält  man 

%j^e**dx  =  Const.  +  Ix 


.   I  ax  .   I  (ax)*      1  (ax)* 
+  1    1   +  2~  1  .2  +  3~  1.2.3  ^ 


•  .  .  • 


hd<]  nunmehr  lassen  sich  aus  .der  Formel  8)  für  m  —  2 ,  3 ,  ...  die 
terthe  der  Integrale 

f        JieaX(lXi  fheaxdXi"" 

ler  Reihe  nach  ableiten.  Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist ,  dass 
ias  Integral 

/B  C 
i>{x)eaxdx,  worin  ty(x)  =  A  +  —  +   

derzeit  auf  das  in  Nro.  9)  entwickelte  Integral  zurückgeführt  wer- 
fe kann. 

Ist  der  Exponent  von  x  ein  Bruch ,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
kfe-n,  indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
»positiv  oder  negativ  ist;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
^er  Reihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
pi  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  als 
ü  hier  betrachteten  Formen  vorkommen.    Ein  Beispiel  wird  genü- 

um  dies  zu  zeigen. 

Das  gegebene  Integral  sei 

1  e*dx. 


A 


>  kann  man  für  den  Fall  eines  echtgebrochenen  x  die  Umwandlung 

/  J 1  TT  %  +  7—7  £4  —  — - — 7x«  -f  •  •  ■  •  \exdx 

J  i       2      ^2.4  2.4.6  I 

Jrnehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte- 
gren; ist  dagegen  x  ^>  1 ,  so  wird  man  tf^/^l  -f  ~  für  Vi  +  £2 
*zen  und  dem  Integrale  die  Form  : 
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J  4       2«»r2.4i<       2.4.6      T  J 
geben,  wo  die  Formeln  9)  und  8)  anwendbar  sind. 

§•  76. 

Logarithmische  Differentiale. 


Enthält  das  zu  integrirende  Differential  nur  Logaritamei 
der  Weise,  dass 

JfQ*)  dz 

das  fragliche  Integral  ist,  so  leistet  die  Substitution 

1)  Iz  =      also  z  =  e*,  ef*  = 
gute  Dienste;  man  erhält  nämlich 

2)  f  fQz)  dz  =  Jmcvdy, 

wo  nun  die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  benutzt! 
den  können. 

So  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  m 

J  (lz)mdz  =  Jymevdy 

=  ^ym  —  mym~1  +  m(m — l)ym~2  1-  (—  l)m*»(m  — 1..2.1 

und  indem  man  den  Werth  von  y  wieder  einsetzt: 

3)  J (lz)m  dz  =  [(lz)m  —  mQz)™-1  +  m(m  —  1)  (lz)m'1  - 

 +  (—  l)mm(m  —  l)...2.lL  +0 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  mittelst  der  Formel  9)  des  I 
gen  Paragraphen: 

4)  f*i=Const.  +  IQz) 

.IUI  g*)»       1    (?*)3  , 
+  1    1   +2    1.2  r  3  1.2.3  ^ 
und  aus  der  Formel  8): 

.  f  dz  z  1       f  dz 

}        J  Qz)m  ~~      (w—  lXZ^)"»-1  ^  m—lj  Qz)m~l 
Die  unter  Nro.  1)  angegebene  Substitution  ist  auch  bei 
allgemeineren  Integrale 


Digitized  by  Google 


Cap.  XIII.  §.  7G.  Logarithmische  Differentiale.  351 

dz 

vortheilhaft  anwendbar,  sie  giebt  nämlich 

6)  fzhf{lz)dz  =je<P  +  l>'ffy)d}/. 

So  ist  i.  B.  für  den  speciellen  Fall  fi  =  —  l,/(Jz)  =  (lz)m: 

7)  /i(!,)-j/=/»"dj  =  ^'1  +  Const. 

.fit- 
und  in  dem  Ausnahmefalle  m  =  —  1 : 

8)  fri;a'=fji»  =  1*  +  Qm* 

^l(lz)  +  Const. 

Für  ein  von  —  1  verschiedenes  u  und  ein  ganzes  positives  m 
liefert  die  Gleichung  6)  zunächst : 

J zH  (lz)mdz  =  J 0<P+»ry«4jr, 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
«nd  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y : 

o\ f  M /?  \   ^      l~(^)m     »P*)"*""1  ,  m(m— l)(J*)m-8 
</  Lfi  +  i     (fi  +  i)2  (f*  +  i)8 

.    ,     ,x   mCm  —  1) ...  2  .  Ii  ,  ~ 

•••  +  ^-1)m     (ft +!)-  +  ■     J*'*1 +  <*»*• 

In  allen  übrigen  Fällen  müssen  die  Integrationen  logarithini- 
icher  Differentiale  durch  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werden. 

Als  Beispiel  diene  das  Integral 

i(i  +  0) 


dz, 


z 

*orin  1  -)-  z  positiv,  mithin  z  zwischen  — 1  und  -|-oo  enthalten 
»in  muss,  wenn  J  (1  -f  z)  reelle  Werthe  haben  soll.  Behufs  der  Rei- 
fonentwickelung  sind  hier  die  beiden  Fälle  —  1  <^  z  <^  -f~  1  und 
£  ^  +  1  zu  unterscheiden ;  im  ersten  Falle  ist 

=   

folglich 

10)       PH+A  d,  =  Const.  +  JL  _  ^  +  £  _  .  .  . 

-  1  <  «  <  +  1. 
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Für  den  zweiten  Fall  benutzt  man  die  Transformation 

rp  +  *)  =  i#  +  1(1  +  7) 

Z  +  1   z       2  z*  ^  3  e* 

und  erhält 

=  CVmsf.  -j-  — (7*)2  ^  1  -  1  

0  >  1. 

Die  Integration  der  einzelnen  Glieder  ist  hier  erlaubt,  weil  di( 
Substitution  ~  =  x  zu  einer  nach  Potenzen  von  x  fortgehend« 
Reihe  führen  würde. 


§•  77. 

Rein  goniometrische  Differentiale. 

I.  Wenn  das  gegebene  Differential  nur  aus  den  verschiedenen 
goniometrischen  Functionen  eines  und  desselben  Bogens  besteht,  weni 
mithin  das  gesuchte  Integral  unter  der  Form 


F(sin  w,  cosuy  tanu,  .  .  . )  d u 

enthalten  ist,  so  kann  man  sich  zuerst  der  Gleichungen 

 nr~        +  sinu 

cosu  =  V  1  —  sm2u,       tanu  =  ~r  ,  etc. 

V  1  —  $in2u 

bedienen,  um  alle  vorkommenden  Functionen  durch  sinu  aus- 
drücken; das  Integral  erhält  dann  die  Form 

f (sinu)  du, 

wobei  immer  vorausgesetzt  werden  darf,  dass  u  zwischen  —  |  jr  unc 
+  \  x  enthalten  sei.    Mit  Hülfe  der  Substitution 


ß 


,  dx 
sinu  —  x,       du  = 


Vi—«4 

ergiebt  sich  nun 
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und  damit  ist  das  Integral  auf  ein  anderes  zurückgeführt,  welches 
keine  goniometrischen  Functionen  mehr  enthält. 
Nach  diesem  Verfahren  hat  man  z.  B. 

r         r    du       r  dx 

J  secudu  =  /    .  =  /  -  - 

J  J  y  i  Z  sinUi      J  1—** 

2    Vi  —  xJ       2    Vi  —sinu) 
und  bei  Anwendung  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

1)  j  secudu  =  ItanQn  +  \u)  +  C 
Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich 

/  cscu  du  —   I  — —  =   /  — ^  . 

\        x        /  \   sin«  / 

oder  kürzer 

2)  /  cscwf?w  =  \ian\u  +  C. 

Mit  Hülfe  der  genannten  Substitution  erhält  man  auch 

J shit'u  cos^udu 

taf  das  rechter  Hand  stehende  Integral  sind  die  sechs  Reductions- 
formeln  des  §.73  anwendbar,  wobei  a  =  1,  b  =  —  1,  m  =  p  +  *i 
«  =  2,  s  =  —  1)  zu  setzen  ist.  Führt  man  nachher  die  Werthe 
von  x  =  sinu  und  dx  =  cosudu  wieder  ein,  so  gelangt  man  zu 
folgenden  Gleichungen 

3)  J sinP u  COS* U  du 


sinp  +"1  ?<  cos7 ~ 1  u      a  — 

sinP  +  *ucos<t-*udu 


 —  h  — ; — 7  /  sint>-*ucos<i  +  ludu 


sinP  +  lucos('  +  lu      p  +  q  +  2  C  .  .  , 

=   r-;  t~       ,  '     /  sinP  +  2ucos<iudu 

sinP-1ucos(*  +  lu  ,  p —  1  C  .  m  ,       Ä  , 
=  i  1-  — ; —  I  8inP-2ucos*udu 

p  +  q  p  +  qJ 

sinP+lucos<i-lu      q—l   f\.0       ._2  , 
=  (-      —  i  smPucos*  2u  du 

p  +  q  p-r  qJ 

sinP  +  lucosi  +  lu  ,  i?  +  3  +  2  /°  .  s 

-  +        ,  '     /  sinPucos*  +  2udu. 

Q  +  1  */ 


3+1  3  + 

Schlömilch,  Analyst*.    I.  23 
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Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  ursprüngliche  Integra 
auf  ein  anderes  derselben  Art  zurück,  worin  p  oder  q  oder  beid« 
um  2  grössere  oder  kleinere  Werthe  besitzen;  die  fortgesetzte  Ad 
Wendung  der  genannten  Reductiousformeln  führt  schliesslich  auf  eii 
Integral,  worin  die  Exponenten  von  sinu  und  cosu  nicht  ausserkl 
des  Intervalles  —  1  bis  -|-  1  liegen.  Sind  p  und  q  positive  ode 
negative  ganze  Zahlen ,  so  kommt  man  zuletzt  auf  eines  der  folgei 
den  Integrale 

J ^du,  J sinu  dm,  J cosu  du, 

r .       ,     r  du     r  du 

/  sinu  cosu  du,      I  — —  ,     /    , 

J  J  smu      J  cosu 


/tanudu,      I  cotudu,       I  — 
J  J  sn 


du 


sm  u  cosu 

die  sämmtlich  durch  die  Substitution  sinu  —  x  entwickelt  werda 
können.  So  erhält  man  z.  B.,  wenn  p  und  q  positive  ganze  Zabla 
bezeichnen, 

4)     für  gerade  p,  J^sin^udu 

cosui         ,  p— -1  .  .  (p—  l)(p— 3) 

=  n  +jZT2SmP-*u  +  (p-2)(p-4) H  ' ) 

(j?-1)(jj-3)...3 
T(p-2)(j)-4)...2 

(p-l)(g-3)...3.1      ,    r  . 

H — 7  7^  ; — r«  +  tonst.', 

p(p  —  2)  (p  —  4) . . .  4  .  2 


5)     für  ungerade  Jsin^udu 


cosu  \  . 
smP 


1)    f  P  — 2  O— 2)0— 4) 

....  Q>-l)(j>-3)...4.2j 

(P~2)(jp-4)...3.1  i  +  ' 

6)     für  gerade  cos*udu 

.  .  .  +  (g-D(g-3)...3  ; 
,  (g-l)(g-3)...3.1 

+  g(g-a)(g-4)...4.a1t  +  Cmsl- 
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7)      für  ungerade  q,  J cos  udu 

sinu  j        ,       q—  1         ,    ,  (q  —  l)(q  —  3)        _  - 
2    f  Ö  — 2  (3  ~2)  (3  — 4) 


+  g:Sa=3:::"l  +  »-* 


5)      für  gerade  p,       j  tan* udu 


ianf~lu      tan*~zu  ^  tanp-*u 


9) 


p—l  p  —  S         p  —  5 

+  (-i)i'-1  *22ü.  +  (_i)K  +  c; 

für  ungerade  p,  tan^udu 

tanP~1u      tanf>-3u  .  tanf-bu 

^zzz   —    — |—  —  —  .... 

j)  —  1  i>  —  3n     p  —  5 

. . .  +  (_i)ä<"+l>  ^  +  (_i)i<" +  c. 

Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  die  Integrale 

J sinPudu  «und  J co8*udu  ■ 

auch  auf  andere  Weise  entwickeln  lassen.  Bei  geraden  m  hat  man 
nämlich  (s.  §.  55  Formel  11) 

=  (ni)0  cos m u  —  {m)i  cos(m  —  2)  u  +  (m)2cos(m  —  4)w .  —  •  •  • 
-  •  ■  +  (-l)iwi~1Wim_1cos2t(  +  (_l)£* 
und  daraus  folgt  sehr  leicht 
10)      für  gerade  m,  sinmudu 


i 

( — 1)2    isintnu  sin(m  —  2)u        .  sin(m  —  4)w 

=-ö==T  (-£        W>     ,„_2      +  WJ  m-4 


Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 


23' 
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11)  für  ungerade  m,  J sinmudu, 

( — i)2(w  +  1)  icosmu  cos(m  —  2)u        .  cos(m  —  4)u 

 _  (  ( w)i  —  f-  utn,  -  •  • 

2m~l      (    m        W1     m  —  2  w  — 4 

•••  +  <-i>*MW|M^|  +  « 

12)  für  gerade  in,         cos"1«  dw 

1     (s/nw  w  .  .  .  stnfa»  —  2)u     ,  .  sin(m  —  4)u  . 

+  (m)i  — z — sr-  +  ("•)»  — t — ~a —  H  


2m_1  (     w*  wi  — 2  »w  —  4 


13)     für  ungerade  w,  cosmudu 


1    {sin mit  .  ,  .  s/n  (w  —  2)u  .  ,  N  sin(m  —  4)u  , 


smu 


••••♦Wie-«  —  j  +  c 

II.   Eine  zweite  Umwandlung  des  Integrales 

F(sinu,  cosu,  tanu,  .  .  .)^w 


besteht  darin,  dass  man  alle  vorkommenden  goniometrischen  Func- 
tionen  durch  cosu  ausdrückt,  wodurch  das  Integral  die  Form 


ro(cos  w)  du 
erhält,  und  nachher 

cosu  =  y ,   mithin        =  — 

suhstituirt;  damit  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

h(cosu)du  =  -  fjß*L.  ' 

J  ^v  7  Vi— y2 

Im  Wesentlichen  ist  diese  Reduction  von  der  vorigen  nicht  ver- 
schieden, jedoch  bequemer,  wenn  nur  der  Cosinus  vorkommt  So 
hat  man  z.  B. 

f     du       =       f  dy 

i Ür  a  >  b  ist  der  Werth  des  Integrales  rechter  Hand  (§.  72  For- 
mel 7) 
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y^-6)(l-jr) 


arctan 


Va'-b*  V  (a  +  6)(l+*) 

mithin  nach  Substitution  von  g  =  cosw  und  einer  kleinen  goniome- 
trischeu  Umwandlung 

14)  /  — r-^r  =  t/   2       arctan  ( 1/  a  ,  f  fatt  Jw  )  -f  C, 

J  a-\-bcosu       Ya*  —  b*  \V   a  +  b       1  J 

b  <  a. 

Ebenso  leicht  findet  man 

f_du_  _       1  +  «  +  VT^ä  ftm|tt\ 

6  >  a. 

Dasselbe  Verfahren  liefert  auch  folgende  Integralformeln 

du 


15) 


16)       für  6  <  1,  y. 


(1  -f  ecosu)* 


1  2  /l/i_a  \  figW« 

r  2 )./     —  flfcten l  1/  r— : —  ta» |«  1  —  —   -f  C 


17)      für  £  >  1,  y~ 


-1-  £  COS  Ii)2 


1    j   £  sinu  1         /Vi  +£  +  /l  —  gfagjjAj  ,  c 


III.   Man  kann  endlich  das  Integral 

\shiUy  cosw,  famtt,  .  . 


auch  so  behandeln,  dass  man  erst  alle  goniometrischen  Functionen 
durch  tanu  ausdrückt,  wodurch  die  Form 


{tanu)  du 
entsteht,  und  nachher  die  Substitution 

dz 

tanu  =  z,     du  = 


1  +JB* 

Tornimmt;  letztere  giebt 


Diese  Transformation  bietenden  Vortheil,  dass  sie  zu  einer 
rationalen  Form  führt,  wenn  ty(z)  eine  rationale  Function  ist. 


t  c 
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Beispielswei6  hat  man 

/C  z*dz 
tanPudu=J  —  , 

woraus  die  Formeln  8)  und  9)  hervorgehen,  sobald  gerade  und  unge- 
rade p  unterschieden  werden. 

Ein  zweites  Beispiel  ist 

/du  C  dz 

a*cos*u  +  ß*sin*u  ~~  J  a2  +  ß*7* 

1  ßz         1  ßtanu    .  n 

=  — ~-  arctan  — —  =  — 77-  arctora  -  1-  C, 

ap  a         ccp  cc 

übereinstimmend  mit  der  Grundformel  20)  in  §.  65. 
Nach  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 

/cos'2  u  du  P  dz 

(u2cos2n  +  ß2sin2u)2  ~~  J  (a2  + 


z  .       1         .  ßz 

+  „  gtf  arctan- 


d.  i. 


18>  / 


2«2(a2_|_  02^2)     1      2«8/j  OL 

cos2  u  du 


(a*eo8*u  +  ß*6in*u)* 

cos  u  sin  u  1         t  ßtanu 

+  o        arctun-  |-  ß 


2a2(a2cös2w-t-^2sm2w)  1  2a3/3  a 
Ebenso  leicht  findet  sich 

sin2  u  du 


19)  / 


2 


(a2cos2u  +  ß2sin2u) 

   costt  siww  1  ßtanu 

—      2/32(a2cos2w  +  j5»«n*ti)  +  2^"  ^ctan—      h  C, 

und  durch  Addition  der  Formeln  18)  und  19) 

du 


20)  fw 


{et2  cos2  u  -j-  ß2sin2ii)2 

ß2  —  a2       cos  u  sin  u  ß2  +  «2  ß&mtt  - 

  —   -4—   aretdi)   -4-  C« 

2  a2  /S2  a2  cos2  w  +  /32  sin2  u  ^   2    ß*  a 


§.  78. 

Gemischt  goniometrische  Differentiale. 

I.  Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  wo  Sinus  oder  Cosinus 
in  Verbindung  mit  Potenzen  vorkommen,  wie  z.  B.  in  dem  Iotegrale 

um£nßudu. 


ß 
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Durch  Anwendung  der  partiellen  Integration  ergiebt  sich  sehr 


/.   o     i                umcosßu        m    C        i       a  7 
um Siti  p  u  du  —  ~ —  -f  -ß  J  um~l  cosßu  du\ 

ferner  ist,  wenn  man  dasselbe  Verfahren  auf  das  letzte  Integral  an- 
wendet, 

/.      0    .        um~l  sinßu       m  —  1  C  , 
u      cos p u gm  =  -ß —  -ß — J  um~2stnßndu, 

mithin  durch  Substitution  von  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende 

,.  C  m  .  a  ,  umcosßu  .  mum-1$inßu 
l)J  umsinßudu  =  1  ß- — — 

mim  1)   C         m   •    a  i 

 ^ — - J  um-2sinßudu. 

Hiernach  kann  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  zurückge- 
führt werden ,  welches  von  derselben  Gattung  und  worin  der  Expo- 
nent von  u  um  2  kleiner  ist.  Wendet  man  die  Formel  1)  im  Falle 
eines  ganzen  positiven  m  mehrmals  nach  einander  an,  so  kommt  man 
schliesslich  auf  eines  der  beiden  Integrale 


sinßudu  =  —  C08ßu  _|_ 


.  a     ,             ucosßu   .   sinßu  . 
u sinßudu  =  1  —  1-  C, 

deren  erstes  unmittelbar  bekannt  ist,  und  deren  zweites  aus  Nro.  1) 
rar  m  =  1  folgt. 

Setzt  man  in  der  vorigen  Reductionsformel  m  •=  —  n  -f-  2 
und  6ieht  das  Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an,  so  erhält 
man 

.i  P sinßu    sinßu   ß  cosßu  

J    un    CU~~      (n— lJW-1       (n—  1)(»  —  2)m"-» 

ß1  C  sinßu 

-  (n-l)(n-2)7  lF=t  dU' 
Für  n  =  1  und  n  —  2  ist  diese  Formel  unbrauchbar  und  es 
bleibt  dann  nichts  übrig,  als  mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  inte- 
griren.    Im  ersten  Falle  giebt  die  Anwendung  der  Sinusreihe 

B  fsinßu  1  ßu      .1    ß*u*        1  ß*u» 

im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  theilweise  Integration 
4)  f^da  =  -^  +  ßfC^ildu, 
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und  vermöge  der  Cosinusreihe 

Ccosßu.        ri  .   .         1  ß'u*   .    1  ß*u* 

Die  Formel  2)  dient  nun,  um  die  Integrale 

fsjnßu  f*!!pdUt  etc. 

auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückzuführen. 

Ist  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  negath 
ganze  Zahl,  so  lässt  er  sich  zwar  mittelst  der  Formeln  1)  und  I 
vergrÖ88ern  oder  verkleinern,  am  Ende  wird  man  aber  doch  zurlnt« 
gration  durch  Reihen  greifen  müssen. 

Die  nämlichen  Betrachtungen  gelten  fast  wörtlich  für  das  hU 

gral 

/  umcosßudu 

und  liefern  zunächst  die  Reductionsformel 

C  m     a    .        um  sinßu  .   mum~l  sinßu 
6)         J  umcosßu  du  =  H  ^ — —  j 

m(m  —  1)  C 

 ^--jj  J  um  2 cosßu  du, 

welche  bei  ganzen  positiven  m  auf  eines  der  beiden  Integrale 


a  ,  sinßu  r. 
cosßu  du  =  — j  (-  C, 


a    -        u  sinßu  ,   cos /3  t*  ,  „ 
ucosßudu  =  -I  -f  C  I 

zurückführt.  Für  m  =  —  n  -f-  2  ergiebt  sich  durch  Umkehruflj 
von  Nr.  6) 

T cosßu  _      cos  ff  m  ß sinßu 

}    J    un  (n  —  l)*»-1  T  (tt  —  1)  (n  —  2)u»-'2 

ß'2  C  cosßu 

~  (n—l)(n-2)J  1^ 
Auf  die  speciellen  Fälle  »  =  1  und  n  =  2  ist  diese  Forme 
nicht  anwendbar;  im  ersten  Falle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  äuge 
gebene  Reihe,  im  zweiten  Falle  hat  man  erst  durch  partielle  Inte- 
gration 

f  cosßu      _       cos ß  n  Atngg 
8)  J  —du  _--—-ßJ  _du 

und  entwickelt  dann  das  Integral  rechter  Hand  nach  Nr.  3).  h 
Uebrigen  dient  die  Formel  7),  um  die  Integrale 
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/'cosßu  ,  P rosßu  , 
— J-«-du<  etc- 

auf  die  in  Nro.  3)  und  5)  betrachteten  Integrale  zurückzuführen. 
Ist  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eiue  negative  ganze 
Zahl,  so  kann  man  ihn  zwar  vergrössern  oder  verkleinern,  muss  aher 
schliesslich  doch  Reihenentwickelungen  benutzen. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lautet  dahin,  dass 
Integrale  von  den  Formen 

J f(u)  sin  ß  u    w  und  J f(u)  cos  ß  u  d  n 

in  endlicher  Gestalt  ausführbar  sind,  wenn 

f(u)  =  A  +  Bu  +  GV  H  +  Kuk 

ist,  und  dass  sie  auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückkommen,  wenn 
/(m)  unter  der  Form 

enthalten  ist. 

IL    Wir  betrachten  zweitens  die  Combination  der  Exponential- 
grösse  mit  Sinus  oder  Cosinus,  nämlich  die  beiden  Integrale 

JP  =  J e«usinßudu  und  Q=  J c«ucu$ßu  du. 

Durch  theil weise  Integration  ergiebt  sich 


d.  i. 


ss  e«u  y  ^— J  +  —J  e«*  cosß  u  du 

P  —  —e(tucosßu  +  a(j 

ß  ' 


und  analog,  wenn  man  ebenso  mit  Q  verfahrt, 

+  e"usinßn  —  cd* 
Q  =  -ß  ; 

die  zwei  erhaltenen  Gleichungen  bestimmen  die  beiden  Unbekannten 
P  und  Q,  nämlich 

q\  C  au  •  a     i        e"u(ccsinßu  —  ßcosßu) 

9)  J  e«*8tnßu  du  =  —±  +    *     P  >  +  C, 

10)  cosßu  du  =  '"'(««»ß«  +  ß*i»ßu) 

J  r  «2  _|_  ß>2  T 

III.    Die  beiden  allgemeineren  Integrale 

Jumc«u  sinßu  du  und  J ume"u  cosßu  du 
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gestatten  eine  ähnliche  Behandlung.  Bezeichnet  man  nämlich  das 
erste  mit  Pm,  das  zweite  mit  Qmi  so  findet  man  durch  theilweise 
Integration  und  unter  Benutzung  der  Formeln  9)  und  10) 

_  umc«u («  sin  ßu  —  ß  cos ß  u)  —  m  a Pm- x  +  m-  ß  Qm-i 

n    —  umeau(a cos ßu  +  ß sin ß jO  ~  w aQm-i  —  mß Pm_i 
V«  —  -  a,  +  ßt 

Damit  sind  die  gesuchten  Integrale  auf  zwei  andere  derselben 
Art  zurückgeführt,  worin  der  Exponent  von  u  um  eine  Einheit  ver- 
ringert ist.  Bei  ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Operation  iw-mal 
anwenden  und  dann  erhält  man  Pm  und  Qm  ausgedrückt,  durch  i\ 
und  §o»  welche  letzteren  Integrale  mit  den  unter  Nr.  9)  und  10)  ent 
wickelten  identisch  sind. 

Hieraus  folgt  noch,  dass  die  Werthe  der  Integrale 

J f{u) cau  sin ß  u  du  und  J f(u) c((u  cos ß  U  d u 

in  geschlossener  Form  dargestellt  werden  können,  wenn  /(«)  ei« 
ganze  rationale  algebraische  Function  von  u  ist. 

Dasselbe  gilt  von  den  Integralen 

J f(u)eau9in*u  du  und  J f(u) ettu  cos^u  du , 

falls  p  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Mittelst  der  Formeln  9)  bis 
12)  in  §.  55  lässt  sich  nämlich  jede  ganze  Potenz  von  sinu  oder 
cosu  in  eine  endliche  Reihe  der  Sinus  oder  Cosinus  von  Vielfachen 
des  Bogens  u  auflösen ,  und  dann  ist  jedes  einzelne  Glied  nach  ded 
vorigen  Formeln  integrabel.    So  hat  man  z.  B. 

f(u)e((u  cos*u  du  i 

=  hj  /00  6«  +6cos4u  +  1500*2«  -f  10)<*tf, 

wodurch  man  auf  vier  einzelne,  unter  der  Form 


ß 


f(u)c"u  cosß  u  du 


enthaltene  Integrale  zurückkommt. 

In  allen  Fällen,  welche  hier  nicht  erörtert  wurden,  ist  die  Hülfr 
unendlicher  Reihen  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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§•  79. 

Cyclometrische  Differentiale. 

Enthält  das  gegebene  Differential  eine  cyclometrische  Function 
allein,  so  ist  es  leicht  auf  ein  gonionietrisches  Differential  zurückzu- 
führen ;  mittelst  der  Substitution 

1)  aresin  x  =  w,    x  =  sinu,    dx  ~  cos u  du 
erhält  man  nämlich  ohne  Weiteres 

2)  j*f (aresin x)dx  =J  /(u)cosu  du. 

Nicht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln: 

3)  Jf(arccoax)dx  =  —  Jf(u)sinudu,    u  —  areeosx, 

4)  / f(arctanx)dx  =      j*f(u)sev*u  du,  u :  =  aretanx, 

5)  / /(arecot x)  dx  =  — J*f(u)csc!udu,  u  —  arecot  x. 

So  hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
vorigen  Paragraphen 

J  eaarc$**üx  —  J e«uCOSU  du 

et  cos  u  ~\-  sin  u 

=    g,  +  i   c""  +  c«»st-< 

mithin  rückwärts  für  sinn  =  a\  cosw  —  Vi  — x- : 


a  V  1  — x*  4-  37 
=  ^        ^  c<tarc,mx  _|_  (jonsL 


Auf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

J (aresin x)m  dx   und  J (areeosx)"1  dx 

mittelst  der  Formeln  10)  und  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differentiale  von  der  Form 
f{i)\l>(x)äx,  wenn  ty(x)  eine  cyclometrische  Function  und  f(x)  so 
beschaffen  ist,  dass  das  Integral  von  f(x)dx  eine  algebraische  Func- 
tion bildet;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
theilweise  Integration  des  gegebenen  Differentiales,  um  sogleich  auf 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  hat 
nämlich  für  ty(x)  =  aresin  x: 


Digitized  by  Google 


364       Gap.  XIII.  §.  79.  Cyclometrische  Differentiale. 

J  aresin  x  f(x)dx 

=  aresin  x  J  f(x)  dx  —  Jd  aresin  x  J^f(x)dx 

oder 

1)  J^f(x)  aresin x  dx  —  aresin  x  J f(x)dx  —  J y  ^  \J< f(x)° 
mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Formeln  entwickelte 

2)  J^f(x)areeosx  dx  =  arecosx  Jf(x)dx  +  J y  ~  \J> f${ 

3)  fix)  aretanx  dx  =  aretanx j*f(x)dx  —  J - 

4)  ^ f{x)arccotx  dx  =  arecotx  J^f(x)dx  +  J^Y~^Ttf  J f$c 

So  ist  z.  B.  in  dem  speciellen  Falle  /(x)  =  1  nach  Nro.  1): 
aresinxdx  =  aresin  x  .  x  —  I  —7=x 

=  x  aresin  x  -f-  V~l — +  Consta 

und  nach  Nro.  3): 

6)  J aretanx  dx  =  aretanx  .  x  —  y  - 

=  xaretanx  —  \      +  x2)  -f  Const.; 
überhaupt  allgemeiner  für  f(x)  =  xm~l: 

C      .  xmarcsinx       1     C  xmdx 

7)  /  xm~l  aresmxdx  =  /  ,  r  , 

7       J  m  m  J  yi—jc2 

C  _  .     M       ,        xm aretanx       1  Cxmdx 

8)  I  xm~l  aretanx  dx  =  /  — ; — 5, 

'       J  m  m  J  \  +x% 

wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  f 
tiven  m  jederzeit  ausführbar  sind. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.  Mao 
zunächst  nach  Nro.  3) 

r   x  xj   cVT^> 

I  ^r  aretanx  dx  —  —  aretanx  .Vi — x*  +  I  -r—. — r 
J  Vi-^  J    1  +x- 

ferner 
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fVl—x'1      _  ri—x*  dx 


-ß 


1  dx 


dx 


—  arcsinx. 


Schafft  man  das  Wurzelzeichen  in  dem  rechter  Hand  befindli- 
ben  Integrale  weg  (§.  72)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 


1         dx  1  xV2 

arctan 


ind  durch  Substitution  dieses  Werthes: 


5C 


VT3 


X 


2 


arcsinx  dx  =  — V  1  — x2  arctan x 

xV2 

+  H  arctan    .  —  aresin  x  4-  C. 

l—x* 


Las  st  sich  keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  so  muss 
jan  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Reihen  zu  bewerk- 
telligen  suchen. 
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Cap.  XIV. 


Geometrische  Anwendungen  einfacher  Integrationer 


§.  80. 


Quadraturen  in  Parallelcoordinaten. 


Schon  in  §.  64  haben  wir  darauf  hingewiesen,  dass  ein  Intq 
als  die  ebene  Fläche  betrachtet  werden  kann,  welche  von  der  Ah- 
senachse, zwei  darauf  senkrechten  Ordinaten  und  einer  Curve  begn 
wird;  dort  benutzten  wir  diese  geometrische  Constitution,  um 
Begriff  des  Integrales  zu  veranschaulichen ,  hier  soll  sie  zur  Best 
mung  der  Fläche  einer  gegebenen  Plancurve  dienen.  Zugleich 
allgemeinern  wir  die  Betrachtung  durch  die  Annahme  eines  beli 
gen  schiefwinkligen  Coordinatensystemes. 


In  Fig.  41  sei  ZXOT=y,  0M  =  x,  MP  =  y  und  y  = 

die  Gleichung  der  Curve  EP^ 


Fig.  41. 


ferner  die  Fläche  GMPH- 
und  MMi  =  dx  ein  belieb: 
Zuwachs  der  Abscisse  x;  die 


O 


G 


M  N  IM 


X 


sprechende  Flächenzunahni 
MMlPlP  =  JU  kann  eh 
Parallelogramme  verglichen  ^ 
den,  welches  MMX  zur  ei 
Seite  und  eine  gewisse,  zwisc 
M  P  und  Mi  Pi  eingeschaltet« 
dinate  NQ  zur  anderen  Seite 
daher 


—  4x  .  NQ  .  stny, 
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Aus  dieser  Gleichung,  welche  so  lange  gilt,  als  die  Curve  stetig 
verläuft,  zieht  man 


dü 

dx 


=  y  sin  y 


und  umgekehrt  durch  Integration 

1)  .  U  =  sin  y  J y  dx  +  Const. 

Die  Bedeutung  der  willkührlichen  Constanten  besteht  darin,  dass 
es  für  die  letzte  Ordinate  y  gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
ordinate GH  ab  die  Fläche  {7  gerechnet  wird,  dass  mithin  so  lange 
eine  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt,  als  jene  Anfangsordinate 
nicht  besonders  angegeben  ist.  Nennen  wir  :r0  die  Abscisse  0  G  der 
Anfangsordinate  GH,  so  muss  U  =  0  werden,  wenn  x  den  Special- 
werth x  =  x0  erhält ;  durch  Zusatz  dieser  Bedingung  bestimmt  sich 
die  Consta nte,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 

a.  Die  Parabel.    Aus  der  bekannten  Gleichung 

x*  x2 

ergiebt  sich  augenblicklich 

ü  =  jj-  +  Const 

Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  gerechnet  werden,  das  heisst 
T  gleich  der  Fläche  OMP  sein,  so  müssen  x  und  U  gleichzeitig  ver- 
schwinden; dies  giebt  0  =  0  4"  Const.,  mithin 

x*  1 


2) 


Daraus  folgt  auch  der  bekannte  Satz  des  Archimedes,  dass  die  Fläche 


Fig.  42. 


N 


OLP=\xy  =  \LOMP  sein 
muss. 

Eine  elegante  und  später 
brauchbare  Erweiterung  des  Theo- 
remes  2)  ist  folgende.  Man  ziehe 
noch  zwei  Ordinaten  MXPX  und 
M%  P2  in  den  Abständen  MM\  = 
M\  M,  =  h  und  berechne  die 
Fläche  zwischen  MP  und  .M2P2» 
nämlich  (Fig.  42) 


MM2P2P  =  OM2P2  —  OMP 

_  (x  +  2h)*  «3  qxi  4.  \2xh  +  8Ä» 
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oder  auch 


MM}P3P  =  \h[^-  +  4^ 


x  +  h) 


l      (*  +  2*)» 


1 


q  a  q. 

Bezeichnen  wir  die  drei  Ordinaten  MP,  M^Py,  M2P2  mit  ?/,  yu  t/j 
so  wird  die  vorige  Gleichung  zur  folgenden 

Um  dieses  Resultat  zu  verallgemeinern,  legen  wir  durch  einen  belie 
bigen  Punkt  0'  ein  neues  Coordinatensystem  parallel  dem  früheren 
der  Abstand  der  Achsen  OX  und  Ö'X'  sei  MN  =  b  und 
NP=  rj  =y  +  b,  NxPt  =  ^  =  ^  +  &,  N%P2  =^=^  +  1 
Nach  diesen  Voraussetzungen  hat  man 

Fläche  NN2P2P  =  Rechteck  MN3M2M  +  Fläche  Jtf  Jf2P,P 

=  2**  4-  |Ä[i?  —  b  +  4 (1?!  —  6)  + 1?, -6] 
und  bei  gehöriger  Zusammenziehung 
3)  Fläche  2Wi  P,  P  =  §  Ä     +  4 1fr  +  %)• 

Legt  man  demnach  durch  drei  Punkte  P,  P1?  P2,  deren  Ordi 
naten  gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deron  Achse  parallel  de 
Ordinatenachse  ist,  so  kann  man  die  Fläche  des  entstandenen  para 
bolischen  Doppelstreifens  aus  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gegen 
seitigen  Entfernung  berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Paramete 
jener  Parabel  aufsuchen  zu  müssen. 

b.  Kreis  und  Ellipse.  Die  Mittelpunktsgleichung  des  Krei 
ses  sei 

y  =Va*  —  Z2; 

es  wird  dann 

V=f  Va*  —  x*  dx  =  |icVa»  — +  |a»  aresin  ~-  +  Consi 

Fig.  43.  Versteht  man  unter  U  die  Fläch 

COMQ  (Fig.  43),  so  muss  für/=' 
auch  U  =  0  werden;  dies  gieb 
Const.  =  0  und 


4) 


U=z  ixVa*  —  *« 
+  |a2arcsm— , 


was  geometrisch  bedeutet,  dass  l 
aus  dem  Dreiecke  OMQ  und  dem 
Kreissector  COQ  besteht 
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Für  die  Ellipse  sei  die  Ordinate  MP  =  y{  und  die  Fläche 
Ut :  man  hat  dann 

Vi  =  —  V~a*  —  x* , 


#i  =  Va2  —  x2-\-  la*  aresin  -^-J 


)der 


y>  =—  v 


u,  =—ü, 
a 


ro  y  und  Z7  die  vorige  Bedeutung  haben.  Die  Quadratur  der  Ellipse 
ässt  sich  demnach  auf  die  Quadratur  des  Kreises  zurückführen.  Die 
•lache  des  Ellipsenquadranten  ist  hiernach 

_  b 

I  ~~ 

ind  die  ganze  Ellipsenfläche  =  nah  =  ^(V^Ü)2,  worin  ein  leicht 
abzusprechender  Satz  liegt. 


1       »  1 
—  7ta2  =  — —  nah, 

4  4 


c.  Die  Hyperbel.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet  in 
eclitwinkligen  Coordinaten,  wenn  der  Mittelpunkt  zum  Coordinaten- 
•nfang  und  die  Hauptachse  zur  Absei ssenachse  genommen  wird, 


y  =  Vx^~a\ 

a 


dx 


■ithin  ist 

V  =  —  /  Vx*  —  a2 
a  J 

=  -^[jsVV— a2  —  \ a* l (x  -f  V^2  —  a2)  +  c]  . 
Es  liegt  am  nächsten,  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  zu  rechnen, 


Fig.  44. 


d.  h.  U  =  Fläche  CM P  zu  setzen 
(Fig.  44);  für  3  ==  OC=a  wird 
dann  f7  =  0  und 

0  =  —  \a*la  +  C, 
wodurch  sich  der  Werth  von  G  be- 
stimmt.   Man  erhält  nach  Substitu- 
tion desselben 


I^[.^_„(!±ip)] 

Wer  in  eleganterer  Form 

"'hlömilch,  Analysis  I.  24 
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C)  I7=||*y — a*'(~J~  + 

Weit  einfacher  gestaltet  sich  die  Quadratur  der  Hyperbel,  wenn 
man  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  nimmt,  OA  =  OB 
=  l Va*  +  fo*  Z.  AOB  =  y,  ON  =  £,  NP  =  n  und  die 

Fläche  CANP  =  Sl  setzt;  es  wird  nämlich 

k2 

Sl  =  Wsiny J -|-r?|  =  WsinyQt  -f  C). 

Für  f  =  muss  ß  verschwinden,  daher  ist  0  =  1k  -(-  C,  mithin 
C  =  —  1k  und 

7)  &  =  fc2  81«  y  .1  . 

Bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Haupthalbachse  = 
ist,  wird  k  =sr  1,  y  =  1 7T  und  i&  =  7|;  zufolge  dieses  sehr  einfachen 
Verhältnisses  hat  man  früher  die  Logarithmen  der  Basis  hyperbo- 
lische Logarithmen  genannt. 

r 

d.  Die  Cycloide.  Nehmen  wir ,  wie  in  §.  21  (auf  S.  04) 
den  Scheitel  der  Cycloide  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist 
die  Differentialgleichung  der  Curve 

dy  =  y  — - — dx\ 

um  von  derselben  Gebrauch  zu  machen,  ersetzen  wir  die  Gleichung 
1)  durch  die  folgende 

V  =  yx  —  J xdy, 
welche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  dann 

II  —  xy  —JdxV2ax  —  x-. 

Die  geometrische  Bedeutung 
des  rechter  Hand  befindlichen  Inte- 
grales ist  unmittelbar  einleuchtend, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in 
dem  Halbkreise  CQD  (Figur  45) 

V%ax  —  x2  =  MQ,  also 

J  dxV~2ax  —  x2 

=  Fläche  CM  Q  +  Const 
sein  muss;  wir  haben  daher 
V  —  xy  —  Fläche  CM  Q  +  Co»*- 


Fig.  45. 


R 

/ 

ff      ^  * 
ff    X  * 

Ix* 

1  /  * 

Q  x 

/  f 

/  ' 

\  t 

[  t 

'  •.  \ 

•j 

M 
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Verstehen  wir  unter  U  die  Fläehe  CMP,  so  wird  für  x  =  0 
gleichzeitig  U  =  0  und  CM  Q  =  0,  mithin  auch  Const.  =  0,  also 
U  =  xy  —  Fläche  CMQ  oder       —  ü  =  Fläche  CM#; 

geometrisch  heisst  dies,  dass  die  Flächen  CPi?  und  C3f  §  gleich 
sind;  hierin  liegt  unmittelbar  die  Quadratur  der  Cycloide.  Speciell 
für  x  =  a  ergiebt  sich,  dass  die  Fläche  CDA  =  §  Jra2,  mithin  die 
ganze  Cycloidenfläche  gleich  dem  Dreifachen  von  der  Fläche  des  er- 
zeugenden Kreises  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Curve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  denen  der  eine  über, 
der  andere  unter  der  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives  t/,  etwa 
y=  —  9>(&)i  wird  nämlich  F  negativ  =  —  J(p(x)dx,  was  auch 
geometrisch  leicht  zu  constatiren  ist*);  geht  nun  y  aus  dem  Nega- 
tiven ins  Positive  über,  so  wechselt  F  gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
und  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  Falle  die  algebraische  Summe 
der  beiden  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegenden  Flächen- 
theile.  Gewöhnlich  will  man  aber  die  arithmetische  Summe;  diese 
erlangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächenthcile  einzeln  berechnet 
and  mit  gleichem  Vorzeichen  zusammennimmt.  Wählt  man  z.  B.  die 
durch  den  Brennpunkt  0  (Fig.  47)  einer  Parabel  auf  deren  Achse 


Fig.  47. 


senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscissenachse,  so 
ist  die  Gleichung  der  Parabel 


mithin 
6) 


F=s**(l&  -*)  +  Cmst-' 


und  wenn  die  Fläche  F  von  der  Ordinatenachse  abgerechnet  wird, 

ist  Const.  =  0.  Ueber  der  Abscisse  OC  =  p  V~3  steht  demnach 
die  Fläche  _      t    i/r/2)2.3  \ 


Rechtecksumme  angesehen  werden  darf  (§.  64). 


*)  Ein  Rechteck  M  MXP^P  (Fig.  40)  dessen 
Basis  MMl  positiv  und  dessen  Höhe  MP 
negativ  ist,  hat  zur  Fläche  das  Product 
—  MM1 .  MP,  gilt  also  für  negativ,  wie  dies 
auch  durch  seine  entgegengesetzte  Lage  an- 
gezeigt wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der 
Abscissenachse  liegende  Flächen  erstrecken, 
weil  eine  Fläche  immer  als  Grenze  einer 


24 
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Dieses  Resultat  sagt,  dass  die  beiden  Flachen  OAB  und  A  CD 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein  müssen;  man 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  OA  =  p: 

Fläche  OAB  =  —  lp'2=:  —  l.OB.OA, 
was  mit  dem  Archimedischen  Satze  übereinstimmt.    Um  die  zweite 
Fläche  A  CD  zu  finden,  rechnen  wir  in  Nro.  6)  die  Fläche  F  vom 
Punkte  A  aus,  so  dass  F  für  x  =  p  verschwindet;  dies  gieht  zur 
Constantenbestimmung  0  =  —  \p2  +  Consta  also 

für  x  =  p  VT  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  A  CD  =  Ip*, 
dem  Werthe  nach  mit  OAB  übereinstimmend,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt    Die  algebraische  Summe  der  Flächen  OAH  und 
A  CD  ist  also  Null,  die  arithmetische  Summe  =  \p2. 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falle,  wo  die  Curve 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert;  auch  hier 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilen,  welche  einzeln  be- 
rechnet werden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die  über  der  Abscisse 
x  =  2  a  stellende  Fläche  der  Curve 

b*  m 
y  =  (a  —  s)2  (&  und  a  P0Sltlv) 

ermitteln,  so  erhielte  man  ohne  jene  Rücksicht 

J  (a  —  x)2      a  —  x 
und  weil  vom  Anfange  der  Coordinaten  her  F  =  0  wird  für  x  =  0 : 

b3 

0  =  \-  Const., 

a 

also 

a  —  x        a  1 

und  endlich  für  x  =  2  a 


F  =  — 


a         a  a 


Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man  schon  daraus, 
dass  die  Curve  keine  negative  Fläche  haben  kann,  weil  die  Ordinate 
y  stets  positiv  ist.  Nun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse  x  =  2  a 
Kegende  Fläche  aus  zwei  getrennten  aber  congrnenten  Theilen,  in- 
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dem  //  für  x  =  a  discontinuirlich  wird  und  zu  x  =  a  -f~  u  und  zu 
x  =  a  —  u  iuimer  dieselben  Ordinaten  gehören;  die  gesuchte  Flä- 
che ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Abscisse  x=a  —  0 
stehenden  Fläche  und  letztere 

___        b»   '  

(a  — 0)        a     ~  a  ' 


a 


also  überhaupt  unendlich  gross  und  positiv;  daher  ist  auch  F=  x 


§.  81. 

Quadraturen  in  Polarcoordinaten. 

Wenn  die  Gleichung  einer  Curve  durch  die  Palarcoordinaten 
0P  =  r,—P0X=  0  (Fig.  48)  ausgedrückt  und  etwa  in  der  Form 


Fig.  48. 


r  =  f(ß) 
dargestellt  ist,  so  kommt  es  darauf  an, 
die  Sectorfläche  A  0P=  S  zu  ermit- 
teln, welche  von  zwei,  der  Lage  nach 
bestimmten  Vectoren  und  der  Curve 
begrenzt  wird.  Wächst  nun  0  um 
jL  P01\  —  dt),  so  nimmt  S  zu  um 
die  Sectorfläche  P0Pi=4S\  diese 
ist  einem  Kreissector  vergleichbar, 
welcher  denselben  Ceutriwinkel  und 


einen  mittleren  Vector  OQ  zum  Radius  hat,  mithin  ist 


4S  =  lOQ24ü  oder  A!L  =  iOQ2- 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig 
gegen  die  Null  convergirende  JO  und 


dS 

de 


folglich  umgekehrt 

1)  8  =  \Jr^dü  +  Const. 

Die  Constante  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  S  —  0 
werden  muss,  wenn  0  den  Specialwerth  <-L  AOX  erhält.  Einige 
Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 

a.  Die  Kegelschnitte.  Als  allgemeine  Polargleichung  die- 
ser Curven  hat  man  (§.  24,  S.  104) 
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P 


1  +  ecosÜ* 


mitbin 


S 


dO 


+  Const. 


(1  +scosOy 

wobei  die  drei  Fälle  6  <^  1 ,  6  =  1  und  «  >  1  zu  unterscheiden 
sind. 

Ist  der  Kegelscbnitt  eine  Ellipse,  mithin  6  <  1,  so  giebt 
Ausführung  der  Integration  (§.  77,  Formel  16) 

f_  ttretm(VTE±tanie)-.„.f 


s= 


  \u     -  -7  / 

(V  —  £  — 

V  K     1+6  /       2(1  — 62)l+f 


V(l  —  62)3  \Y  1+6 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  falls  der  Sector  von  der  grossen 
Fig.  49.  Achse  an  gerechnet  wird  (A  FP=  S), 

also  gleichzeitig  mit  0  verschwinden 
muss.  Man  kann  der  obigen  Formel 
eine  viel  einfachere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  p  durch  a  und  £  aus- 
drückt und  einen  neuen  Winkel  w 
einführt,  der  dadurch  entsteht,  da** 
die  Ordinate  MP  (Fig.  49)  verlän- 
gert wird,  bis  sie  den  mit  a  beschrie- 
benen Kreis  in  Q  schneidet,  und  QO 
gezogen  wird.  Für  AOQ  =  w 
ist  nämlich 

a  cos  G>  —  ae  =  rcosti 
oder  wegen  a  =  p  :  (1  —  62)  und  vermöge  des  Werthes  von  r 

cosa  —  6  cosö 

1  —  62    —  i  +  ecosO  ' 
daraus  leitet  man  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen  ab : 


cos  6  = 


cosa  —  6 
1  —  6  cos  a ' 


sw0  = 


tan\0 


_  1  / 1  —  cosf)  _  \f  1_+ 
~~  r    1  +cosö  —  K  1- 


V  1  —  e^sinco 
1  —  6  cos  a  ' 

tan  la , 


mittelst  deren  sich  ergiebt 

S  =s  1  a2  \^1  —  62  (o)  —  f  sin  o) , 

wo  aV^l  —  62  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse  bedeutet.  Ist  nun  0 
gegeben,  so  geschieht  die  Quadratur  dos  Sectors  S  auf  die  Weise, 
dass  man  erst  a  mittelst  der  Formel 
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l)  tan  1  o  =  Y  j^-Z  tav \ü 

gerechnet  und  nachher  S  mittelst  der  Formel 
l)  S  =  l  a  b  (o  —  f  sin  w). 

Die  Fälle  t  =  1  und  e  >  1  gestatten  eiue  ähnliche  Bvband- 
iwg.  die  aber  zu  weniger  eleganten  Resultaten  führt. 

b.   Die  Lemniscate.    Aus  der  Gleichung  (S.  100) 

r'  =  a*o*20 

rgiety  sich  sofort 

;)  8  =  \a*8in2$% 

rolei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  wenn  man  deu  Sector 
m't  II  —  0  anfangen  lässt,  also  =  AOP  setzt  (Fig.  50).  Für 
'  =  \  n  erhält  man  die  Fläche  eines  Lemniscatenquadranteu  ~  \  (?-; 
lie  ganze  Lemniscate  hat  demnach  dieselbe  Fläche  wie  ein  über  OA 
oustruirtes  Quadrat. 

Fig.  50.  Fig.  51. 


0  A 

c.  Die  Kreisevolvente.  Betrachtet  man  den  Wälzungs- 
finkel  A0Q  =  a  als  unabhängige  Variabele,  so  gelten  die  auf  S.  1 07 
atwickelten  Formeln 


co- 


da. 


r*  =  a'(l+"2),     dB  = 

ad  nach  diesen  ist,  wenn  man  unter  S  den  mit  g>  gleichzeitig  ver- 
ewigenden Sector  AOP  versteht  (Fig.  51), 
)  S=Ja2(ö3. 

'in  diesem  Ausdrucke  eine  geometrische  Bedeutung  unterzulegen, 
rrichten  wir  im  Endpunkte  des  Vectors  auf  diesem  eine  Senkrechte, 
'eiche  die  verlängerte  P  Q  in  R  schneidet ;  es  ist  dann  PQ  =  a  ta, 
}R  ~  a©2,  mithin  der  Sector  A  OP  gleich  dem  dritten  Theile  der 
Wksfläche  PQB. 

Aendert  sich  der  Radiusvector  irgend  einer  Curve  sprungweis 
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innerhalb  des  zu  quadrirenden  Sectors,  eo  besteht  letzterer  aus  zwei 
oder  mehr  getrennten  Sectoren,  deren  Flächen  einzeln  zu  berech- 
nen sind. 

§•  82. 

Näherungsweise  Quadraturen. 

Unter  Voraussetzung  reckt  winkliger  Coordinaten  sei  (in  Fig.  52) 
AB  die  Basis  einer  Curvenfläche  ABBCy  OM  =  x  irgend  eine 
Fig.  52.  Abscisse  und  MP  =  y  =  /(/) 

die  zugehörige  Ordinate;  theilen 
wir  AB  in  n  gleiche  Theile  und 
ziehen  durch  jeden  Theilpunkt  eine 
Ordinate,  so  zerfallt  die  Flächt 
ABBC  =  V  in  n  Streifen,  die 
sich  auf  verschiedene  Weise  nähe- 
rungsweis  quadriren  lassen. 

Das  Einfachste  ist,  die  ge- 
nannten Streifen  als  Rechtecke  zu 
betrachten,  welche  den  nten  Theil  von  AB  zur  gemeinschaftliche!] 
Basis  und  die  verschiedenen  Ordinaten  zu  Höhen  haben ;  setzen  wii 

— —  AB  =  h  und  bezeichnen  die  Ordinaten,  welche  den  Abscissei 
n 

OA,  OA  -\-  h,  OA  +  2h  etc.  entsprechen,  der  Reihe  nach  mit  ye 
2/i,  Vi  etc,  so  erhalten  wir  folgende  Näherungsformel 

1)  U=h(y0  +  yl+y2-\  h  y„_i). 

Eine  etwas  grössere  Genauigkeit  wird  dadurch  erreicht,  das: 
man  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  berechnet,  was  darauf  hinaus 
kommt,  die  n  einzelnen  Stücke  des  Bogens  CPD  als  gerade  Linien 
mithin  den  Bogen  selbst  als  gebrochene  Linie  anzusehen;  dies  gieht 

ü  =  h  *+»  +  hUi±Jä  +  . . .  +  h»J^pL« 

2  2  2 

und  bei  gehöriger  Zusammenziehung 

2)  u  =  h  Qyo  +  yi  +  y2  +  •  •  •  +  yn-i  +  \yny 

Bedeutend  grösser  wird  die  Annäherung ,  wenn  man  die  ein 
zelnen  Stücke  des  Bogens  CPD  als  krumme  Linien,  und  zwai 
am  einfachsten  als  parabolische  Bögen  ansieht.  Zu  diesem  Zweckt 
nimmt  man  für  ft  eine  gerade  Zahl  und  denkt  sich  die  Endpunkte  je 
drei  auf  einander  folgender  Ordinaten 

i/o,  Äfit  V2\     Vn  2/3,  3/45     S/4,  3/5,  etc. 
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durch  Parabeln  verbunden,  deren  Achsen  parallel  zur  y- Achse  lie- 
gen*} Die  Fläche  U  besteht  dann  aus  \n  parabolischen  Doppel- 
streifeii,  welche  nach  Formel  3)  in  §.  80  leicht  zu  quadriren  sind; 
man  erhält 

F=|Afo>  +  4yi  +  3&)  4-  |Ä(y*  +  4*  +  y«)  +  

.  •  •  .  -f  |/i(>n_2  +  4y„_i  +  yn) 

oder 

3)  U=z  \h  [>0  -f  4(yi  +y8  +  yb  -f  •  •  •  +  yn-\) 

+  2öfj  +  yA  +  y6  H  h  V»-i)  +  #n] , 

welche  Formel  unter  dem  Namen  der  S iinpson' sehen  Regel  be- 
kannt ist 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Formeln  1),  2)  und  3)  beurthei- 
len  zu  können,  untersuchen  wir  noch,  zwischen  welchen  Grenzen  der 
Fehler  liegt,  den  man  bei  Anwendung  der  genannten  Formeln  be- 
geht Nennen  wir  F(x)  die  Fläche,  welche  von  der  festen  Ordinate 
OH  his  zu  irgend  einer  Ordinate  M P  =  y  =  f(x)  reicht,  so  ist 
der  Flächeninhalt  des  zwischen  den  Ordinaten  f(x)  und  f{x  ~\-  h)  lie- 
genden Streifens  =  F{x  +  h)  —  F{x) ;  nach  dem  Taylor'  sehen 
8atze  hat  man  ferner  bei  einstweiliger  Weglassung  des  Restes 

F(*  +  Ä)  —  F(x)  =  hF'(x)  +  \h'lF"{x)  +  \h*F'"(x)  -\  

»der,  weil  F' (x)  =  f(x)  ist, 
F(x  +  h)  -  F(x)  =  hf{x)  +  \h*f'{x)  +  !*>/"(*)  +  '  '  ' 

Als  Inhalt  des  Trapezes,  dessen  parallele  Seiten  f(x)  und  f(x-\-h) 
and,  und  welches  h  zur  Höhe  hat,  ergiebt  sich 

\l>[f(.*)  +  Ax  +  h)l  =  hf(x)  +  |**/'(*)  +  \k*f'(x)  +  ■■■ 
mithin  als  Differenz  beider  Flächen 

Fi*  +  '0  -  F(x)  -  \h  [/(X)  +  f{x  +  /»)] 
=  ~  A*W(*)  +  !*»/"'(*)  +  f0ÄVIVW  +  •••]• 


*)  Die  Möglichkeit  dieser  Construction  erhellt  auf  folgende  Weise. 
Die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  ||  0  Y liegt,  ist  im  Allgemeinen 

»obei  «,  ß  die  Coordinaten  des  Scheitels  sind,  und  q  den  Parameter 
^-zeichnet.  Soll  diese  Parabel  durch  drei  gegebene  Punkte  f0'/oj  h.*bt 
h'<2  gehen,  so  müssen  «,  ß,  q  den  drei  Gleichungen 

genügen;  diese  liefern  aber  jederzeit  reelle  Werthe  für  a,  ß  und 
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Die  eingeklammerte  Reibe  stimmt  in  ihren  beiden  ersten  Gliedern 
überein  mit  der  Entwickelung 

fix  +  h)  -  f{x)  =  hf\x)  +  |*y"(*)  +  i*»/IV(*)  +  •  • . 

daher  ist  durch  Addition 

F(x  +  h)  -  F(x)  -  \h  [/(x)  +  f{x  +  70]  +       [/'(x  +  h)  -/(*)] 

=  ,-fe>«5/IV(*)  +  xkWW  + 
Um  die  Summe  der  noch  übrigen  Reihe  direct  zu  finden,  setzen  wir 

4)       <p(h)  =  F(x  +  h)  -  F{x)  -  \h  [fix)  +  f(x  +  70] 

+  i^3  [/'(*  +  *)  -/'(*)] 
und  differenziren  diese  Gleichung  mehrmals  in  Beziehung  auf  /*;  dies 
giebt 

(*)  =  iif(*+ h)  - f(x)-\  -  j h [2 f(x + 70  +  f\x)}  ; 

+        f'ix  +  h),  | 
¥>"(*)  =  l  [/'(*  +  '0  -  /'(*)]  -  +  70 

+  Ä*V"(*+*). 

<V0  =  ^2/IV  (*  +  >0- 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  F(e),  F' («)=/(:' 
/'(.?).  .  .  . /IV(0  stetig  und  endlich  bleiben  von  j  =  a;  bis  + 
sind  9(70,  <p'('0>  qp" (/<)  und  <p"' (70  gleichfalls  continuirlich  und  cd* 
lieh  von  h  =  0  bis  h  =  h  und  dann  gilt,  dem  Theorem  von  Mac 
Laurin  zufolge,  die  Gleichung 

<p(/0  =  <jp(0)  +  h<p'(0)  +  !*V(0)  +  |(1  —  &)2h3  qp'"(#/i) 

0  <  #  <  1 

oder  vermöge  der  angegebenen  Werthe  von  q)(h),  tp\h)  etc. 

<P  W  =  (1  ""24)2^  ><5/IV(*  +  | 
Das  Maximum  von  (1  — ist  ^,  daher  kann  man 

setzen,  wo  £  einen  nicht  näher  bekannten  positiven  echten  Bruch  be- 
zeichnet. Der  Vergleich  von  Nro.  4)  mit  Nro.  5)  führt  nun  zu 
folgender  Gleichung 

6)    F(x  +  h)  -  F(»)  =  \h  lf(x)  +  f(x  -f  *)] 

-  £A2  [f'(x  +  h)  -f(x)-]  +  &*h*f**(x+9h\ 

worin  die  beiden  letzten  Summanden  die  Differenz  zwischen  dem 
Flächenstreifen  und  dem  Trapez  angeben. 
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Wir  nehmen  der  Reihe  nach  X  =  a,  a  -f-  7t,  a  +  2/t,  .  .  . 

0  +  (n  —  1)Ä  und  addiren   alle  entstehenden  Gleichungen ;  die 

Summe  ißt 

7)  F(«  +  nh)  —  F(a) 

=  *ß/W  +  /(«  +  *)+••  +  /(«  +  i^Ä)  +  + 

dabei  wurde  zur  Abkürzung  gezetzt 

B)    S=  f0yIv^  +  ^o/0  +  +  ä  +  ^iä)  H  

Ist  nun  a  +  nh  =  fr,  mithin 

n 

io  repräsentirt  die  linke  Seite  der  Gleichung  7)  den  genauen  Werth 
der  Fläche  AB  DG  =  U,  welche  zwischen  den  Ordinatcn  f{a)  und 
ß)  liegt;  rechter  Hand  ist  /(«)  =  y0,f((i  +  '0  —  Vi  etc»  folglich 
hat  man 

5)         17=         +  *,+*+  •••  +».-1  +  1».) 
-  n'«'W)  -/'(«)]  +  35i''5S. 

Der  Vergleich  mit  Formel  2)  zeigt ,  welche  Correction  für  eine  ge- 
nauere Rechnung  nöthig  ist,  und  zugleich  bietet  die  mit  S  bezeichnete 
Grösse  ein  Mittel  zur  Bestimmung  des  Feldermaximums.  Vorsteht 
ton  nämlich  unter  M  den  absolut  grössten  Werth,  welchen /IV(x) 
innerhalb  des  Intervalles  x  =  a  bis  x  =  b  erreicht,  so  denke  man 
äch  statt  jedes  der  Summanden 

1  *o/IV(«  +  #o *) ,      «,  flv(a  +  h  +  &x  h)  etc. 

«iwual  4-  M,  das  andere  Mal  —  M  gesetzt ;  im  ersten  Fall  erhält 
Bau  zu  viel,  im  zweiten  zu  wenig,  mithin  ist 

nM>  S>  —  nM, 

oder 


b  —  a  ...  b  —  a 

M  >  5  >  —  —r—M. 


Demzufi 


h 

blge  darf  man  die  Gleichung 


Stellen,  worin  q  einen  nicht  näher  bekannten  positiven  oder  nega- 
tiven echten  Brach  bezeichnet.    Soll  nun  U  nach  Formel  9)  auf  p 
Decimalstellen  genau  berechnet  werden,  so  ist  w  so  gross  zu  nehmen, 
der  letzte  Summand 
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weniger  als  (^)^  betrügt  ;  dies  giebt 


384 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Si  m  pson' sehen  Regel  keime 
zu  lernen,  benutzen  wir  wieder  die  Forniel  7)  und  nehmen  en 
n  =  2  m ,  dies  giebt,  wenn  Sx  der  entsprechende  Werth  von  S  heia 

F(a  +  2nth)  —  F(a) 

=  I'  B/(«)  +  /(«  +  *)  +  •••+/(«  +  2^1Ä)  +  if(a  +  2mk 

-  &*»[/'(«  +  2  m*)  -/'(«)]  +  äk^S,. 

Lassen  wir  ferner  in  Nro.  7)  m  an  die  Stelle  von  n  und  2/i  an  d 
von  /*  treten,  so  erhalten  wir  ähnlich 

F(a+2nth)  —  F(a) 
=  2/i  [J/00  +/(«  +  2/0  +  •  •  •  +/(«  +  2m—  2h)  +  \f(a  +  2mh 
-  \h*[f'(a  +  2mh)-f'(a)]  +  #/>5&2; 

diese  Gleichung  subtrahiren  wir  von  dem  Vierfachen  der  vorhe 
gehenden  und  dividiren  den  Rest  durch  3,  es  wird  dann 

11)  F(a  +  2mh)  —  F(a) 

=  \h[f(<i)  +  4/(a  +  h)  +  4/(a  +  3/0  +  •  ■  •  +  4/0  +  2w^T< 

+  2/(a+2  70  +  2/(a  -f  4Ä)  H  +  2/(a  +  2  m  -  2* 

+/(a  +  2»Ä)] 

3  .  384 

Zufolge  der  Entstehung  von  Si  und  S2  darf  man  wie  früher 

8i  =  Qt  ,  2mil/,     82  =  02  •  mitf 

setzen,  wo  M  den  absolut  grössten  Werth  bezeichnet,  den  /1V(- 
innerhalb  des  Intervalles  x  =  a  bis  x  —  a  +  2mA  erreicht;  d< 
letzte  Summand  in  Nro.  11)  wird  dann 

und  da  4  p2  —  Q\  jedenfalls  zwischen  —  5  und  -f-  5  liegt,  so  setze 
wir  4p3  —  Qi  =  5  p,  wo  q  einen  positiven  oder  negativen  echte 
Bruch  bedeutet.    Endlich  sei  in  Formel  11) 

2m  —  w,     a  +  2f»Ä  =  a  +  w/*  =  b; 
nach  allen  gemachten  Bemerkungen  zusammen  ist  dann 


Digitized  by  Google 


Cap.  XIV.  §  83.   Rectifieation  ebener  Corven,  ete.  381 
12)        U  =  |Ä|>o  4  4  0/,  +  f/3  4  yh  +  •  ■  •  -f  Pn-  l) 

+  2(.y,  +  y4  4  #g  H  4  iin-i)  4 

Der  letzte  Ausdruck  liefert  die  Grenzen  des  begangenen  Fehlers; 
man  bemerkt  leicht,  dass  der  Genauigkeitsgrad  bei  der  Simpson'« 
sc)icn  Regel  nicht  höher  ist  als  bei  der  Formel  9). 

Die  Formeln  zur  näherungsweigen  Quadratur  enthalten  zugleich 
die  Mittel  zur  näherungsweisen  Berechnung  bestimmter  Integrale, 
weil  nach  §.  64  die  Fläche  ABDC  =  U  durch  das  bestimmte 
Integral 

6 

f(x)  dx 


ß 


ausgedrückt  wird. 

|  §•  83. 

Roctifieation  ebener  Curven  in  Parallelcoordinaten. 

Bereits  im  §.  20  wurde  gezeigt,  dass  ein  Curvenbogen  PPX  um 
ßo  eher  mit  der  gleichnamigen  Sehne  verwechselt  werden  darf,  je 
aäher  die  Punkte  P  und  Px  an  einander  liegen,  und  dass  folglich, 
tenn  arc  CP  =  s  gesetzt  wird,  bei  rechtwinkligen  Coordinaten 

1)  ds  =  Vdx*  4  f/t72 

ist.  nach  demselben  Principe  erhält  man  bei  einem  schiefwinkligen 
Systeme,  dessen  Coordinatenwinkel  y  heissen  möge, 

2)  ds  =  Vdx2  4  dy*  4  2dxdycosy. 

Gewöhnlich  betrachtet  man  x  als  unabhängige,  y  als  abhängige  Va- 
riabel und  schreibt  demgemäss 

&  =      **  =  »'^ 

die  Formel  2)  wird  dann 

ds  =  Vi  4  y'2  4  2y'cosydx, 
and  daraus  folgt  durch  Integration 

3)  s  =f  Vi  4  V'2  4  2y'cosydx. 

Bio  wülkührliche  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  festsetzt, 
^ou  welchem  Anfangspunkte  G  aus  der  Bogen  s  gerechnet  werden 
soll;  es  muss  nämlich  s  =  0  werden ,  wenn  für  x  die  Abscisse  des 
Punktes  C  genommen  wird. 
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a.  Die  Parabel.  In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem,  dessen  Anfang  der  Scheitel  und  dessen  «-Achse  die 
Scheiteltangente  ist,  lautej;  die  Gleichung  der  Parabel 

grÄ_  mithin*  =  — , 
und  nach  Formel  3) 

s  =  /Vi + {^dx =y/  Vp9 + ****  1 

oder  bei  Ausführung  der  Integration 

Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  s  =  0  werdei 
für  x  =  0;  dies  giebt 

°  =  yj-Ji>2'(i>)  +  Oanst.\ 

und  durch  Elimination  der  Constante 

«  ,,ip£±^+#l(£±3g±g)[. 

b.  Die  Ellipse.  Unter  Benutzung  des  gewöhnlichen  Coor 
dinatensystem  s  hat  man 


h  i  / — -   .  bx 


=  JLVa*-x',    y'  =  - 


und  wenn  zur  Abkürzung  die  numerische  Excentricität 

  =  £ 

a 

gesetzt  wird,  so  findet  sich  leicht 


In  geschlossener  Form  lässt  sich  diese  Integration  nicht  ausfuhren 
und  daher  nruss  man  s  durch  eine  unendliche  Reihe  darstellen, 
nutzt  man  zur  Vereinfachung  die  Substitution  x  =  a£,  so  wird 

— yv^f* 

und  hier  lassen  sich  alle  die  Transformationen  anwenden,  welche  ii 
§.  74,  b.  gezeigt  wurden.    So  ist  nach  Formel  6) 
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383 


-=a,»st.  +  Di  -  -±f*-T-±t* -j^-f*'  - .... 


C0  =  aresin  f 


_      (w-i)r— ,  -  {—'Vi 

in 


oder  vermöge  des  Werthes  von  £ 


x 

ü0  =  aresin — ,   üm  = 
a 


m  —  l 
m 


EU— i  — 


.  m 


Versteht  man  unter  $  den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an 
gerechneten  Bogen  BP  (Fig.  53),  so 
müssen  x  und  s  gleichzeitig  ver- 
schwinden; nun  ist  für  x  =  0 

U0=0,   U2  —  0,    r/4  =  o,.... 

mithin  Const.  =  0,  daher 


r        cr2  o      i   r/4  .     1.3  rr6  i 

G    s  =  a  \  Ut)   «2   e 4   *«_.... 

;    S  L  °        2  2     4  2  .  4  6  J 


Zar  praktischen  Berechnung  werden  die  Formeln  für  U4  etc. 

tajuemer,  wenn  man  den  Winkel  COQ  =  <p,  die  sogenannte  Am- 
plitude, einfuhrt  ;  es  ist  dann  x  =  asinep,  f  =  smqp,  mithin 


7) 


sin(p=:^L1     s  =  aJ  Vi  —e*  sin*  y  dtp, 

(m  —  1)  Um-9  —  8inm~lq>  cosy 
U0  =<p,    üm=  *  -~  r   • 


Für  x  =  a,  |  =  1,  a3  =  jjr  erhält  man  die  Länge  des  Ellip- 
senquadranten, welche  E  heissen  möge.  Die  Werthe  von  UQ ,  U2 ,  T74 
etc.  gestalten  sich  dann  sehr  einfach,  nämlich 

7t  1  1  71 

=  — ,    U2  =  —  U0  =  — — — , 


2  '  ~2 
3  TT       1  .  3  ?r 


2     v        2  2 

1.3.5  TT 
(76  =  ;   -77-  U.  S.  W. 


2  tC. 


2.4.6  2 

folglich  ist  nach  Nro.  6) 

»-  •■•i-(T-),-r-G-^T-&K) 

Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  übrigen  in  §.  74,  b.  entwickelten 
Formeln  benutzen,  um  Reihen  für  s  oder  E  zu  gewinnen. 
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384       Cap.  XIV.  §.  83.   Rectification  ebener  Curven 
c.   Die  Hyperbel.    Geht  man  von  den  Gleichungen 

y 


a 


aus  und  setzt 


bx 


V  ö»  +  b* 


so  erhiilt  man 


S 


Diese  Gleichung  transformiren  wir  durch  Einführung  eines  Ilülf 


Fig.  54. 


B 


Q 

c 

/ 

p 

/ 

M 

\  i 

P 

>>< 

r 

winkels,  der  auch  bei  der  Constnictii 
der  Hyperbel  gute  Dienste  leistet  (Ti 
54).  Beschreibt  man  nämlich  um  d< 
Mittelpunkt  der  Curve  zwei  concenti 
sehe  Kreise  mit  den  Radien  OA  — 
OB  =  AC  —  b,  zieht  ferner  irgei 
einen  gemeinschaftlichen  Radius  Ol 
unter  dem  Winkel  A  0  U  —  und  le 
ferner  in  U  und  V  an  jene  Kreise  d 

Tangenten  UM ,  VN,  so  ist 
0M=  x  =  a seety ,  und  die  Gleichui 
der  Hyperbel  giebt  y  =  b  tan   ,  i 
MP  =  N  V;  ferner  wird 


8 


Wegen  €  ]>>  1  ist  der  Quotient  <  1  uud  daher  kann  folgen 


Reihenentwickelung  vorgenommen  werden: 

dt\>  \         1    cos2^  1 


8 


—  ae  - 
J  c 


1  — 


cos*  4> 


cos2tl> 

Setzt  man  zur  Abkürzung 


«2 


•  .  • )  • 


2.4  £4 


cosmi\>dty , 


so  wird  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

V2  1  .  3  F4  | 
2.4  6c:'  '  * ') 
und  zwar  geschieht  die  Berechnung  der  Integrale  F0,  Ff,  F4  e 
nach  folgenden  Formeln: 


s  =  a  \  Const  4-  e  tanty  ^  ~  .  _ 

\  '  2s         2  4fi3 
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in  Parallelcoordinaten.  385 
v  -  ,„     v  -  sin1>cos»>-it  +  (m-l)Vm-, 


wie  man  mittelst  der  fünften  Gleichung  in  §.  77,  Nro.  3)  leicht  fin- 
det Rechnen  wir  den  Bogen  s  vom  Scheitel  der  Hyperbel  aus,  so 
wird  s  =  0  für  x  =  a ,  d.  h.  für  ^  =  0 ;  in  diesem  Falle  ver- 
schwinden alle  V  und  es  wird  Const.  =  0,  mithin 

10)   s  =  a\etanrl,---— 

Die  Verlängerung  der  Ordinate  M P  schneidet  von  der  Asymp- 
tote eine  Strecke  0  Q  =  z  ab,  deren  Grösse  ist 

V  a2  +  &2 

£  =  x  =  ex  =  aeseci\>\ 

a 

vermöge  der  goniometrischen  Formel 

sec^  —  tanty  =  tun  (\  n  — 
erhält  man  als  Differenz  zwischen  OQ  und  arcAP 
z  —  s  =  aetan(\n  — 

Bei  unendlich  wachsenden  x  convergirt  ip  gegen  die  Grenze  \  ir ,  zu- 
gleich wird 


mithin 


2 


F2  =  —  F0  = 


1  7t  1.3« 

— — — ,    Va  =  - — t—t-  etc. 

2  2'      4       2.4  2 


»  •  •  /  . 


Fig.  55. 


Kurz  ausgedrückt,  ist  demnach  der 
Unterschied  zwischen  der  ganzen 
Asymptote  und  der  ganzen  Hyperbel 
eine  Linie  von  endlicher  Grösse. 

d.  Die  Cycloide.  Wie  in 
§.  21  sei  der  Scheitel  C  der  An- 
fangspunkt rechtwinkliger  Coordi- 
naten  (Fig.  55);  es  ist  dann 


—  x 


x 


2VJäx 


oeblömilch,  Analysis.  I. 


25 
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Rechnet  man  auch  den  Bogen  s  vom  Scheitel  aus,  so  müssen  s  und  a 
gleichzeitig  verschwinden;  dies  giebt  Const  =  0  und 

12)  s  =  2  V  2ax, 

was  sehr  leicht  zu  construiren  ist.  Für  x  =  2  a  folgt,  dass  di« 
obere  Hälfte  der  Cycloide  dem  vierfachen  Halbmesser,  also  die  gaozi 
Cycloide  dem  vierfachen  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  ai 
Länge  gleichkommt. 


§.  84. 

Rectification  ebener  Curven  in  Polarcoordinaten. 

Nach  Formel  7)  in  §.  23  wird  das  Bogendifferential  einer  au 
Polarcoordinaten  r  und  0  bezogenen  Curve  durch  die  Formel 

1)  ds  =  V(rdö)2  +  dr* 
ausgedrückt,  welche  in  dem  Falle,  wo  H  die  unabhängige  Variabel 
ist,  zur  folgenden  wird 

2)  ds  .=  W  -f  r^Ö. 
Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus 

3)  s=JVr^  -f-  r*dO; 


Fig.  56. 


mithin  ist 


die  willkührliche  Constante  des  In- 
tegrales wird  hier  durch  die  Bedin- 
gung bestimmt,  dass  s  —  0  werden 
muss,  wenn  6  denjenigen  speciellen 
Werth  (Z.  AOX  in  Fig.  56)  erhält, 
welcher  dem  Anfangspunkte  des  Bo- 
gens entspricht. 

a.  Die  Spirale  des  Archi 
med  es  hat  zur  Gleichung 
4)        r  —  ad,    vf  =  a, 


oder 

5)  s  =  la{öVl  +ö*  +  l(0  +  VT+7*)}, 

wobei  es  keiner  Constanten  bedarf,  wenn  ö,  r  und  s  gleichzeitig 

verschwinden  sollen. 
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b.  DieCardioide  wird  durch  folgende,  geometrisch  leicht  zu 

eonstruirende  Gleichung  ausgedruckt 

6)  r  =  6(1  +  cosü),     f  =  —  bsinV; 
h  ist  daher 

.  s  =  hf  V  2(1 +cosd)d()  =  2bj cos\H(Ui 

xler 

7)  s  —  4bsin\f); 

«ne  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  wenn  s  ~  0  werden  soll  für 
(1=0.  Für  0  —  n  ergiebt  sich  die  Länge  der  halben  Cardioide 
=  4b,  mithin  die  Länge  der  ganzen  Curve  =  Sb. 

c.  Die  Kreisevolvente  hat  nach  §.24,  VII.  zwei  Gleichungen, 
ms  denen  folgt 


Fig.  57. 


dr  = 


rdO  = 


aco 


Vi   +  0)2 

a©2 


da, 


da 


V— — ;  "hü/. 
1  -f  G)2 

ds  —  aadcj] 

lässt  man  den  Bogen  s  im  Punkte  A 
anfangen,  so  wird 

8)  s  =  iaci2, 

d.  h.  arcAP  —  \  QR  in  Fig.  57. 


§•  85. 

Rectification  doppelt  gekrümmter  Linien. 

I.  In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ist 
*h  Formel  5)  in  §.  25 

I)  ds  =  Vdx*  -f  dy*  4-  d*2; 

äenkt  man  sich  die  Curve  durch  ihre  Projectionen  auf  die  Ebenen  xy 
»ad  i,?  dargestellt,  so  wird  sie  durch  zwei  Gleichungen  von  den  Formen 

y  z=z  (p(x),       z  =  il>(x) 
tosgedrückt,  worin  x  die  unabhängige  Variabele  ist,  und  dann  geht 
die  Gleichung  1)  über  in 

ds  =  Vl+^  +  ^dx. 

25* 
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Hieraus  folgt  augenblicklich 

2)  s  =j  Vl+  y2  +  ^2  dxi 

die  Integrationsconstante  bestimn 
sich  durch  die  Bedingung,  dai 
s  =  0  werden  muss,  wenn  ft 
x  die  Abscisse  des  Bogenanfangi 
gesetzt  wird. 

Beispielsweis  betrachten  w 
den  Durchschnitt  eines  vertici 
stehenden  parabolischen  und  eint 
senkrecht  dagegen  liegenden  cj 
cloidischen  Cylinders  (Fig.  58 
Für  OL  =  x,  LM  =  y,  LI 
=  MP  =  z  ist  nämlich 


 iL  JA   x 


y  =  2Wx, 


-V?. 


2a  —  x 


X 


wobei  b  den  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Scheitel  der  Parabel  be- 
zeichnet; daraus  folgt 


8 


oder 


Fig.  59. 


s  =  2V(2a  +  &)*, 

und  hier  ist  keine  Constante  hinzu- 
zufügen, wenn  unter  s  der  Bogen 
OP  verstanden  wird.  Die  geometri* 
sehe  Bedeutung  des  Werthes  von  i 
erkennt  man  leicht. 

IL  Nicht  selten  ist  der  Gebrauch 
eines  gemischten  Cooi 
mes  vortheilhaft,  welches 
entsteht,  dass  man  zwei  der  recht' 
winkligen  Coordinaten  X,  y,  B  in  Po 
larcoordinaten  umsetzt  und  die  dritte  Coordinate  ungeändert  lässt 
Denken  wir  uns  (Fig.  59)  den  Radiusvector  OP  auf  die  ay-Ebene 
projicirt  und  bezeichnen  diese  Projection  ON  mit  u  und  den  Win- 
kel NOX  mit  Xj  so  haben  wir 


aer  ueDrauui 
)rdinatensvste* 
Iches  dadurch 
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3)  x  =  ucos%,     y  =  usinx, 

dx*  +  dy*  =  (udx)2  +  du*, 

während  z  ungestört  bleibt;  die  Formel  1)  wird  dann  zur  folgenden 

4)  ds  =  V(ud%)*  +  du*  +  dz*. 

Substituirt  man  die  unter  Nro.  3)  angegebenen  Werthe  von  * 
und  y  auch  in  die  Gleichungen  der  Curve ,  so  erhält  man  zwei  neue 
Gleichungen  zwischen  w,  %,  z;  eine  dieser  neuen  Coordinaten  wählt 
man  zur  unabhängigen  Variabelen  und  drückt  die  anderen  durch 
fiese  aus,  so  dass  die  Formel  4)  rechter  Hand  nur  eine  Variabele 
enthält  und  nachher  integrirt  werden  kann. 

Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  eines  Rotationskegels  mit 
einer  Schraubenfläche,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Achsen 
Wider  Flächen  mit  der  tf-Achse  zusammenfallen.  Nennen  wir  y  den 
Winkel  zwischen  der  Kegelseite  und  £-Achse,  c  den  Parameter  der 
Schraubenfläche,  so  haben  wir  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

x2  +  y*  =  z^tarPy,      -  =  fan  — 

x  c 

und  in  gemischten  Coordinaten 

u  =  ztany,      j  = ±  wjt, 

low  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet  Hieraus  folgt, 
»era  z  als  unabhängige  Variabele  betrachtet  wird, 

ds  =Y(^iy  +  tan,y  + ; .  de 

oder  kurzer 

c  1  stny 

und  durch  Integration,  indem  man  festsetzt,  dass  s  und  z  gleichzeitig 
verschwinden  sollen, 

Wie  man  aus  §.  83,  Formel  4)  sieht,  lässt  sich  8  mit  dem  Bogen 
einer  gewissen  Parabel  vergleichen. 

in.  Um  endlich  eine  Formel  zu  gewinnen,  worin  die  gewöhn- 
lichen Raumpolarcoordinaten  vorkommen ,  setzen  wir  den  Radiusvec- 
tor  OP  =  r  und  bezeichnen  mit  r  seinen  Neigungswinkel  gegen  die 

wir  haben  dann 

u  =s  rcosz,    z  =  rsint 
du*  +  dz*  =  (rdt)*  +  dr* 
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mithin  statt  Nro.  4) 

5)  ds  =  Vircostdyy  +  (rät)*  +  1 
wie  sich  auch  direct  aus  der  Bemerkung  ergiebt,  dass  ds  als  di 
Diagonale  eines  Parallelepipedes  gelten  kann,  dessen  Kanten  rcosrd] 
rdz  und  dr  sind.  Zum  Uebergange  von  x,  yy  z  zu  r,  x  diene 
die  Formeln 

6)  x  =  rcost  cos%,  y  —  rcosz  sin%,  z  =  rsinz\ 
aus  den  Gleichungen  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  erbä 


Fig.  60. 


man  mittelst  derselben  zweiGle 
chungen  zwischen  r,  t,  woto 
man  eine  der  letzteren  Grö 
als  unabhängige  Variabele 
trachtet. 

Als  Beispiel  nehmen  wir 
Durchschnitt    einer  Kugel 
einem  vertical  stehenden  Cylind 
dessen  Directrix  eine  Archini 
sehe  Spirale  ist  (Fig.  60).  Di 
ursprünglichen  Gleichungen  m< 
gen  sein 

&  +  y2  +  *a  =  a2»  u  =  &r> 

in  räumlichen  Polarcoordinaten  ist  dann  , 

r  =  a,  acosr  = 

folglich,  wenn  r  als  unabhängige  Variabele  angesehen  wird, 

\f  t acosz  sinz\-  ,  ,  _ 
ds  =  a  y  y  ^  )  +  1  .  dz 

und 


s 


+  1  .  dz. 


Rechnet  man  den  Bogen  vom  letzten  Curvenpunkte  D  aus,  ^ 
muss  die  Integrationsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  s  —  0  wia 
für  z  =  0.  Das  Integral  ist  übrigens  leicht  in  eine  Reihe  zu  vei 
wandeln ;  mittelst  der  Substitution  z  =  \  cd  erhält  man  nämlich 

=  J  */]/  (tt)*  + 1  -  ^/^^^ 

wobei  zur  Abkürzung 


Va2  +  4&3 
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gpsetzt  wurde.  Da  Xcosa  immer  ein  echter  Bruch  ist,  so  lässt  sich 
die  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Wurzel  mittelst  des  bi- 
nomischen Satzes  entwickeln;  indem  man  die  Bezeichnung 


cos"  co  da 


einfuhrt,  erhält  man 

ibl  I    0       2^       24     4      2.4  6     "  I' 
I         Sit  =  o,    Si,  =  i*-1^-'  +  sin*™**«, 

fl 

Für  r  =  1  n  mithin  co  —  tc  findet  man  die  Länge  des  ganzen 
Durchschnittes  DC,  und  zwar  ist  sie  einerlei  mit  der  Länge  des 
Ellipsenquadranten,  welcher  aus  den  Halbachsen 

aVa2  -I-  4feJ 
 26  UDd  " 

construirt  werden  kann. 


§•  86. 

Die  Cubatur  begrenzter  Volumina. 

Bereits  in  §.  1  (S.  22)  wurde  gezeigt,  dass  der  Differentialquo- 
fant  ein«s  Volumens,  welches  sich  längs  der  Achse  erstreckt,  in 
Beziehung  auf  x  genommen,  der  letzte  Querschnitt  desselben  ist;  be- 
liehnen wir  demnach  mit  V  ein  derartiges  Volumen  und  mit  U  den 
•Querschnitt,  welcher  am  Ende  des  x  senkrecht  zur  x- Achse  liegt  und 
hier  das  Volumen  begrenzt,  so  haben  wir  die  Gleichungen 

—-  —  U,       dV  —  Udx, 

(IX 

und  hieraus  folgt 

n  v=  J  udx. 

Die  Integrationsconstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest- 
et, von  welchem  auf  der  x-Achse  senkrechten  Schnitte  an  das  Vo- 
lumen gerechnet  werden  soll ;  es  muss  nämlich  V  sich  annulliren, 
Venn  für  x  die  Abscisse  des  Anfangsquerschnittes  genommen  wird. 
Als  Beispiele  mögen  die  Flächen  zweiten  Grades  dienen. 

a.  Das  Ellipsoid  hat  bekanntlich  die  Gleichung 

©'  +  (I)'  +  u 
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392  Cap.  XIV.  §.  86.  Die  Cubatur  begrenzter  Volumina, 
der  Querschnitt  am  Ende  von  x,  senkrecht  zur  ^r- Achse  gelegt,  ia 

hier  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  —  V  a2  —  #2  und 

a  a 

daher 

r 

Nach  Nro.  1)  findet  sich 

bc 

2)  V=7[!L-{a*x-\x% 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  das  Volumen  von  der  ys-Eben 
an  gerechnet  wird,  d.  h.  für  x  =  0  verschwindet  Die  Formel  2 
giebt  dann  das  Volumen  einer  Zone,  welche  in  der  Richtung  den 
die  Dicke  x  besitzt.  Für  x  =  a  wird  daraus  das  halbe  Ellipsoif 
=  \it  abc ;  das  Volumen  des  ganzen  Ellipsoides  ist  demnach  =  \itabt 
d.  h.  gleich  dem  Volumen  einer  Kugel,  welche  das  geometrische  Mit 
tel  aus  den  Halbachsen  a,  b,  c  zum  Radius  hat. 

b.  Das  einfache  Hyperboloid  drücken  wir  durch  die  Glei 
chung 


aus  und  suchen  das  Volumen  der  Zone  von  der  Höhe  z.  Der  Hori- 
zontalquerschnitt  am  Ende  des  z  ist  eine  Ellipse  aus  den  Halbachsen 

-  V  c»  +     und  -  Vc»  +  **,  daher 

0  c 

ab 

und  nach  Formel  1),  wenn  x  durch  z  ersetzt  wird, 

3)  r=*4(c**  +  i*^ 

c 

Für  z  =  c  ergiebt  sich,  dass  die  Zone  von  der  Höhe  c  das 
Volumen  |  n  abc  besitzt.  Construirt  man  überhaupt  aus  den  drei 
Halbachsen  a,  6,  c  einen  elliptischen  Kegel  K,  einen  elliptischen  Cylin- 
der  0,  ein  Halbellipsoid  JE  und  die  vorhin  erwähnte  hyperboloidische 
Zone  JJ,  so  gilt  für  die  Volumina  dieser  Körper  die  Proportion 

K  :  C  :  E  :  H=  1:2:3:4; 
der  bekannte  Satz  des  Archimedes  repräsentirt  hiervon  den  speciellen 
Fall  a  =  b  =  c  mit  Weglassung  von  H. 

c.   Das  getheilte  Hyperboloid  hat  zur  Gleichung 

-(!)'  -  (f  )*  +  ■■ 
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and  sein  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  z  >  c  ist  eine  Ellipse 


mit  den  Halbachsen  —  V  -er2  —  c2  und  —  V     —  C1 ,  daher 

c  c 

ab 

l7=*^(*'-c>), 

und  nach  Formel  1),  wenn  z  für  x  geschrieben  wird, 

V  =  n  ^  d*3  —  Oz  +  Const). 

Rechnen  wir  das  Volumen  vom  Scheitel  der  Fläche  aus,  so  rauss 
J~  0  werden  für  z  =  c;  daraus  folgt  Const.  =  f  cly 

R  F=*^<J*>  -  c>*  +  fc»), 

and  nun  bedeutet  V  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe  z  —  c. 
Für  z  =  2  c  ergiebt  sich,  dass  die  Kappe  von  der  Höhe  c  das  Volu- 
men \xabc  besitzt. 

d.  Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 

z2  v2 

T  +  T  =  2'; 

»ein  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  z  ist  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  V  2  az  und  V2bz,  daher  IT  =  2*Val>  .  z  und 

h  V  =  nVHÄ  .  z*  =  lUz, 

es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  unter  V  das  Volumen  einer 
foppe  von  der  Höhe  z  verstanden  wird.  Dieses  Volumen  kommt 
der  Hälfte  des  umschriebenen  elliptischen  Cylinders  gleich;  hierin 
Hegt  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  von  Archimedes  ge- 
gebenen Quadratur  der  Parabel 

e.  Das  hyperbolische  Paraboloid  mag  durch  die  Gleichung 

xa  v2 

—  -r-  =  2z 

a  b 

f Aarakterisirt  werden;  sein  Querschnitt,  in  der  Entfernung  x  sonk- 
fccht  zur  x- Achse  gelegt,  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  xy-Ebone 
*n  begrenztes  Stück  abschneidet.  Betrachten  wir  nur  das  über  der 
*¥*Ebene  liegende  Volumen,  so  ist  ü  jenes  Stück  und 

2  x9       1  fb 
ü=  2  .  —  — —  •  x  \l  —  , 

3  2a       V    a  ' 

mittun 

m  1  VT  .     i  rT 

6)  V=-—r,x*  =  TUx. 

6  aV a   .  4 
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Das  oberhalb  der  xy- Ebene  vom  Scheitel  bis  zum  Querschnitte 
U  reichende  Volumen  beträgt  hiernach  ein  Viertheil  des  umschriebe, 
nen  parabolischen  Cylinders. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzungsfläche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Curve  um  die  x-  Achse  entstanden  ist.  Der  Querschnitt  V  bildet 
dann  einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Radius  hat,  und 
wenn  wir  diese  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate  wie  gewöhnlich 
mit  y  bezeichnen,  so  haben  wir  ü  =  7t  y2  und 

7)  V  =  tc  Jy2 

Im  Fall  der  Abscisse  x  zwei  Ordinaten  yx  und  y2  >  if\  ent- 
sprechen, welche  entweder  zu  derselben  Curve  oder  zu  zwei  verschie- 
denen Curven  gehören  können,  so  beschreibt  bei  der  Umdrehung  die 
Strecke  y2  —  y{  einen  Kreisring,  dessen  Inhalt  U  =  7t(y2  —  jj 
ist;  das  Volumen  des  ringförmigen  Rotationskörpers  bestimmt  sich 
dann  durch  die  Formel 

8)  V=  7t  f te!-9f)dx. 

Als  Beispiel  diene  die  Cubatur  des  Körpers,  welcher  entsteht, 
wenn  ein  mit  dem  Radius  a  beschriebener  Kreis  um  eine  Gerad« 
gedreht  wird ,  deren  Entfernung  vom  Kreismittelpunkte  =  c  iflt 
Nehmen  wir  die  Drehungsachse  zur  x- Achse  und  lassen  die  y-Achsi 
durch  den  Kreismittelpunkt  gehen ,  so  haben  wir  als  Gleichung  dei 
rotirenden  Curve 

y  =  c  ±  Va2  —  x2 .  ,  , 
Fig.  61.  Dabei  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ol 

die  Drehungsachse  ganz  ausserhalb  des  Kreise 
liegt  oder  ihn  schneidet,  d.  h.  ob  c  >  a  oder 
"\  <<  a  ist.     Im  ersten  Falle  (Fig.  61)  sind  all' 

\  Querschnitte  Kreisringe  mit  den  Halbmessern 

"J  y2  =  c  +  Va*  —  x2 ,      as  e  —  Va2-x* 

^  mithin  ist  nach  Formel  8) 

 X  V=  ±n^f Va~2  —  x2dx 

oder 

V  =  2it  —  f  xVa2  —  x2  +  a2 aresin  — )  • 
Einer  Constanten  bedarf  es  nicht,  wenn  man  das  Volumen  voi 
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r  =  0  ab  rechnet  Für  x  =  a  ergiebt  sich  der  Inhalt  des  halben 
Ringes  =  n-a2c,  mithin  als  Inhalt  des  ganzen  Ringes 

9)  R=2n*a*c. 

Fig.  02.  Im  zweiten  Falle,  den  Fig.  62  zeigt, 

sind  die  Querschnitte  theils  Vollkreise  theils 
Kreisringe ,  je  nachdem  x  weniger  oder 
mehr  als  OD  beträgt;  der  ganze  Rotations- 
körper besteht  daher  aus  zwei  T heilen,  wel- 
che einzeln  zu  berechnen  sind.  Für  den 
ersten  Theil  ist 

y  =  c  +  Vat  —  x* , 
mithin  nach  Formel  7) 


V  =  n  J  (a*  +  c2  —      +  2c  VVi  — 


dx 


oder  durch  Ausfül  irung  der  Integration  und  Zusatz  der  Bedingung, 
dass  V  und  x  gleichzeitig  verschwinden  müssen, 

V=  *       +  c*)x  — \x*  +  cxVa'  ^tf  H-  a^c  aresin  ^\  • 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  der  von  der  Fläche  BODE  be- 
gebenen Zone  Z,  wenn  man  für  x  seinen  grössten  Werth 

OD  =  Va2  —  c2 
•efasfc;  nach  gehöriger  Zusaramenziehung  findet  man 

.         >a(2q2  +  7c2)           c2                 .  Va2-c2 ) 
!  37*   +  «Wstn  j . 

Um  zweitens  das  vom  Segmente  DE  AD  beschriebene  Volumen 
zu  ermitteln,  haben  wir  in  Formel  8) 

y2  =  C  +  V  a1  —~x~*  |        yx  _  c  __  V^2^2 
*u  nehmen,  wodurch 

F  =  2itc(x  V  a*  ~  x'2  +  a*  aresin  ~  +  Const^j 

WH  und  die  Constante  so  zu  bestimmen,  dass  V  verschwindet,  wenn 
*  seinen  kleinsten  Werth  OD  =  V«2  —  c»  erhält;  dies  giebt 

0  =  23rcjcVa2—  c2  +  «2am>m  -  4-  Const.  J 

durch  Subtraction  von  der  vorigen  Gleichung 
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V  =  2n(cxVa*  —  x'  —  c*  V  a2  —  c2) 


+  2jra2c  arcsw  arcsw 


V  «2  —  cA 

— T—r 


Für  s  =  a  erhält  man  das  vom  Segmente  DE  AD  beschriebene 
Volumen 

Va2  — c2) 


Fi  =  ^2a2c  —  %  2c2  V  «2  — c2  +  a2c 


arcsnt 


Das  Doppelte  von  Z  +  Vi  giebt  den  Inhalt  des  ganzen  Wul- 
stes; führt  man  noch  den  Winkel  ÖCD  =  6  ein,  indem  man 

Va2-c2        .  Ä 

 =  sm  ä 

a 

setzt,  so  findet  man 

10)  W=  27ta*c(7t  —  6)  +  \7ia{2a*  +  c*)sinti. 

In  dem  noch  übrigen  Falle,  wo  die  Drehungsachse  den  Kreä 
berührt,  mithin  c  =  a  ist,  liefern  die  Formeln  9)  und  10)  denseltau 
Werth,  nämlich  2:r2a3. 

Allgemein  betrachtet  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten 
lumens  zwei  Integrationen,  deren  erste  den  Querschnitt  U,  und  derai 
zweite  den  Inhalt  V  bestimmt.  Diese  Bemerkung  lässt  sich  auch  a 
die  Sprache  der  Analysis  übertragen  und  demgemäss  V  unter  da 
Form  eines  Doppelintegrales  darstellen,  doch  versparen  wir  da 
Nähere  hierüber  bis  dahin,  wo  von  den  mehrfachen  bestimmten  Int« 
gralen  und  deren  geometrischen  Anwendungen  die  Rede  sein  wird 


§.  87. 

Complanation  von  Cylinderflächen. 

In  Fig.  63  sei  OL  =  X,  LM  =  y,  LN  =  MP  =  z,  fern* 
y  =  tp(x)  die  Gleichung  der  Leitlinie  BM  eines  vertical  stehend* 
Cylinders,  und  z  =  i\)(x)  die  Gleichung  der  Directrix  eines  horizoJ 
tal  und  parallel  zur  y- Achse  liegenden  Cylinders;  beide  Cylindi 
schneiden  sich  in  der  doppelt  gekrümmten  Linie  DP,  und  wenn  im 
sich  ausser  der  beweglichen  Ebene  LMN  noch  eine  dazu  parallel 
feste  Ebene  ABC  denkt,  so  entsteht  auf  dem  horizontalen  Cylindi 
eine  begrenzte  Fläche  CD  PN,  deren  Inhalt  S  ermittelt  werden  sol 

Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  der  Abscisse  x  den  Zuwacl 
LL\  —  dx\  die  Fläche  S  nimmt  dann  um  den  Streifen  NNxPv 
=  dS  zu,  und  je  kleiner  LLX  ist,  um  so  genauer  kommt  dieser  Stre 
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fen  einem  Rechtecke  gleich,  von  welchem  NP  =  LM  ~  y  die  eine 
Seite,  und  die  Bogenzunahme  NNi  die  andere  Seite  darstellt.  Hier- 
nach ist,  wenn  arc  CN  mit  s  bezeichnet  wird, 

dS  =  yds  =  y  V  dx*  +  dz*  =  yV  1 
mithin  durch  Integration 


i) 


s 


=f,V 


1  +  z**  dx. 


Für  y  und  sf  sind  ihre  aus  den  Gleichungen  der  Curven  BM 


Fig.  63. 


und  Cilfgezogenen  Wer- 
the  <p(x)  und  p'(x)  ein- 
zusetzen ;  die  Integra- 
tionsconstante  bestimmt 
sich  durch  die  Bedin- 
gung ,  dass  S  =  0  wer- 
den muss,  wenn  x  den 
Anfangswerth  OA  erhält. 

a.  Kreisförmiges 
Klostergewölbe.  Die 
halbe  Spannweite  des  Ge- 
wölbes sei  OA  =  a  (Fig. 
64),  der  Pfeil  OC  =  h, 
AB=  b,  und  c  der  Radius  der  kreisförmigen  Wölbungscurve  CNA\ 
k  ferner  in  Fig.  65  0'  der  Mittelpunkt  des  Bogens  ANC,  O'C 
=  fc,  OC'  =  7,  so  gelten  folgende  Gleichungen: 


/  i 
*  % 

1  * 

■ 

,o  i  ;a 

rV- 

rxi  , 

'  'T 

> 

_  \y  ■ 

> 

B  -J< 

M 

l 

Fig.  64. 


Fig.  65. 


z  =  W  —  (x  +  ky  —  i, 

 c  

Vc>  — " (x  +  Je)*  ' 
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arcCN=s=  f  VT+7^dx  =  f,     °dX  , 

und  nach  Formel  1),  wenn  die  Fläche  CNP  =  S  gesetzt  wird, 

g        bc_  C xdx 

Das  letzte  Integral  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

und  daraus  folgt 

S  =  ~  J  —  <?Yc2  — (aT+fc)2  —  Ä,§  +  Cows/.  j 

Für  a?  =  0  wird  S  =  0  und  S  —  0,  mithin 
« 

0  =  ~  |  —  cV  c*  —  k2  +  Const.  j 
und  durch  Elimination  der  Constante 

S  =  -^[cjVc«  — fc2  —  V<*  —     +      |  —  fcs]  • 

Da  es  hauptsächlich  auf  die  ganze  Fläche  A  B  C  =  F  ankomm 
so  nehmen  wir  x  =  a  und  beachten,  dass 

Vc2  —  Je*  —  Vc?  —  (a  +  ky  =  h  +  1  —  1  z=h 
ist  und  dass  gleichzeitig  s  in  den  Bogen  CA  übergeht,  dessen  Ce 
triwinkel  AO'C  mit  y  bezeichnet  werden  möge;  dies  giebt 

bc 

2)  F=21(k-ky). 

Für  Stichbögen  wird  die  Formel  einfacher,  weil  dann  h  =  0  i 
b.   Elliptisches  Klostergewölbe.     Besteht  die  Wölbung 

curve  aus  einem  Ellipsenquadranten  mit  den  Halbachsen  OA  = 

OC  =  c,  so  ist 


?/  =  —x,  z  =  —  V  a2  —  x'2 . 

a  a 

Im  Falle  a  >  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  gedrücktes  i 
ergiebt  sich 


«    *  f  1/«*— »'**.» 


die  Substitution  a2  —  x2  —  a2  ti2  verwandelt  das  vorstehende  Im 
gral  in  folgendes: 
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s 


1  —  *2  +  £2w2  du, 


Entwicklung  sehr  leicht  ist.  Bestimmt  man  die  Constante 
),  da8g  S  für  x  =  0  verschwindet  und  setzt  nachher  x  =  «,  so 
•hält  man  für  die  ganze  Fläche  ABC 

i    f=!alj1+i^,(i±i)|,  „>, 

Im  Falle  a  <<  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  überhöhtes  ist, 
•giebt  sich 


r     a2  — 


Dieses  Integral  kann  ebenso  wie  das  vorige  behandelt  werden, 
xlurch  man  erhält 

(       1  -f-  A2  ) 

|  F  =  |  ab  jl  -|  —  ardanX  j ,    a  <  c, 

c.  Kreuzgewölbe  bestehen  aus  den  Stücken,  welche  übrig 
piben,  wenn  die  Flächen  der  Klostergewölbe  von  den  Flächen  voll- 


Fig.  66. 


ständiger  Tonnengewölbe  abge- 
zogen werden;  ist  z.  B.  in  Fig. 
66  ABC  ein  Theil  eines  Kloster- 
gewölbes und  ABDC  ein  Ton- 
nengewölbe ,  so  bildet  der  Rest 
BCD  ein  Stück  von  einem  Kreuz- 
gewölbe, dessen  übrige  Stücke 
diesem  entweder  congruent  oder 
auf  ähnliche  Weise  entstanden 
sind.  Mit  Hülfe  der  Bezeichnun- 
ö  ABC  ==  F,  BCD  =  F+,  arcAC  =  arcBD  =  s  ergiebt  sich 
j  F+  =  bs  —  JP, 

F  einen  der  früher  angegebenen  Werthe  hat. 


§.  88. 

i 

Die  Complanation  der  Umdrehungsflächen. 

i 

Eine  in  der  Ebene  xz  liegende  Curve  CN  (Fig.  67a.f.S.),  deren 
richung  z  =  heissen  möge,  werde  um  die  x- Achse  gedreht 
d  die  entstandene  Rotationsfläche  von  einem  verticalen  Cylinder 
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geschnitten,  dessen  Leitlinie  BM  durch  die  Gleichung  y  — 
bestimmt  ist;  der  feste  Parallelkreis  CD,  der  bewegliche Parallelkre» 

Fig.  67.  NP%  die  Curve 


der  Durchschnitt  DP 
grenzen  einFläc 
CD  PN,  von  welch« 
wir  den  Inhalt  S 
suchen  wollen. 

Wenn  OL  —  x 
LL\  =  dx  zunimmt, 
wächst  S  um  den  S 
fen  NPPYNX  =  i 
welcher  dem  Rech 
aus  den  Seiten  NP 
NN[  desto  näher  kommt,  je  kleiner  NNi  genommen  wird.  Nun 

LM      LM  y_ 

z 

mithin 

Z-  NLP  =  aresin  - 

z 

und,  da  NP  ein  mit  dem  Halbmesser  z  beschriebener  Kreisbogen 

arc  NP  =  z  aresin  —  • 

z 

Für  die  andere  Seite  des  erwähnten  Rechtecks  hat  man 
arcNNi  =  ds  s  VT+7*  dx, 


sinNLP  =  cosMLP  =  ^-=-  =  ^=r  =  - 


mithin 


dS  =  z  aresin  -  •  Vi  +  z">  dx 

z 


Fig.  68. 


!       :  G  ! 


M 


C 


und  durch  Integration 

1)  8  =J zVl+J2 aresin^ 

Die  Werthe  von  y  und  f 
aus  den  Gleichungen  der  gegeb 
Curven  zu  nehmen,  und  die  In 
tionsconstante  muss  so  bestimmt 
den,  dass  S  =  0  wird  für  X  = 

Als  Beispiel  diene  die 
nation  eines  Kugelgewölbes 
68).  Die  Curve  BM  ist  hier 
Gerade  parallel  zur  axAchse,  die 
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tirende  Curve  ein  Kreis,  in  dessen  Mittelpunkt  wir  den  Coordinaten- 
anfang  legen;  für  OB  =  5,  OB  =  c  sind  demnach  die  gegebenen 
Gleichungen 

y  =  b,    e  =  ]/  c2  — s2, 

eV  1  +  ^  =  c, 
mithin  nach  Formel  1),  wenn  S  die  Fläche  DFPN  bedeutet, 

b_ 

Vc2  —  X*' 
Bei  theilweiser  Integration  wird 


S  =  c J aresin  tt==  d  x. 


S  =  cx  arcsm  ■  r  —  oc  /   ,  A  ■ 

\AC2  _X2  J  (C'2  —  x*)  Vc'1  —  b2  —  x> 

in        b       -  bc  f\    °Q  il 
m  V  ca  _  a;2        V  L2  — z2      J  Vc2  —  62  — 


=  ca;  arcsin 


oder,  wenn  man  wieder  eine  Integration  ausführt, 
S  =  cx  arcsin    .  -f-  bc  arcsin 


Vc'2  —  x*  V  c2  -  6* 

-W/  * 

«/  (c2  —  x2)  V  c2  —  62  — 

Setzt  man  in  dem  noch  übrigen  Integrale  x  =  V  c2  —  62  «inw, 
m  wird 

 dx  __    C  du  

(^3  —  ^2)  yc<i  __J)2_X2  ~~  7  C2CO.S2W  +  62SW2U 

=  -i-  ardan       tanu}  =  -j—  aretan  — --  — 

&c  \c        J       bc  eye1  —  b2  — s2 

und  daher  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

c  x 
S  —  cx  arcsin  ■  ,  +  bc  arcsin 


V  c2  —  x2  V  c2  —  b2 

b# 

—  c2  aretan    ■  .  , 

cVc2  — b2  — rc2 

wobei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  S  und  x  gleich- 
zeitig verschwinden  sollen.  Geben  wir  dem  x  einen  grössten  Werth 
0A  =  a  und  bezeichnen  die  Fläche  JDEGF  mit  F,  so  wird 

F  —  ac  arcsin  - ;  +  bearestn  t 

,  V  c2  -  a2  Vc2  — b2 

ab 

—  c2  aretan    ,  ,  • 

cy  C2  —  aa  —  53 

Siblömllcb,  Aimlysii.  f.  26 
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Diese  Formel  gewinnt  an  Eleganz  durch  die  Bemerkung,  dass 

ab  .    /      b  a  \ 

arctan    ■  .  —  arcsin  (    .  •    .  ) 

ist,  und  man  kann  daher  schreiben 

2)  F=  c(aa  +  bß  —  cy), 

wobei  die  Bögen  a,  ß,  y  durch  die  Gleichungen 

IE  .    a  g 

Vc*  —  a2  V  c-2  —  fc2 

smy  =  sma  sin  ß 

bestimmt  sind. 

Die  allgemeine  Formel  1)  vereinfacht  sich  wesentlich  in  de; 
Falle,  wo  es  auf  den  zwischen  den  positiven  Theilen  der  Coordim 
tenebenen  enthaltenen  Octanten  der  Rotationsfläche  ankommt,  w 
mithin  die  Curven  BM  und  CN  congruent  sind.  Für  y  —  z  wir 
nämlich 


0  =  |»  fyVl+tf*  fix, 


demnach  ist  die  Oberfläche  einer  durch  vollständige  Umdrehung  ent 
stan denen  Zone 

4)  Z=2n  j yYl+tf*  dx. 

Als  Beispiel  diene  das  abgeplattete  Ellipsoid,  dessen  Meri 
dian  zur  Gleichung  hat 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

V  tf*  -  b*  _ 
b        ~  A' 

so  erhält  man  zunächst 

Z=2%J Vh*  +  k*x*  dx 
und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration 

Z  ==  it  jaV&'  +  il2*2  +  Ol  i(xx  +  Yb*  +  JL*x*)  +  Const-\ 

Rechnet  man  die  Zone  von  der  Aequatorebene  an,  so  muss  e  =  0 
werden,  wenn  x  =  0;  dies  giebt 
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Für  x  =  b  erhält  man  die  Oberfläche  des  halben  abgeplatteten 
Ellipsoides;  die  gesammte  Oberfläche  ist 


5) 


Wenn  die  rotirende  Curve  so  beschaffen  ist,  dass  der  Abscisse  x 
mi  verschiedene  y,  etwa  y,  und  y2  entsprechen,  so  entstehen  zwei 
Fig.  69.  Umdrehungsflächen,  deren  Grössen  einzeln  be- 

stimmt werden  müssen.    Wie  man  diese  Bemer- 
B'  kung  anzuwenden  hat,  mag  folgendes  Beispiel 

\  zeigen. 

\  Die  rotirende  Curve  sei  ein  mit  dem  Halbmes- 

r-----   JA  ser  AC  =  a  beschriebener  Kreis  (Figur  69), 

J  dessen  Mittelpunkt  um  CO  =  c  von  der  Dre- 

hungsachse  entfernt  liegt.    Im  Falle  c  >  a  ist 
v'  für  alle  Punkte  des  Quadranten  AB: 

y,  ss  c  -f  Vaa  — «2, 

=  2n  f(c  +  V  a2  —  *2)        2  da 
«/  V  a2  — 

=  2tc  ^ac  aresin  ~  +  ax  j , 

lobei  es  keiner  willkührlichen  Constanten  bedarf;  für  x  =  a  erhält 
man  die  vom  Quadranten  AB  beschriebene  Fläche 

B2  =  2%a(\%e  +  »). 

Die  Punkte  auf  dem  Quadranten  AD  bestimmen  sich  durch  die 
Gleichung 

y1  =  c  —  VflJ  —  x2 
und  daraus  findet  man  für  die  von  jenem  Quadranten  beschriebene 
Fläche 

.  Bi  ss  2%a{\%e  —  a). 

Das  Doppelte  von  B^  -\-  B$  giebt  die  Gesammtoberfläche  des 
entstandenen  Ringes,  nämlich 
6)  B~4n*ac. 

Im  Falle  c  <^  a  (Fig.  70  a.  f.  S.)  besteht  die  Oberfläche,  welch 
der  Kreisbogen  BEAT)  beschreibt,  aus  den  drei  von  BE,  EA  uncT 
A  D  erzeugten  Flächen.    Um  die  erste  zu  erhalten  geben  wir  in  der 
Formel 


2o  --  2  na  je  aresin  ~  -f  x 


26* 
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dem  x  seinen  grössten  Werth  OD  =  V  a2  —  c2 ,  woraus  folgt 


I  V~ä 
Z>  =  2 % a  ,c aresin  


4-  V  a2  —  c-j 


Fig.  70. 


Für  alle  Punkte  des  zweiten 
EA  ist 


y  =  c  +  Va2  —  z2, 


mithin 


</  Vo2- s2 


05 


=  2na\c  aresin  1-  x  +  CW.  , 


8 


wobei  die  Constante  so  bestimmt  werde 
muss,  dass  Z  =  0  wird,  wenn  a;  sein« 
kleinsten  Werth  OD  erhält.    Dies  giebt 

.  V  as  —  C« 


Z  =  2na\e  aresin  c  arcsm 

(  a 


+  s  —  VV2-cs 


und  für  x  —  a  erhält  man  für  die  vom  Bogen  EA  beschrieben 
Fläche 


Z\  ss  2%a\\%c  Ar  a  —  V a2  —  c2 


c  arcsw 


Endlich  werden  alle  Punkte  auf  J.D  durch  die  Gleichung 

y  =  c  —  Va1  —  £2 
bestimmt,  mithin  ist  hier 


da; 


Z  —  27t  f  (c  —  V  a*  —  x*)  n/  a 

=  2  :r  a  je  aresiw  —  —  «4"  ^önsf.  | ; 

giebt  man  der  Constanten  einen  solchen  Werth,  dass  Z  verschwindet 
für  x  =  OD  und  nimmt  dann  x  =  a,  so  erhält  man  für  die  vom 
Bogen  AD  beschriebene  Fläche 

Z0  =  2  7ia  ^litc  —  a  +  V  a- —  c*  —  carcsin  

Die  Oberfläche  des  ganzen  Wulstes  ist  das  Doppelte  von  Z0  4  & 
4~  ^2  >  durch  Einführung  des  Winkels  0  CD  =  ü  wird  hieraus 

7)  W=  ±7ta{c(7T  —  Ü)  +  asinO}. 
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Im  letzten  Falle  c  =  a,  0  =  0  liefern  die  Formeln  6)  und  7) 
denselben  Werth  4jt2a2. 

Wenn  die  Fläche,  deren  Complanation  verlangt  wird,  weder  eine 
cylindrische  noch  durch  Umdrehung  entstanden  ist,  so  führt  das 
Problem  auf  Doppelintegrale ,  deren  Behandlung  einem  späteren  Ca- 
pitel  vorbehalten  bleibt. 
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Cap.  XV. 

Die  einfachen  bestimmten  Integrale. 

§.  89. 

Definitionen  und  Werthbestimmungen, 

Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  64  wieder  an,  de 
zufolge  unter  dem  Symbole 

b 

fix)  dx 


ß 


der  Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die  Summe 

1)  /(«M  +f(a  +  «i)     +/(a  +  6\  +  d2)  d,  +  

 +    +  *  +  + 

convergirt,  wenn  die  Grössen  ö\,  ö*2,  .  .  .  6*B  der  Null  näher  n 
näher  kommen ,  während  sie  immer  der  Bedingung  öx  -f  4j  +  ^  - 
'  -  '  -\-  dn  z=  b  —  a  genügen  müssen.  Zugleich  erinnern  wir  « 
die  geometrische  Bedeutung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass 
als  Abscisse  und  y  —  fix)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  ai 
gesehen  wird ;  es  ist  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  d< 
Fläche,  welche  die  Strecke  b  —  a  der  Abscissenachse  zur  Basis  ha 
seitwärts  durch  die  Ordinaten  f(a),f(b)  und  oberhalb  durch  die  g» 
nannte  Curve  begrenzt  wird  (Fläche  AB  DG  auf  S.  303).  Spät* 
ergab  sich,  dass  das  bestimmte  Integral  auch  als  Differenz  zweit 
Specialwerthe  des  unbestimmten  Integrales 

2)  j f(x)dx  =  Fix)  +  Const. 

betrachtet  werden  konnte,  und  es  war 

b 

3)  ff(x)dx  =  F(b)  -  F(a), 
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unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  f(x)  innerhalb  des  Inter- 
valls von  x  —  a  bis  x  =  b  keine  Unterbrechung  der  Continuitat 
erleidet.  —  Welche  von  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  man  als  die  primäre  wählen  will,  ist  an  sich  gleichgültig; 
wir  entscheiden  uns  für  die  erste,  weil  sie  in  gewisser  Rücksicht  die 
allgemeinere  ist.  Die  zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass 
man  das  unbestimmte  Integral  von/(x)dx  bereits  kenne,  und  hierin 
liegt  wiederum  die  Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Function 
f{x)  bekannt  sei;  eine  solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  De- 
finition nicht  statt,  es  reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  x  von  X  — 
a  bis  x  =  b  entsprechende  y  angebbar  ist,  gleichgültig,  wo  man  es 
herbekommen  hat.  Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen 
regellosen  (nur  wenigstens  zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier 
wirft,  weiss  nach  der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des 
bestimmten  Integrales,  da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstan- 
den ist,  er  kann  den  Werth  desselben  nach  §.  66  oder  auf  mecha- 
nische Weise  (mittelst  eines  sogenannten  Planimeters)  sehr  genau  fin- 
den, während  dies  nach  der  zweiten  Definition  erst  dann  geschehen 
könnte,  wenn  die,  vielleicht  gar  nicht  angebbare  Gleichung  der  ent- 
standenen Curve  bekannt  wäre. 

In  allen  Fällen ,  wo  sich  der  Werth  des  unbestimmten  Integra- 
ls j*f(x)dx  entwickeln  lässt,  ist  es  natürlich  das  Einfachste,  das  be- 
stimmte Integral  aus  dem  unbestimmten  herzuleiten.  Wir  geben 
feu  einige  Beispiele. 

Mittelst  der  Fundamentalformel  6)  in  §.65  erhält  man  sehr 
leicht 

a 

Ii)  f     **  =—t 

J  «*  +  x*       4  a  ' 


J  «2 


(lX  71 


+  &       2  «  ' 

*)  Es  bedarf  wohl  kaum  der  Bemerkung,  dass  unter  einem  Inte- 
Ne  von  der  Form 


ff(x)dx 

a 

fler  Grenzwerth  zu  verstehen  ist,  welchem  sich  das  Integral 

6 


ft\x)dx 
anendlich  wachsenden  b  nähert. 
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die  Formel  10)  §.  65  liefert 

et 

dx 

3) 


(•      dx  7t 

J  ya*-x*-  T 


Aus  der  Reductionsformel  8)  in  §.  73  ergiebt  sich  für  a  =  \ 
b  =  —  1,  n  =  1 

j —  x)'dx 
xm~l(l  —  x)'  +  l       m  —  1 


+  7T^  J  x    (1  ~  *ydXi 


s  -f  m 

führt  man  die  Grenzen  X  =  1,  z  =  0  ein  und  setzt  voraus,  du 

m  —  1  und  s  -|—  1  positiv  Bind,  so  erhält  man  einfacher 
i  i 

J xm~l{\  —  x)s  dx  =  Jxm~2{l  —  xYdx. 

0  0 

Bei  ganzen  positiven  tn  lässt  sich  diese  Formel  (tu  —  l)mal  dm) 

einander  anwenden;  dies  giebt 

i 


J  xm~x(\  —  x)' 


dx 

o 

m  —  1      m  —  2 


 1 —   /  (1  —  x)'dx. 

s  +  2  J  ' 


8  4-  m  8  -\-  m  —  1      8  4-  3 

■  o 

Der  Werth  des  noch  übrigen  Integrals  ist,  unbestimmt  genommen, 

=  -  j-i^  (1  -  *Y  +  i  +  Cons*., 

daraus  folgt,  weil  s  +  1  als  positiv  vorausgesetzt  wurde, 

l 

(1  —  xYdx=-  1 


5  +  1 

0 

Substituirt  man  dies  und  nimmt  s  +  1  =  a,  so  gelangt  man  r 
dem  Resultate 
i 

4)  f - =  1  ■ 2 :*■■:}"-  1}  rv «>c 

a(a  -f  1)  , . ,  (a  +  «  —  l) 

0 

Aus  der  vorhin  benutzten  Reductionsformel  erhält  man  ferne 
für  a  =  1,  b  =  —  1,  n  =  2,  s  =  —  | 

 Jj7T^T> 

_  __  xm   2  Vi  —  x*      m  —  2    P  xm~*dx 
w  —  1  m  —  1  7         —  ^2* 
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Schreibt  man  m  für  m  —  1  und  führt  die  Grenzen  x  =  1  und 
x  =  0  ein,  so  wird  einfacher 

/'    xm  dx    m  —  1    P  xm-Qdx 

V 1  ~      ~     m    J  Vi  —  x1 

0  0 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man ,  je  nach- 
dem iw  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

i  i 

/dx  n     P  xdx 

Vi  -x*- 2'7  \  V  —    ~  ' 


ü  0 

und  damit  gelangt  man  zu  folgenden  Ergebnissen 
l 


/xmdx         1  .3.5...  (m  —  1)  7C 
VT=7.  =      2  .  4  .  6  ■  ■  ■  ■  ,„      2'  (m  gerade)' 

o 

P    xmdx  2.4.6...  (fN  —  1)   .  .  N 

'        J  VT=7>  =     3  .  5  ■  7  ■  .  .  ■  m    '  (W  "Dgerttde)- 

0 

Wir  machen  ferner  Gebrauch  von  der  Reductionsformel 

/xme—ar  m  n 

xm  e-ax  dx  __  _  L  —  /  Xm-le~axdx 

and  führen  die  Grenzen  x  =  cc  und  #  =  0  ein.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  tn  und  a  positive  Grössen  sind,  verschwindet  das 
froduct  xme~ax  sowohl  für  x  =  <z>  als  für  x  =  0,  und  daher  wird 


J xme-axdx  =  ~  y°  a^-ie-«*^. 

0  0 

Bei  ganzen  positiven  m  führt  die  wiederholte  Anwendung  dieser 
Formel  auf  das  Integral 

')  f  e-axdx=~,  a>0 

o 

«od  daher  wird 


1  .  2  .  3  .  .  .  m 

=  ^rn  .  «>°- 


Die  Fundamentalformel  8)  in  §.  65  liefert  durch  Einführung  der 
Grenzen  u  =  J  jt  und  w  =  0 


du  71 


r  

J  a2cos*u 


+  ß*sin*u       2  aß 
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Endlich  benutzen  wir  noch  die  beiden  Formeln 

1  //„  o  i  ctcosßu  —  ß  sinß  u  m  .  _ 
e~«»cosßudu  =  Kg2  t  ß2         e       +  G 

«sm/Stt  +  ßcosßu 

und  nehmen  erst  u  =  oo  dann  tt  =  0.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  «  eine  positive  die  Null  übersteigende  Grösse  ist,  verschwinden 
die  Producte  e~aucosßu  und  e-au  sinßu  für  u  =  oo ,  und  ei 
bleibt 

10)  fe-«uC0SßU(lu  =  _J^}  a>0j 
o  '  ' 

CO 

11)  J  e~((u  sinßu  du  =  -^-jv  «>0. 


§.  90. 

Fundamentaleigenschaften  bestimmter  Integrale. 

I.  Behält  die  Function  f(x)  innerhalb  des  Intervalles  x  —  fl 
bis  x  =  b  dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  letzteres  den  Grögseo 
f(a)if{a  4"  •  •  -  f(a  +  ^i  4"  *  +  $n-i)  gemeinschaftlich  zu 
und  ebenso  dem  Integrale  zwischen  jenen  Grenzen.  Geometrisch 
heisst  dies ,  eine  Curve  mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  nega- 
tiven Ordinaten  besitzt  eine  positive  resp.  negative  Fläche. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen 
Ausdruck  von  der  Form 

f(x)  =  A<p(x)  -f  Bty(x) 
an ,  so  entsteht  ein  Aggregat  von  zwei  Summen ,  welches  sich  zu 
einer  einfachen  Summe  zusammenziehen  lässt;  man  erhält  nämlich 
b  b  b 

1)    j  {Ay(x)  -f  Bi\>{x))dx  =  A J q>(x)dx  -f  B  J il>(x)dx. 

a  a  a 

Zu  demselben  Resultate  führt  die  Gleichung  3)  des  vorigen  Para- 
graphen, wenn 

j <p(x)dx  es  0(x)  -f  öi,  j  1>(x)dx  =  W(x)  +  d  J 
gesetzt  wird. 
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Aus  den  beiden  vorigen  Bemerkungen  zusammen  folgt  ein 
häufig  gebrauchter  Satz.  Nehmen  wir  an,  in  dem  bestimmten 
Integrale 

b 

f(x)dx 


ß 


sei  f(x)  ein  Product  zweier  stetigen  Functionen  <p(x)  und 
deren  erste  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  b  für  x  =  ct  ihren  grössten 
und  für  x  =  ß  ihren  kleinsten  Werth  erhalten  möge,  so  ist  für  jenes 
Intervall  <Jp(«)  —  <p(x)  positiv,  (p(ß)  —  q>(x)  negativ,  ferner,  wenn 
von  a  bis  b  positiv  bleibt,  auch  [<p (a)  —  <jp (x)]  # (x)  positiv, 
dagegen  [<p(ß)  —  q)(x)]rl>(x)  negativ.    Nach  dem  Obigen  ist  nun 

fop(a)  —  q)(x)]i>{x)dx  positiv;  J  [<p(ß)  —  <p(x)]  i\>{x)dx  negativ; 

a  a 

durch  Integration  der  einzelnen  Theile  giebt  dies 

b  b  b 

2)     9>(«)  Ji>(x)äx>  J  (p(x)tp(x)dx>(p(ß)  J  i>(x)dx. 

a  a  a 

Will  man  aus  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  bilden,  so 
lasse  man  in  dem  Ausdrucke 


b 

qp(Ö y  i>(x)dx 


die  willkührliche  Grösse  |  das  Intervall  a  bis  6  durchlaufen  und  be- 
achte, dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 

<p(x)ty(x)dx 


f< 


a 


ird;  wegen  der  Stetigkeit  von  muss  es  daher  einen  zwischen 

'<  und  b  liegenden  Werth  vou  £  geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 
gleich  werden.  Diesen  Werth  von  {  können  wir  mit  a  +  &  (b  —  a) 
^zeichnen,  wo  #  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 
die  Gleichung 

b  b 

3)        J  (p(x)ilf(x)dx  =  (p[a  +  #(&  —  o)]  J  ty{x)dx, 

a  a 

und  zwar  unter  der  Determination,  dass  cp(x)  stetig  und  t(;(x)  stetig 
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und  zugleich  positiv  bleibt  von  x  =  a  bis  x  =  b.  Beispielsweis 
ist  nach  diesem  Satze 


/ 


.  a?"1   1  dx  =  sm  — — -  •   , 


4  01 

woraus  u.  A.  folgt ,  dass  der  Werth  des  Integrales  für  unendlic 
wachsende  m  gegen  die  Null  convergirt,  was  man  auf  anderem  Weg 
nicht  so  leicht  finden  würde. 

Nimmt  man  einfach  il>(x)  =  1,  so  wird  aus  Nro.  3) 

4)  J  <p(x)dx  =  (b  —  a)(p[a  +  #(b  —  a)]; 

a 

die  geometrische  Deutung  hiervon  ist  sehr  einfach  (vergl.  §.  8,  Nr.  2, 
II.  Betrachten  wir  nun  die  Veränderungen,  welche  im  bestimm 
ten  Integrale  entstehen,  wenn  das  Integrationsintervall  zu-  oder 
nimmt.  Aus  der  ursprünglichen  Definition  des  bestimmten  Int 
les  folgt  die  nachstehende  auch  geometrisch  leicht  zu  erkli 
Gleichung : 

b  C  c 

5)  Jf{x)dx  +  J f(x)  dx  =J fix)  dx 

a  b  a 

und  umgekehrt 

C  C  b 

Jf(x)dx  —Jf{x)dx  =  jf(x)dx. 

a  b  a 

Setzt  man  in  Nro.  5)  c  =  a  und  berücksichtigt ,  dass  jederzeit 

a 

Jf(x)dx  =  0 

a 

sein  muss,  so  folgt  noch 

b  a  ♦ 

6)  ff(x)dx=- f/W*. 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschaften  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  in  §.  89  zu  verifiziren. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende  Bemerkung.  Nach 
Nro.  5)  hat  man 

Jf{x)dx  =  Jf(x)dx+  Jf(x)dx; 
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entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite,  indem  man  der  Ein- 
fachheit wegen  dt  =  d2  .  .  .  s=  dn  =  d  setzt,  so  ist  in  jedem  Falle 

Ö  =  -—  und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  bildet  den 

Grenzwerth  von: 

m-r)*  +/o»-y  +  «)*  +/&»— r +2«)*  +  


•  •  •  • 


f/G»  +  r)A        +         +/(ft  +  y_2ö)<$  +  

 +  f(u  +-  y  —  n —  1  d)öt 

wobei  die  dem  zweiten  Integrale  entsprechende  Reihe  die  umgekehrte 
Anordnung  erhalten  hat.    Ist  nun  für  jedes  £ 

')  /(f*-!)=/(f*  +  ö, 

•o  wird  die  zweite  Reihe  der  ersten  gleich  und  es  folgt  daraus  : 

y  « 

8)  j  f{*)dx  =  2  j  f{x)dx. 


Ist  dagegen 


a)  /(**  -  Ö  =  - /ö* -!- ö, 

»o  heben  sich  alle  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  und 
es  bleibt: 

10) 


/f+r 

y  /(«)  4* = o. 


Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebniese  ist  folgende: 
wenn  /(^ —  |)  —  f({i  +  so  besteht  die  zu  quadrirende  Curve 
ws  zwei  congruenten  Theilen  von  gleicher  Lage  CN und  DN,  Fig.  71, 
wo  0M  —  ii  und  AM  =  y.  Die  Fläche  ABDNC  beträgt  daher 
tas  Doppelte  von  der  Fläche  AMNC\  wenn  dagegen  —  |) 
=  — /(fl  -|-  |),  so  sind  jene  Theile  zwar  ebenfalls  congruent,  aber 
yon  entgegengesetzter  Lage;  die  entsprechenden  Flächen  AMC  und 
Fig.  71.  Fig.  72. 


B31D  besitzen  dann  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Vorzeichen 
(Fig.  72),  es  ist  mithin  die  Fläche  ACMDB  =  0.  Nach  diesen 
Bemerkungen  findet  man  z.  B.  ohne  alle  Rechnung,  dass 
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ebenso,  dass 


/  cosmxclx  ==  2  /  cosmxdx 

sein  muss,  ferner  bei  ganzen  und  positiven  n: 

n  fr 
cos*""1  x  dx—0,  j  sin1"-'  x  dx  =  0. 

III.  Hier  ist  zugleich  der  Ort,  um  die  Bedeutung  des 
ten  Integrales 


n 


f(x)dx 


für  den  Fall  zu  erörtern,  dass  die  Function  f{x)  innerhalb  des  Ii 
tegrationsintervalles  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleide 
Tritte  eine  solche  ein  für  x  =  x,  wo  &>x>a,  so  kann  man  nac 

Nro.  5)  die  Zerlegung 

b  x— o  b 

ff{x)dx  =  ff(x)dx  +  f/(x)dx 

{  1  %  +  0 

73  vornehmen,  die  geometrisch  bedeut« 

dass  die  über  der  Strecke  AB  =  b  — 
(Fig.  73)  stehende  Fläche  ABDUL 
aus  zwei  Theilen  AKLC  und  KBD. 
zusammengesetzt  ist,  und  dass  KL  - 
/(x  —  0)  die  letzte  Ordinate  des  erst* 
und  KM  =  /(x  -f  0)  die  erste  Orc 
nate  des  zweiten  Stückes  sein  soll.  Sta 
der  obigen  Gleichung  lässt  sich  die  folgende  setzen: 
b  x—e  b 

J f(x)dX  =  IA*»\f  f(?)dx  +  JA*)**  |» 

wenn  man  unter  8  und  t  zwei  in  Null  übergehende  Grössen  versteh 
Will  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 

f(x)dx  =  F(x)  +  Const 


K 
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insführen,  so  wird  in  diesem  Falle 
b 


11) 


J f{x)  dx  =  F(b)  —  F(ä)  -  Lim  j  F(x  +  ö)  -  F(x  -  e)  J , 

a 

Jso  gilt  dann  die  Gleichung  4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr ,  sie  be« 
Urf  im  Gegentheil  einer  Correction.    So  wäre  es  z.  B.  unrichtig, 

dx  1  1  =_2 


(1  —  #)*       l  —2  1—0 

»tzen  zu  wollen ,  ohne  zu  beachten ,  dass  die  Function  — — — -  für 

(1  —  x)2 


=  1  discontinuirlich  wird;  der  wahre  Werth  ist 


Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 

b 

*dx 


nehmen,  wobei  eine  reelle  Curve  zu  einer  imaginären  Fläche 
time;  man  muss  im  Gegentheil,  da  —  für  x  =  0  eine  Unterbrechung 
fcContinuität  erleidet,  die  Rechnung  so  stellen: 

b 

|  J~  dx=zlb  —  l{—b)  —  Lim  j?(0  +  d)  — 7(0-  e)J 

,a  d  und  e  auf  beliebige  Weise  in  Null  übergeführt  werden  dürfen, 

|  ist  -r  eine  unbestimmte  Grösse ,  mithin  der  Werth  des  obigen 

itegrales  so  lange  nicht  genau  bestimmt,  als  man  keine  Voraus- 
tzung  darüber  macht,  wie  £  und  d  zu  Null  werden  sollen.  Die- 

*  Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
» Integral ,  geometrisch  betrachtet ,  die  Differenz  zweier  unend- 
ihen  Flächen  ist  und  der  Au-druck  oo  —  oo  immer  den  Charakter 
fr  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  s  •=.  fi,  so  ergiebt  sich  der  so- 
foannte  Hauptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  =  0.  Man 
Ne  denselben  auch  dadurch  gefunden  haben,  dass  man  mittelst 

*  Formel 
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—  =  1 1  +  Const, 
x 


integrirt  hätte,  welche  sich  durch  Differentiation  als  richtig  ausweiß 


§.  91. 

Substitution  neuer  Variabelen  in  bestimmten  Integralen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Inte 
gralen  eine  neue  Variabele  durch  Substitution  einführen,  nur  sin< 
dabei  die  entsprechenden  Aenderungeu  der  Grenzen  zu  beachten.  Setz 
man  nämlich  in  dem  Integrale 

6 


f[(p(x)]  dx 

a 

<p(x)  =  y,  so  erhält  man  wie  früher  (in  §.  66,  III.)  x  =  qf>(jf) 
dx  =  ty'(y)dy\  ist  nun  x  =  a  geworden,  bo  hat  y  den  Werth  (p{a] 
angenommen,  der  oberen  Integrationsgrenze  x  —  b  entspricht  auJ 
gleiche  Weise  y  =  qp(b)  und  man  hat  daher 

6  ip{b) 

1)  J  ftom  dx^j  MW®** 

a  tp{a) 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen  lässt,  so  ist 
zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohne 
dassman,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  y-=  (pfa 
rückwärts  anzuwenden  nöthig  hätte. 

So  ergiebt  sich  z.  B.  für  cp(x)  =  hx  +  & 
b  bh  +  k 

2)  ff  (fix  +  fc)  dx=j- ff(g)dr, 

a  ah  +  k 

specieller  für  a  =  0  und  b  =s  1,  und  umgekehrt  geschrieben 

h  +  k  1 

J  f(y)dy  =  h  JfQix  +  tydx, 
oder,  wenn  fc  =  a,  h  —  ß  —  a  gesetzt  wird: 


a 
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wodurch  ein  Integral  mit  beliebigen  Grenzen  auf  ein  anderes  mit 
!  den  Grenzen  0  und  1  zurückgeführt  ißt.    Setzt  man  weiter 


x  =  — ^ — ,  also  z  = 


1+*'    °  1-*' 
so  erhält  man  zunächst 

,  ,A       K  _  „         _  /a  4-  ß  z\  dz 

fean  ferner  x  =  0  und  x  =  1  geworden  ist ,  so  hat  z  die  Werthe 
2=0  und  z  =  l  —  oo  angenommen;  demnach  wird  aus  Nro.  3): 

«  0 

und  man  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  auch  die  Grenzen 
Cond  oo  verschaffen. 

Setzt  man  ferner  in  dem  Integrale 

'IT)  =  x,  mithin  z  =  e~x,  dz  =  —  e~xdx,  bo  geht  dasselbe 

öier  in 

— £ xm  e~axdx  —  -\-  J xme~axdx\ 

h  Werth  des  letzteren  Integrales  kennt  man  aus  §.  89 ,  Formel  8) 
■  den  Fall,  dass  m  eine  ganze  positive  Zahl  und  a  ^>  0  ist,  daher 


0 

Mit  Hülfe  der  Substitution  sinn  =  x,  u  =  aresin  x,  du  = 
''••Vi  —  #2  erhält  man 

y/°    xm  dx 
sinmudu=JVT=7>' 

o  o 
^  80  ist  das  Integral  auf  ein  bereits  entwickeltes  zurückgeführt 
1  89,  Nro.  5  u.  6).    Gleichen  Werth  hat  auch  das  Integral 

I 

cosm  v  dv, 


j 


o 

Substitution  v  =  \  7C  —  u  zeigt. 

*chlömtlch,  Analy.ia.   I»  27 
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Kino  wesentliche  Modification  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege- 
bene  Umwandlung  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  q>(x)  =  y,  nach 
X  aufgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  nämlich  der  Werth 
von  y  nicht  rückwärts  wieder  eingesetzt  wird,  so  bleibt  hier  & 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  für  x  genommai 
werden  soll.  Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit  weg« 
geometrisch,  nämlich  y  —  <f(x)  als  Gleichung  einer  Curve,  so  bedc 
tet  die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  dass  nicht  wie  früher 
Abscisse ,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der  beide 
Coordinaten  sein,  die  Curve  also  gewissermaassen  über  der  On 
tenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soll, 
nun  einer  Ordinate  y  nur  eine  Abscisse  x  oder  mehrere  x  entsprecb 
das  hängt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie  ab.  Wenn  die 
von  x  =  a  bis  x  =  b  nur  steigt  oder  nur  fallt,  also  <p'(x)  sein  Va 
zeichen  nicht  wechselt,  so  gehört  zu  jedem  neuen  x  ein  neues; 
ebenso  umgekehrt  zu  jedem  y  ein  einziges  x\  es  existirt  in  die 
Falle  nur  eine  reelle  Umkehrung  der  Gleichung  y=<p  (x),  und 
Umkehrung  x  =  ist  die  in  der  Formel  1)  vorkomr 


Fig.  74. 


G 
N 


y 

c 

V 

I) 

A   M  l 

r 

.  B 

Wenn  dagegen  die  Curve  jf 
q>  (x)  innerhalb  des  Intern 
x  =  a  bis  x  =  b  ein 
oder  ein  Minimum  hat,  we 
für  x  =  £  eintreten  möge,  so  fb 
den  sich  über  x  —  |  hinaus  d 
früheren  Ordinaten  wenigst« 
zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Fi« 
74,  für  OF=l  OM=xy  Ol 
=  xx ,  die  zu  a;<f  gehörende  Ordinate  M P  =  y  gleich  der 
#i  >  f  gehörenden  Ordinate  Mx  Px ;  umgekehrt  giebt  es  also 
ON  =  y  zwei  entsprechende  Abscissen  NP  =  X,  NPi  —  I 
die  wir  durch  (y)  und  % (y)  unterscheiden  wollen;  von  diesen  bei 
Umkehrungen  x  =  ip(y)  und  X  =  %(y)  ist  die  erste  da  zu  nehn* 
wo  #<C£  sein  muss,  die  zweite,  wenn  man  weiss,  dass  #>£ 
soll.    Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral  wie  folgt: 

Jft9(xy}dx  = ff[<p(x)]dx  +  ff[<p(x)]dx, 

a  a  £ 

so  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  x<^£,  im  zweiten  £> 
also  dort  x  =  ty{y\  hier  x  =s  einzusetzen;  die  Transformata 
geschieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 
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«  ?  ■  v  ^  i 

Ganz  ähnBch  ist  die  Sache  in  dem  Falie?  wo  zwischen  ST  —  /i 
ind  J  =  m  ehrer  r  Maxim*  und  Minima,  mitbin  auch  mehrere 
Jmkehrungen  stiittfinden ;  sind  |5,  £j,  .  .  .  &  die  Werthe  von  3*>  für 
reiche  jene  Maxiina  und  Minima  eintreten,  so  zeriegt  man  das  ur- 
prüDgliche  Integral  in  eine  Reihe  anderer  von  x  —  a  bis  x  == 
t  =  £j  bis  x  —  |j  etc.  und  substituirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  Umkehrung  der  Gleichung  y  =  f>(x),  welche  dem  betreffenden 
iBtegrationsintervalle  entspricht 

Ein  paar  allgemeine  Beispiele  zu  dieser  Regel  sind  folgende, 
fa  sei  erstlich  <f  (x)  =  x2  4-  2  rx,  a  =  —  x  ,  &  —  x  *  s0  tritt 
in  Maximum  ein  für  r  —  —  r  und  aus  x-  -f-  2  r.r  =  y  folgen  die 
eiden  Werthe 

x=  —  r  —  W  +  t/,  x  =  -  r  +  V  r*  +  y, 
welchen  der  erste  <^  —  r,  der  zweite  ^>  —  r  ist;  nach  diesen 
temerkungen  hat  man 


ß 


f(x*  +  2  rx)  dx 


-r  x 

2  rx)  rfx 


—  ao  — r 

—  r8  +  so 


&d  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  IntegrationB- 
fenzen  vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
M»  so  ist 

JfV  +  2rx)dx= jm  y^tz ' 

—  oo  — r2 

h y  =  r«  (^2 —  i)  erhält  man  noch: 

\  f f(x*  +  2rx}dx  =  2r J*f[r*(z*  —  l)]de. 

—  oo  0 

Es  Bei  zweitens  <p(x)  =  yx  -\-  — ,  a  =  0,  6=oo,  ao  tritt 


L._yr. 


ein  Minimum  ein;  wir  setzen  daher: 


27' 
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f(YX  +  f )  dx 
Vf 

=Mr* + 7)  **  +fdr  +7)**- 

ff 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  y#  +  ~  ~  V  sm(*: 
und  daher  wird  aus  der  obigen  Gleichung  die  folgende : 


2Vay 

oder  nach  gehöriger  Reduction: 

ff(yx  +  ±)dx  =  L   fM  J^L_. 

Nehmen  wir  weiter  VV2  —  4 ay  =  zy  so  ergiebt  sich  noch: 

00  00 

6)        ff(y*  +  =  J J'f(V4ay  +  **)de. 

0  0 

Hieraus  lassen  sich  noch  mancherlei  andere  Transformationsform 
ableiten;  für  f(u)  =  F  (jf^"^)  ^Igt  z-  B-: 


00  00 


für  /(w)  =  ^(u2  —  2  «  jO  dagegen  ergiebt  sich  aus  Nro.  6) 

o  0 
und  wenn  man  a2  —  a,  ß2  =  fe,  #2  =  w,  #2  =  *  setzt: 
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9        C  +  ftu  +  cii*)  VT  =  VT/9  G  +  2Vac+t)  VT* 

Diese  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  die  vielfache  Umwandel- 
et bestimmter  Integrale  erkennen  zu  lassen. 


§.  92. 

Die  Differentialquotienten  bestimmter  Integrale. 

Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

6 

°f(x)dx 


ß 


unmittelbar  hervor,  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
sondern  nur  von  den  Integrationsgrenzen  a  und  b,  der  Natur  der 
nirtion  f(x)  und  den  in  ihr  vorkommenden  Constanten  abhängig 
l  Denkt  man  sich  diese  Constanten  als  willkürlich ,  so  kann  man 
■  Werth  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanten  diffe- 
uiren. 

Dendert  sich  0  allein,  so  ist  der  Ditferenzenquotient  des  Inte- 

vl«: 

b  +  jb  b 
Jf(x)dx  -  Jf(x)dx 


Jb 

■  völlige  Willkürlichkeit  des  Ab  erlaubt,  dasselbe  als  eine  von 
1  Grössen  ö  zu  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 
1  Integrales  Nro.  2)  in  §.  89  vorkommen,  also  Jb  =  ön+i  zu 
^a;  man  hat  dann  für  verschwindende  Öu  d9,  .  .  .  .  dn  und 

» 

Mit  =  f(a)  ö,  +  /(«  +  3,)  5,  +  f(a  +  «,  +  St)  S,  • 

....  +y(a  +  ö,  +  d,  +..  +  «_,)  d 
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b  +  db 

/(*)  dx  =  f{a)     +  /(a  +  *,)  d2  +/(«  +  + 

 ("/(«  +  ^1  4"  $2  +  •* 

mithin  durch  Subtraction,  Division  mit  d&  =  dn+i  und  weil  ^  -f  ö3 
 f-d»  +  än+1  z=b  —  a  -\-  db  mb  —  a  übergeht, 

d  Jf{x)dx 

Dieses  Resultat  stimmt  damit  überein,  dass  der  Differentialquotk 
einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 
Aus  der  Gleichung 


V  u 

Jf(x)dx  =  -  ff(x)dx 


ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Differentiation  in  Beziehung  auf i 

welches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet, 

b 

d Jf(x)dx 

2>  "  da  = 

Enthält  die  Function  f(x)  ausser  x  noch  eine  willkürliche  C< 

stante  r,  in  welchem  Falle  wir  /(#,  r)  für  f(x)  schreiben,  und  0 

ausserdem  a  und  b  von  r  unabhängig,  so  hat  man  die  Gleicho 
b  b 

Jf(x,r+4r)  dx  -  Jf(x,  r) dx  b 

1  2  —  r/&r  +  4r)—f(x,r)^ 

4r  -J   j~r  dl 

a 

Rechter  Hand  lässt  sich  der  bekannte  Satz 

f(r  +  h)  =/(r)  +  hfr(r)  +  \Vfr'(r  +  eh) 

0<e<l 
für  h  =  4r  anwenden  und  giebt 

b 


jf&  r  +  4r)dx  —Jf{x,r)dx 


a 


b 


= j  f'r(x,r)dx  +  \Jr J fj(x,r  +  eJr)dx. 
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t  nun  bei  unendlich  abnehmenden  dr 


folgt  aas  der  vorigen  Gleichung  durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
•schwindende  dr 

b 


J  in  Nro.  3)  angegebene  Bedingung  ist  übrigens  immer  erfüllt, 
an  a  und  b  endliche  Grössen  sind  und  wenn  gleichzeitig  fj(x,  r) 
1 1  =  a  bis  x  =  b  nur  endliche  Werthe  hat.  Aus  Formel  4)  in 
)0  folgt  nämlich 

b 

ffr\x,r  +  t<dr)dx  =  Q>- a)fr'(a  +  » [6  -  «],  r  +  eJr), 

I 

i  Integral  besitzt  also  einen  endlichen  Werth  und  wenn  dieser  mit 
I  multiplicirt  wird,  so  convergirt  das  Product  gleichzeitig  mit 
1  jegen  die  Grenze  Null.  In  jedem  anderen  Falle  muss  beson- 
R  untersucht  werden,  ob  die  Bedingung  3)  erfüllt  ist. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nämlich  r  in 
)  und  zugleich  in  a  und  b  vorkommt;  der  Werth  des  Integra- 
ler für  den  Augenblick  W  heissen  möge,  ist  dann  eine  Function 
ier  Variabelen  a,  b,  r,  deren  beide  erste  wiederum  von  der  letz- 
abhängen; es  gilt  hier  die  bekannte  Regel  der  Differentialrech- 

d  W  _  dW    da  .   dW    db      8  W 
dr  ~  da  '  dr  +  db   '  dr  +   dr  ' 

*  sie  giebt  in  unserem  Falle 

_r  =  -/(alr)-+/(&,r)~  +  y  *rf 

a 

er>  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r  genommenen  Differential- 
Kenten  kurz  mit  Dr  bezeichnet, 
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DrJf(x,r)dt 


= J [Brf(x,r)]dx  +  f(byr)  .  Drb—  /(a,r)  .  Dra, 

a 

wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Bedingungsgleichung  3)  statt 
findet 

Dieses  Resultat  wird  anschaulich,  wenn  man  sich  y  =/(*,! 
als  Gleichung  einer  Curve  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  al 
pjg  75  die  über  der  Strecke  b  —  a •  =  AI 

Fig.  75,  der  Abscissenachse  stt 
hende  Fläche  ABB  C  denkt,  k 
dert  sich  nämlich  r  in  /(r,r) 
lein,  so  erhält  man  eine 
Curve  von  anderem  Param 
und  die  Fläche  ABBC 
um  den  Streifen  CBFE  zu,  wel- 
cher durch 
b 

ausgedrückt  wird.  Durch  die  alleinige  Aenderung  von  b  wächst  di< 
Fläche  umBBiDiD  =  f(b>r)  .  Brb  .  dr,  und  durch  Aenderung  des 
a  vermindert  sie  sich  um  AAi  C\  C  =  f(a,r)  .  Bra  .  dr. 
gleichzeitige  Aenderung  von  r,  b  und  a  verwandelt  die  ursprüng- 
liche Fläche  in  Ai  B1  Fi  Ei ,  und  mit  Weglassung  der  Vierecke 
BB{  Fi  F,  C  Cx  Ei  E,  welche  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ord- 
nung sind,  hat  man 

Ai  Bi  Fi  Ei  —  ABBQ  =  CDFE  +  BBX  B{B  —  AAxbb 
aus  diesem  Differential  der  Fläche  ABBC  ergiebt  sich  derselbe 
Differentialquotient  wie  oben. 

Will  man  das  Integral  mehrmals  nach  einander  in  Beziehung 
auf  r  differenziren,  so  ist  es  von  Vortheil,  die  beiden  letzten  Glieder 
rechter  Hand  in  Nro.  5)  durch  die  Differenz 

Br{bf(b,r)-af(a,r)}  -  \bBrf{b,r)  -  aBrf{a,r)\ 

zu  ersetzen;  die  wiederholte  Differentiation  giebt  dann  immer  An*- 
drücke  von  derselben  Form,  nämlich: 
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» 

6>  2>;  ff(xyr)äx 

a 

b 

= f  [j#(*,r)]d*  +  Dnr\bf(b,r)-af(a,r)\ 

a 

-\blTrf(b,r)-aDlf(a,r)\- 

Zum  Ueberfluss  könnte  man  diese  Formel  noch  mittelst  des  Schlus- 
ks  von  n  auf  n  +  1  verificiren. 

Sehr  häufig  benutzt  man  die  Differentiation  in  Beziehung  auf 
eben  Parameter  r  um  aus  einem  bekannten  Integrale  mehrere  an- 
dere Integrale  herzuleiten.    Setzt  man  z.  B.  in  der  Gleichung 


£ 

J  a* 


dco  7t 


h 

0 


:*cos*co  -f  ß*sin*co  2aß 
«'  =  r  und  differenzirt  die  nunmehrige  Gleichung 

I* 

dco   n  1 

cos*co  +  ß* sin*  co  ~  2ß  '  \Tr 

Hil  in  Beziehung  auf  r,  was  hier  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  so  er- 
eilt man 

I«  ■ 

(-  iy  l  .  3  .  3  . .  .  n  /'  cos''n  m  d(0 

J  (r  cos'  a  -f  ß'  sin'  a)n  + 1 

»  ,     1V>  1  .  3  .  5  ■  .  .  (2  w  —  1)  1 

d  nach  Restitution  des  Werth  es  von  r 
1 


cos2 n  co  dco  1 .  3  .  5  . . .  (2  n  —  1)  71 

{a2cos*co  +  ß>shi*co)n  +  l  ~  2.4.6....   (2n)     2«»»  +  10" 

*M  Gleichung  könnte  man  wieder  mehrmals  in  Beziehung  auf  ß'2 
"ftrenziren,  was  ein  noch  allgemeineres  Resultat  geben  würde. 

In  manchen  Fällen  dient  dasselbe  Verfahren  in  umgekehrter 
weise  zur  Werthbestimmung  von  Integralen.    Ist  nämlich  W  der 

bekannte  Werth  eines  Integrales,  so  kann  es  geschehen,  dass  — — 

Ha  einfacheres  Integral  darstellt,  dessen  Werth  7  bekannt  ist;  man 
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findet  dann  W= J  Vdr.  Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Ar 
nähme 

 "  dx  r,>0. 

ö 

Da  hier  die  obere  Integrationsgrenze  unendlich  ist,  so  müssen  wi 
untersuchen,  wie  in  der  Gleichung 

/]  }\T  re~rx  6  (r+4r)x 


dx 


=  J  |e~rx  —  lxc-(r  +  eJr>*Jr^  dx 


o 

dx 


-I_Ijr  / Xe-(r  +  eJr>1 

T  2  %J 

der  letzte  Ausdruck  sich  bei  verschwindenden  4r  gestaltet.  Giebt 
man  dem  s  seinen  kleinsten  und  grössten  Werth,  so  ist  leicht  zu 
sehen,  dass  der  Werth  des  noch  übrigen  Integrales  weniger  be- 
trägt als 

c~rxdx  =  JL 

o 


Ix 

dagegen  mehr  als 

xe-(r  +  Jr)xdx  = 


hieraus  folgt 

Lim  J  4r  j x +  * Jr>*dx^  =  0, 

dW  1 
dr  r 
Durch  Integration  erhält  man 

W=  Ir  -f  Const., 
und  hier  bestimmt  sich  die  Integrationsconstante  aus  derBemerkut 
dass  (nach  Nro.  8)  W  =  0  werden  muss  für  r  =  1 ;  es  ist  daha 
Const  =  0,  W  =  Ir  d.  h. 

■5° 

p—x    p—rx 

9)  /  —  dx  =  lr,  r>0. 


r- 
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Nach  demselben  Verfahren  erhält  man 


§.  93. 

Verwandlung  von  bestimmten  Integralen  In  Reihen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  benutzt  man  auch  bei  bestimmten 
Integralen  unendliche  Reihen  zur  Berechnung  der  Integralwerthe; 
dabei  hat  man  wiederum  zu  berücksichtigen,  dass  die  Formel 
J  b  b  b 

J  +  ^2  H  )dx—  J  ux  dx  4-  J u%  dx  +  J tizdx 

i  a  a  a 

nicht  ohne  Weiteres  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  die  Reihe  ins 
Unendliche  fortgeht;  man  muss  daher  die  Reihe  erst  als  endliche 
nehmen,  ihren  Rest  hinzufügen  und  schliesslich  untersuchen ,  ob  das 
Bestintegral  sich  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Rei- 
^nglieder  unendlich  wächst  (vergl.  §.  67,  IL).  Einige  Beispiele  inö- 
gea  dies  zeigen. 

a    Das  zu  berechnende  Integral  sei 


•  -J  i 


"  ~ 1  dx 


ollte  man  geradezu 

i  _  x  +  *«_«•  +  . ..  +  (_ + 

fctzen,  so  würde  ein  unbrauchbares  Resultat  von  der  Form  U=  -f-  oo 
*•  oo  -J-  oo  —  oo  -f-  etc.  zum  Vorschein  kommen;  man  muss  daher 
*rt  eine  Umwandlung  des  Integrales  vornehmen.    Nun  ist 

1  oo 

Cx}*-ldx  CxP-ldx 

—J  +7    1  +  x  ; 

0  1  1 

l®  ersten  Integrale  schreiben  wir  y  für  x,  wodurch  sich  dasselbe 
^cht  ändert;  im  zweiten  Integrale  benutzen  wir  die  Substitution 
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und  erhalten  statt  jenes  Integrales 

_  f     dy      -  X  fZl*l. 

1  0 

mit  dem  vorigen  Integrale  zusammen  giebt  dies 


dy. 

Hier  lässt  sich  die  Reiheuentwickelung 

j-i—  =  1  -  y  +  y>  -  y3  +  ...  +  (_  ly-lf-i  + 

benutzen  und  die  entstehenden  Einzelintegrale  haben  endliche  Werth) 
sobald  die  Grössen 

fi,  f*  +  1,       ^  +  2,   (i  +  n  -  1, 

—  f*  +  1,  —      +      —  ft-f-3,  —  ft  +  n, 

positiv  sind,  d.  h.  [i  zwischen  0  und  1  liegt.  Unter  dieser  Vorn» 
Setzung  ergiebt  sich 

ü  —  -  1    4-  c_   ! — 

ft       1  +  p  ^  2  +  p  ^  K      7  »—1+1 

1  _J  L_    -    _J   .    ^l)n-l  _L_ 

l 


,  +» 

oder  auch  durch  Zusammenziehung  von  je  zwei  Brüchen 

Ü  =  L+      2(1     _      2^     %J_ 

^^12  —  ^2      2*— pJ  T  ^V      7  (n-l)3-| 

i 


1  _|_  yl-fl 

+  (-i)"-1    +  -  i)"       ,  J — </n 


Man  bemerkt  leicht,  dass  yf*  +  immer  zwischen  0  und  2  en 

halten  ist  und  dass  folglich  der  Werth  des  letzten  Integrales  mel 
als  Null  beträgt,  aber  weniger  als 

i  i 


2 

mithin  weniger  als  —  (vergl.  §.  90  Formel  2).    Lässt  man  dab 

n 

in  der  Gleichung 
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i 

-I.     2^     _     2^  +      iy  2Jt  

pTV—  2»  —       T  *      '(w— 1)*  — fi* 

die  Zahl  n  unendlich  wachsen,  so  erhält  man  für  ü  die  Entwicklung 

r  =  I  ,        2ft  2ft_  2^  _ 

fi  fll-  ^*       2^  —  fi»       3*  —  ft2 

föe  Torliegende  Reihe  ist  summirbar  nach  Forme]  6)  in  §.  50;  zu- 
folge der  ursprünglichen  Bedeutung  von  V  und  des  nachher  gefun- 
denen Werthes  hat  man 


auch  für  x  es  <2  =  ton2Ö  und  2fi  —  1  =  A 


h 

b.  Versteht  man  unter  jp  eine  ganze  positive  Zahl  J>0  und 


'-/St 


il 


man  identisch 


1  — 


+  /  — - —  ,eP  - 1  e-  « •  c?^. 

einfache  Betrachtungen  zeigen ,  dass  der  Quotient  *  :  (e*  —  1) 
wner  zwischen  Null  und  der  Einheit  liegt;  das  letzte  Integral  hat 
aller  einen  positiven  Werth,  der  weniger  beträgt  als 
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Versteht  man  unter  Q  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echt 
Bruch,  so  lässt  sich  die  vorige  Gleichung  in  der  Form 

1  .  2  .  3  .  .  .  (p  —  1) 


nP 


=  1  '  2  •  '  *  [iFTT  +  äFFI  +  i^TT  +  *  '  '  +  Jr] 

schreiben  und  hieraus  folgt  bei  unendlich  wachsenden  n  und  consta 
bleibenden  p 

V  =  1  •  2  •  •  •  »  [—  1  1  1- 

oder  nach  einer  schon  früher  (§  50)  gebrauchten  Bezeichnung 


o 

In  dem  Falle  eines  ungeraden  p  —  2  q  —  1  lässt  sich  & 
die  Bern oul Ii' sehe  Zahl  B^q—i  ausdrücken  (§.  50,  Nro.  28);  es  wir 
dann 

4)  J   C  —  l  ~~  2q 

o 

oder  auch  wenn  man  statt  z  eine  neue  Variabele  r  mittelst  der  Sul 
stitution  z  =  2  ar  r  einführt, 

'  J  c»»r  _  i  42 

o  * 

c.  Als  letztes  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 
Zunächst  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin 

00 

w  = f\e~"  +  e~u  -I  +       +  x^z^j 


0*  _|_   jl  ^  ^2  _(_  22    T  T    ßl  M  »i 
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das  Product 

z      s  in  ß  z 
ez  —  1  ßz 

liegt  immer  zwischen  -f  1  und  —  1,  daher  ist  das  letzte  Integral 
«wischen 

+  J  e~"   dz  =  +  ~  UDtl  —  f  e~nt  dz  =  —  ~ 
«halten,  und  folglich  kann  man  statt  der  vorigen  Gleichung  schreiben 

n       (i*  _|_  12  t  ß2  _j_  2„  -r         t-  ^  +  w,» 
-  i<o<  +  l. 

Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  wird  hier- 


in: 

r 


W=-nl—+  -  g      +  * 


/3*  -f  P  T  0*  +  2J      /J*  4-  32 
*li  nach  Formel  6)  in  §.  59 

i  ; 


•  •  « 


6) 


r  sinßz   l  j         -f-  e~0* 


o 

Setzt  man  noch 


ß 


e  =  2  7rr,  0  = 


2  jt' 

j*>  wird  die  Gleichung  6)  zur  folgenden 

0 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 

Xl\  f'l  —  COSCCT  dt        .  .   [  ) 

*     J  -^rr  t  =  *a  +  i  pa-« 

Welche  Formel  sich  leicht  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  a 
Terificiren  lässt. 
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§.  94 

Reihensummirungen  durch  bestimmte  Integrale. 

Da  ein  bestimmtes  Integral  als  ein  geschlossener  Ausdruck  g 
ten  kann,  dessen  Werth  sich  nach  §.  82  mit  jedem  gewünsch 
Grade  der  Genauigkeit  berechnen  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  \ 
Vortheil,  endliche  oder  unendliche  Reihen  in  bestimmte  Integrale 
verwandeln,  also  die  Summen  jener  durch  die  Werthe  der  letzte 
auszudrücken.    Einige  allgemeinere  Beispiele  hierzu  sind  folgend 

I.   Setzen  wir  wie  in  §.  18,  Nr.  14) 

=/(*)  +  h-=^f(x)  +  (~^fiP)  +  ■■■■ 

r  1.2...  (n—  l)J  1 

so  ergiebt  sich 

dx    ~  1  .  2  .  .  .  (n  —  1)  J  w 
mithin  umgekehrt  durch  Integration 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  wir  erst  #=b,  dann  x- 
und  subtrahiren  die  so  entstehenden  Werthe  von  p(x).  Ist  nun  /' 
endlich  und  stetig  von  x  =  a  bis  x  =  6,  so  ist  es  auch  das 
duct  (& —  x)n~~lß*)(x\  und  die  Differenz  ty(b)  —  ^(a)  besitzt  ( 
denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral 

b 


a 


vermöge  der  Bedeutung  von  ip(x)  erhalten  wir 

m  -  /w  -     m  -  (^f^f(u)  -  

 ft-«)-1  /t.-.)(a)==  /  (*>-*)-'  m 

i.2...(«  — i)y     w    y  i.a...(n— iy  1 

oder 
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1)        /(«)  H  j — /  "i-  -    x        /    *■  - 


1  .  2  .  .  .     —  1*1 


— ^  -/-.jr.rfx. 

Setzen  wir  b  —  a  =  h  und  s  hr-ril^n  •<  f:ir  x.  so  haben  wij 

=  /(«  +  *)  -J  }J  _1)/">(*)du, 

lud  dies  ist  nichts  Anderes  als  eine  Summenformel  für  die  M  ersten 
Wer  der  Taylor 'sehen  Reihe.  Gewöhnlich  schreibt  man  statt 
ler  Gleichung  2) 

|     /(*  +  h)  =f(x)  +  ±  /(x)  +  Y7%n*)  +  

*o  fi,  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet,  nämlich 

n     J  1  .  2  .  3  .  .  .  (n-l)J  WaU' 

X 

torch  Substitution  von  u  =  x  +■  P,  du  =  dv  erhält  letzterer  die 
Bd  daraus  wird  für  v  —  hw 

i 

'    *  =  1  ■  2  .      (n  -  1)  ß1  ~  (*  +  kK)  *» 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  2)  a  =  0  und  schreibt  x  für  A, 
>  erhält  man 

/(*)=A0)  +  ^*  +  f^**  +  

«chlömllch    Analyst»  L  28 
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wobei  der  Rost  ]{n  unter  folgenden  Formen  dargestellt  werden  kam 


8) 


9) 


0 

1 


Die  in  18  unter  Nro.  18)  und  19)  angegebenen  Formeln  des  Re 
stes  der  Taylor'schen  Reihe  können  aus  den  obigen  Gleichungei 
leicht  hergeleitet  werden,  wenn  man  von  den  Formeln  des  Abschnitte 
I.  in  §.  90  Gebrauch  macht. 

IL   In  §.  82  wurde  gezeigt,  dass  sich  die  Fläche 

a 

ü  = Jf{x)  dx 

a 

mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  lässt ,  und  zwar  ist  nach  den 
Formeln  9)  und  10) 


b 

f{x)  dx 


u 


= h         +/(o  +  h)  +f(a  +  2  h)  +  -  +/(a  +  n  —  1 Ä)  +  \f(a  f  »»)] 

(*>)-/(«)]  +  &QQ>-a)k*M, 

worin 

6  —  fl 

»  =  — jj—  ,    -  1<9<+  1, 

und  Jf  den  absolut  grösseren  Werth  bezeichnet,  welchen  in- 
nerhalb des  Intervalles  x  —  a  bis  x  =  b  erreicht.    Setzt  man  zur 
Vereinfachung  a  =  h  =  1,  mithin  b  =  n  -\-  1  und  addirt  beider 
seits  |/(w  -f  1),  so  hat  man 

/(l)  +/(2)  +/(3)  +  +  /(n+l) 

«  +  i 

=Jf(x)dx  +  J|/(» +  !)-/(!)] 

oder  für  n  +  1  =  P  und  durch  Trennung 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  -f  •  .  .  +  f(p) 

=Jf(x)dx  -Jf(x)äx  +  l/ip)  -  1/(1) 
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Der  zweite,  vierte  und  sechste  Summand  sind  von  p  unabhängig 
und  lassen  sich  zu  einer  Constanten  C  zusammenziehen,  mithin  ist 

W)  /(l)  -f  m  +  /(3)  4-  •  •  .  V  f(p) 

Dabei  müssen /(a-),  /(x),  f'{x\f'\x)  und  //r(x)  endlich  und  stetig 
I bleiben  von  X  =  1  bis  x  =  ^;  unter  3f  ist  der  absolut  gröss»te 
'Werth  zu  verstehen ,  den  fn(x)  innerhalb  des  genannten  Intervallen 
[«reicht. 

Wie  die  Formel  10)  zur  Summirung  endlicher  Reihen  benutzt 
I  werden  kann,  mögen  die  folgenden  zwei  Beispiele  zeigen. 

a.  Mit  der  Annahme  f(x)  =  ^-  genügt  man  den  angegebenen 

ingungen,  und  zwar  für  jedes  x^>  1;  ferner  ist 

/'-(x)  =  -  '  "  2  J  '  4  ,  3f=l  .2.3.4, 

mithin 

11)  i+|  +  J  +  J  +  ...+I 

^   F  r  2p       12p*         lf3 iJ>5 

foidieConstante  C,  die  jedenfalls  einen  endlichen  Werth  haben  muss, 
■  bestimmen ,  schaffen  wir  Ip  auf  die  linke  Seite  und  gehen  zur 
Grenze  für  unendlich  wachsende  p  über ;  es  wird  dann 

B)       Lim  ji  f  i  f  i  f  .  .  .  f  I  _       =  c. 

Ditae  Gleichung  erhält  eine  bessere  Gestalt,  wenn  die  Formel 

jc.  —  i(\  +  x)  =  |*>  —       +  JaH  — 


.  .  •  • 


n  —  1  n 

■Htttit,  welche  aus  der  Formel  1)  in  §.  46  durch  die  Substitu- 
tionen 

1 

P  =  n>  (i  +        =  £ 

hervorgeht,  und  worin  bei  positiven  #  der  Werth  von  6  zwischen  0 
^  1  enthalten  ist.  Setzt  man  nämlich  der  Reihe  nach  x  =  1,  g, 
i  1 

v         ,  so  erhält  man 
V 

28* 
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1  +  1  +  1+  •••+  7-  »(P+l) 

—  2^12t22  W     3  V13     2:i  p*J 

-  1    Vi— I  +  2»-1  r  r  V 

T      »      Vi"  T  2"  X  ^  W 

wobei  £j ,  f2>  *  *  *  fn  verschiedene  positive  echte  Brüche  bezeichn« 
Zufolge  dieses  Umstandes  liegt  die  letzte  Summe  zwischen  Noll  ui 

+  Vn  H  + 
sie  bildet  also  einen  Bruchtheil  dieses  Ausdruckes.     Zerlegt  m 
l(p  +  1)  in  ?i>  +         +        und  geht  zur  Grenze  für  unendli 
wachsende  p  über,  so  wird 

c  =  i*  -**+'••'•  +         «.-1  +  &, 

und  für  unendliche  tt 

13)  C  =  iS,  -§S3  +iS4  ; 

dabei  haben  S2  >  S-j ,  S4 ,  etc.  die  nämliche  Bedeutung  wie  in 
Formel  8).    Die  in  Nro.  13)  vorkommende  Reihe  wird  raschere 
vergent,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung 

0  =  1  -  m  - 1  +  i-i  

vereinigt,  nämlich 

14)  C=l  -  12  +  KS, 1(8,-1)+  

und  hieraus  findet  man 

C  =  0,5772156649  •  •  • 

- 

Nimmt  man  in  Formel  11)  beispielweis  p  =  1000,  so  w 
der  Rest 

Q(p—1)  1  1 

16i>5     ^  16  .  1000*  ^  1013' 

mitbin  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  \  -\-  |  -f"  •  •  •  -f*  |jg 
wenigstens  12  Decimalen  genau;  sie  ist  7,48547086  •  •  • 

b.  Die  Annahme  f(x)  =  Ix  genügt  gleichfalls  den  aufgest 
ten  Bedingungen,  falls  x  >>  1  ist ;  sie  giebt 
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15)  II  4.  12  +  lp  =  7(1.2.3.../)) 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  erinnern  wir  an  die  identische 
Gleichung 

1  3  5      f2fl    n  =  1  •  2  •  3  •  4  • : :  (£g)  —  1  -2.3...(2<7) 

l~  8        '  "  "  2  .  4  .  6  .  8  .  .  .  (2  q)       2*.  1  .  2  .  3 . . .  q 1 

woraus  folgt 

L              2  .  4  .  6  .  .  .  (2  q)   ;  __  2*1(1. 2. 3. ..qV 
[         1.3.5  (2//—  1)       1  .2.3...  (2q)' 

^ir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 
&r  Ausdruck  2qJ2  -f  21(1. 2.. q)  —  7(1.  2. .2g)  entsteht,  und 
transformiren  die  Logarithmen  der  Produete  1  .2  ...q  und  1  .  2  ...  2q 
nach  Formel  15),  wobei  zur  Abkürzung 

1  g(p-o=„ 


/1 


12p  (>4p«  * 

«ein  möge;  wir  erhalten  (so 

V. 6^(2^1))  -  c  - 1»  +  H«  +  - 

der  nach  Multiplication  mit  2  und  Subtraction  von  7  (2  q  -f  1 ) 

blinke  Seite  kann  unter  der  Form 

J2  2   4  4   6  6  2q  2q  \ 

Vi   3   3   5   5   7         2tf  —  1   2g  +  1/ 

^gestellt  werden  und  convergirt  bei  unendlich  wachsenden  q  gegen 

die  Grenze  1(\ti)  (s.  S.  237);  rechter  Hand  nahern  sich  — ,   Uq  und 

uig  der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null,  mithin  bleibt 
7(1*)  =  2  C  —  2/2  oder  C  =  £7(2*). 
tah  Xr0.  15  ist  nun 

W)  l(1.2.8...j»)=5  }!(**)  +  (jp  +  J)/*  -  p 

J_  g(j)-l) 
r  12/)  64  »<  ' 

welche  Formel  bei  grossen     eine  ansehnliche  Genauigkeit  gewährt. 
Benutzt  man  wieder   Up  zur  Abkürzung,   so  hat  man  nach 

«».  16) 
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17) 


Vermöge  der  Bemerkung,  class  der  Binomialcoefficient  (ft)t  eines  gan- 
zen Exponenten  |U  unter  der  Form 

1  .2.3  f.( 

1  .  2      .  (fu  — /.  )  .TTTTTÄ! 
dargestellt  werden  kann,  folgt  aus  Nro.  17)  das  Resultat 


welches  für  die  Wahrscheinlichkeitsermittelung  bei  oft  wiederholten 
Versuchen  von  Werth  ist. 


(*4t  = 


Digitized  by  Google 


Cnp.  XVI. 

Die  mehrfachen  bestimmten  Integrale. 

§•  95. 

Die  Doppelintegrale  und  ihre  Anwendung  zur  Cubatur 

begrenzter  Räume. 

Wenn  eine  Function  zweier  Variabelen  x  und  //  zuerst  in  Be- 
aehang  auf  y  bei  constant  bleibenden  x  integrirt  und  das  Ergebniss 
&ser  Integration  einer  neuen  auf  x  bezüglichen  Integration  unter- 
worfen wird,  so  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  durch 

J dx  J f(x9tj)dy 

Wichnet  und  wobei  die  Anordnung  beider  Integrationen  von  der 
flechten  zur  Linken  gelesen  wird.    So  ist  z.  B. 

=  -l(x  fV*»  +  y*)  |   Cx  \  G', 

tad  darin  bedeuten  C  und  l\  die  beiden  durch  die  Integrationen 
eingeführten  willkührlichen  Constanten.  Wie  man  sieht,  bietet  die 
Sache  keine  Besonderheiten  dar  so  lange  die  Integrationen  unbestimmt 
toen,  sie  verlangt  dagegen  eine  genauere  Untersuchung  falls  die 
onen  zwischen  bestimmten  Grenzen   vorgenommen  werden 


Nach  der  primitiven  summatorischen  Bedeutung  des  einfachen 
'ßtegrales  ist 

y 
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die  Grenze,  welcher  sich  die  Summe 

Sfo)  *i  +        Vo  +  *i)  %  +  /(«i  3fo  +     +  h)  «8  -I  

•  •  •  +  /fayo  +  «l  +  «2  H  h         £»  I 

unendlich  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Grössen  £2,  .  .  .  £„  in' 
Unendliche  wächst,  während  gleichzeitig  jede  einzelne  derselben  gegei 
die  Null  convergirt  und  ihre  Summe  =  Y  —  y0  bleibt.  Diese 
Grenzwerth  kann  auch  als  Differenz  zweier  Specialwerthe  des  mibe 
stimmten  Integrales 

J f{x,y)dy  =  F(xry)  +  Const. 

angesehen  werden,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  F(x,y 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleibt.  Dies« 
Voraussetzung  festhaltend,  dürfen  wir 

Sfo)  h  +       fh  +  *i)  H  +  /(*>  */o  +  *i  +  «*)  ea  +.•:•. 

•  •>  +  /(*  9o+-h  +  h  H  h 

=  F(«7)  —  F(*fy0)  —  0 

setzen,  wobei  nach  §.  64  S.  301  die  mit  0  bezeichnete  Grösse  zwi- 
sehen  —  p(Y — y0)  und  -{-  fi(Y — y0)  liegt,  wenn  (i  eine  beliebig 
kleine  willkührlich  gewählte  Zahl  bezeichnet.  Geben  wir  dem  x  der 
Reihe  nach  die  Werthe  x0i  x0  +  x0  +  d\  +  ^2»  •  •  •  #o  +  4 
4"  ^  "f"  *  '  *  H"  ^m— l  un(I  multipliciren  die  entstehenden  Gleichun- 
gen mit  Ä|t  ds,  .  .  .  dm,  so  erhalten  wir  durch  Addition 

/Oo,      *i  * i  +  /(«ö,  2/o  +  * i)  di  *2  +         ?«  -Ml  +  «0  *i  ^  + 

+  /(#0  +  ^l^o)  *8  «1    +  /(«0  +         ?'©  +  £0  *2  f  2  +  


+  /(#0  +  $1  +  *2  H  h  *m-l.  #o)dm£l  + 

r=  [F(r0,  r)  -  -F(tffl,*/o)]<5,  +  [F(*0  +  4.  r)-F(ar6  +  <Wo)]&  +  " 

—  (öi  6<i  -Ma  ä2  -|  1-  öm  öm) , 

worin  jede  der  Grössen  0i,  09,  .  .  .  0m  beliebig  klein  gemacht  wer- 
den kann.  Wählen  wir  d\ ,  d2 ,  .  .  .  6*m  so ,  dass  ihre  Summe 
=  X  —  a?0  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  Doppelsurame  vod 
der  Form 

worin  sich  die  zwei  Summenzeichen  auf  die  für  x  und  y  geltenden 
Werthepaare 
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^ziehen  und  der  Reihe  nach 

z/a  =  oH  fl2l  o8j  .  .  .  .  öm, 

jdy  =  £|,   £2>  £3>  •  •  ■  •  fni 

n  nehmen  ist.    Die  erste  Summe  rechter  Hand  lässt  sich 

= J[F(x,  Y)  -  F(xiyQ)]dx  -  q 

etzen,  wo  q  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  m  unendlich  wächst, 
edoch  ist  hierzu  die  Bedingung  erforderlich,  dass  F(x,  y)  endlich  und 
tetig  bleibt  innerhalb  der  Intervalle  x  =  x0  bis  x  =  X  und  y  =  y0 
ris  y  =  Y.  Was  endlich  die  Summe  (5X  8X  -f"  ö2  °a  +  etc.  anbe- 
angt,  bo  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  in  §.  64,  dass  sie  zwi- 
«hen  —  A(X  —  xQ)  und  -f-  X(X  —  x0)  gefasst  werden  kann,  wo  k 
m  beliebig  kleine  Grösse  ist.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
gleichzeitig  unendlich  wachsende  m  und  n  ergiebt  sich  nach  diesen 
Bemerkungen 

x 

Um  HZ/ix,  tj)  JxJy=  j  [F(x,  Y)  —  F(x, y0)]  dx. 
[Im  diesen  Satz  in  Worten  ausdrücken  zu  können,  setzen  wir 


X  Y 


Lim  ZZf(x, y)dx4y=J  J  f(x,  y)dxdy, 

l  h.  wir  definiren  das  bestimmte  Doppelintegral  als  den  Grenz  werth 
kr  Doppelsumme  von  f(xyy)dxdy,  wenn  x  und  y  alle  mit  den 
Wgrationsgrenzen  verträglichen  Werthepaare  erhalten  und  dx  und 
Zugegen  die  Null  convergiren;  die  Gleichung 

-y   r  •  x 

J  J V)dx,  *9=:J         Y)  -  F(x>  th)]  dx 

xo      Vo  Jo 

x 


=  /  dx  J  f(x,  y)cly 


«igt  dann,  dass  jener  Grenzwerth  auch  durch  zwei  aufeinander  fol- 
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gende  Integrationen  gefanden  werden  kann,  falls  die  Integration 
grenzen  endliche  Grössen  sind  und  die  Functionen 

/te  *  f. f(*>  y)dy,  fdxf  fl*  y)  dy 

innerhalb  jener  Grenzen  endlich  und  stetig  bleiben. 

Aus  der  summatorischen  Bedeutung  des  Doppelintegrales  ge 
noch  hervor,  dass  es,  wenn  auch  umständlich,  doch  jederzeit  möglk 
wäre,  den  Werth  eines  Doppelintegrales  direct  mit  beliebiger  G 
nauigkeit  zu  berechnen. 

Den  vorigen  analytischen  Betrachtungen  lässt  sich  auf  folgt  m 
Weise  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen,  der  zur  Lösuug  ein« 
stereoinetnschen  Problemes  führt.     In  Fig.  76  mögen  0L=. 

Fig.  76. 


LN  =  y,  NP  —  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
P  bedeuten  und  es  sei 

*  =  y) 

die  Gleichung  einer  Fläche,  auf  welcher  jener  Punkt  liegt;  fernei 
denken  wir  uns  in  der  xy-Ebene  parallel  zur  ?/-Achse  zwei  Gerade 
gezogen,  deren  Entfernungen  von  jener  Achse  bekannt,  nämlich 
OL0  —  xQ  und  0L\  =  X  sein  mögen;  in  derselben  Ebene  stellen 
wir  uns  endlich  zwei  Curven  vor,  welche  durch  die  Gleichungen 

LNe  =y0  =  <p(x),  LNt  =  F= 
bestimmt  sein  sollen.     Jene  Geraden  und  diese  Curven  schneiden 
sich  im  Allgemeinen  und  bilden  ein  ebenes  theils  gerad,  theils  krunu»' 
linig  begrenztes  Viereck ;  letzteres  betrachten  wir  als  die  Basis  eine? 
geraden  Cylinders,   welcher  oberhalb  durch  die  vorhin  erwähn 
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Räche  begrenzt  wird,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Volumen  V 
lieses  Cylinders  zu  berechnen. 

Aendern  wir  x  um  dxy  gleichzeitig  y  um  dy,  construiren  wir 
ferner  das  Rechteck  aus  dx,  dy  und  lassen  von  allen  Puukten  seiner 
Peripherie  Gerade  ||  OZ  bis  zur  Fläche  aufsteigen,  so  erhalten  wir 
>in  Parallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  z  und  der  unendlich  klei- 
nen Basis  dxdy\  sein  Volumen  ist  zdxdy  =  f{xfy)dx  dy.  Das 
fesuchte  Volumen  V  bildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
»Icher  Elementarparallelepipede,  und  daher  ist 

j  V=  j Jzdzdy  =  J Jf(Xiy)dxdy, 

Kohei  sich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  durch  den  Um- 
rtanrl  rechtfertigt,  dass  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur  dann 
rollständig  zu  erhalten  ist  ,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Richtun- 
gen der  y  und  x  zusammengezählt  werden.  Vereinigt  man  erst  die- 
enigen  Parallelepipede,  welche  zu  einem  und  demselben  x  aber  zu 
len  verschiedenen  von  y0  bis  Y  gehenden  y  gehören,  so  bedeutet  der 
uisdruck 

y  y 


J ffa  y)  dx  dy  —  dx J*ffa  V)dff 


yo  yo 
^Volumen  einer  Schicht,  welche  die  Dicke  oder  Höhe  dx  besitzt 
wd  in  der  Entfernung  x  parallel  zur  Ebene  yz  steht,  mithin  den 
Querschnitt  Ar0JV|  Q0  zur  ßasis  hat.  Durch  Vereinigung  aller  die- 
1er  von  x  =  a:e  bis  x  =  X  reichenden  Schichten  erhalten  wir  das 
!»nze  Volumen 

X  Y 

r  v===  J dx  ff^y)dy- 

xq  yo 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  mittelst  der  Formel 

x 


-f 


Udx, 


*0 

torin  U  den  Flächeninhalt  des  Querschnittes  N0  N}  Q\  Qo  bedeutet, 
sicher  im  Abstände  x  parallel  zur  #£-Ebene  gelegt  ist.  Nach  der 
kannten  Regel  zur  Quadratur  ebener  Flächen  hat  man,  LN  =  y 
p  Abscisse  und  NP  =  z  als  Ordinate  ansehend, 

y 

I  U  =  J zdy, 

yu 
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mithin  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

X       Y  X  r 

.V  =  J  j  J zdy  |  dx=  Jäx Jzdy. 

Diese  Formel  stimmt  mit  Xro.  1)  überein,  sobald  f ür  z  $ 
setzt  wird. 

AI»  Beispiel  einer  solchen  Cubatur  diene  folgender  Fall.  I 
oberhalb  begrenzende  Fläche  sei  ein  elliptisches  Paraboloid,  bestimi 
durch  die  Gleichung 

z  =  ax*  +  ßy*; 
die  Basis  des  Volumens  sei  ein  rechtwinkliges  Dreieck  (Fig.  77)  m 


Fig.  77. 


den  Katheten  OA  = 
OB  =  b.  Die  Summatic 
aller  Volumelemente ,  d. 
die  doppelte  Integration  bt 
zieht  sich  dann  auf  aJi 
positiven  x  und  t/,  welche 
der  Bedingung 

—  a        b  — 

genügen ,  mithin  '  sind  di< 
Integrationsgrenzen 


tf0  —  0,  X  —  OA  =  a, 

0o  =  0,  Y  =  LN,  =  b  (l  -  ~y 


Dies  giebt 


a 


Denkt  man  sich  denjenigen  Tunkt  D  der  Fläche  aufgesucht,  dessen 
Coordinaten  OA  =  a,  —  =  b,  CD  =  c  sind,  so  W 
c  =  «aJ  +  06*,  mitbin  F  gleich  dem  zwölften  Theile  des  Par*1' 
lelepipedes  aus  den  Kanten      b,  c. 
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Für  ein  zweites  Beispiel  behalten  wir  das  elliptische  Paraboloid 
als  obere  Begrenzungsfläche  bei,  nehmen  aber  als  Basis  die  ganze 
aus  den  Halbachsen  a  und  b  construirte  Ellipse.    Dio  Integrationen 
beziehen  sich  jetzt  auf  alle  positiven  und  negativen  x  und  \j,  welche 
fder  Bedingung 

•s  + 

genügen;  daher  ist 

I  V=J  dx  I  («z»  +  fiy^dy. 

aKe  Ausführung  beider  Integrationen  giebt 

I  V  =  \nab(aa^  -f  ßW)  =  \nabc, 

§.  96. 

Die  Umkehrung  der  Integrationenfolge. 

Durch  die  summatorische  Bedeutung  des  Doppelintegrales,  welche 
in  der  Definition 

j  Jffa  y)     dy  =  Lim  22f(xt  y)  dx  4y 

ausgesprochen  ist,  wird  man  (ähnlich  wie  bei  den  unendlichen  Dop- 
pelreihen) zu  der  Frage  veranlasst,  ob  der  Werth  des  Doppelintegra- 
les ungestört  bleibt  oder  nicht,  wenn  man  die  beiden  angedeuteten 
Integrationen  in  umgekehrter  Reihenfolge  ausführt. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  wo  die  Integrationen  unbe- 
stimmte sind,  und  nennen  V  den  Werth  des  Doppelintegrales ,  so  ist 

-  =  Jf(x,y)dx,  —=f(x,y). 

Andererseits  gilt  nach  §.15  die  Gleichung 

32F  _  d2  V 
dxdy  ~~  dy'dx 

vorausgesetzt,  dass  die  Variabelen  x,  y  keine  solchen  Werthe  erhal- 
ten, wodurch  eine  der  Functionen 
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cJV     dV  dV 
cxcy    cx  cy 
discontinuirlich   werden   könnte;   es   ist   daher   unter   dieser  H* 
schränkung 

V  =  J Jf(x,y)dydx. 
Demnach  besteht  die  Gleichung 

f ff(x>y)dxdy—  J Jf{x,y)dydx 
so  lange,  als  die  vier  Functionen 

/(**)•  Jf(x,  y)dx,  Jf{x,y)dy,  J  Jf(xyy)dxdy 

keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden. 

Bei  bestimmten  Doppelintegralen  ist  diese  Schlussweise  nicht 
direct  anwendbar ,  und  daher  muss  man  in  diesem  Falle  auf  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zurückgehen.  Meistenteils 
sind  die  vier  Integrationsgrenzen  nicht  unmittelbar  gegeben,  sondern 
man  kennt  nur  eine  Bedingung,  welcher  die  Variabelen  x  und  y  ge- 
nügen  sollen  (vergl.  das  vorige  geometrische  Beispiel);  gleichzeitig 
ist  auch  die  Anordnung  der  Integrationen  nicht  vorgeschrieben,  es 
wird  nur  die  Doppelsumme  aller  der  Elemente  f{xyy)dxdy  verlangt, 
für  welche  jene  Bedingung  besteht.  Ist  letztere  der  Art,  dass  sieb 
aus  ihr  bestimmte  Integrationsgrenzen  sowohl  bei  der  einen  als  bei  der 
anderen  Anordnung  der  Integration  ergeben,  so  kann  man  auch  die  De- 
trachtungen  des  vorigen  Paragraphen  zweimal  anwenden,  indem  man  erst 


f(x,y)dy  =  F(x,y) 

setzt  und  die  zugehörigen  Integrationsgrenzen  y0l  Y>  x0,  X  bestimmt, 
nachher  aber 


f(xyy)dx  =  &(x,y) 

setzt  und  die  neuen  Integrationsgrenzen  f0,  3,  rj0j  T  aus  der  gege- 
benen Bedingung  herleitet.    Im  ersten  Falle  findet  man 

x  r 

IAm£2Jf(x,y)4x4y= J  dx Jf{xyy)dyy 

*Q  PO 

im  zweiten 
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Y  S 

Lim  ES f{x,  y)  Jx  Jy  =  fdy  f  f(x,  y)  dx, 


447 


mithin 


X  Y 


Y  S 


j  J  f{ryy)dxdy  =  J  J f{x,y)dydx> 

;jedoch  gilt  dieser  Satz  im  Allgemeinen  nur  so  lange  als  die  Funo- 
nen 

/(*.30.  fffay)dy<  Jf{x,y)dx, 

J  dx  ff(x,y)dy,  J dy Jf{xyy)dx 

endlich  und  stetig  bleiben. 

Diesen  Erörterungen  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ein  geome- 
trischer Sinn  unterlegen.  In  Fig.  78  mögen  OL  =  x,  OM—  LN—y^ 

Fig.  78. 


tad  XP  =  z  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  P 
p  Räume  bezeichnen ,  ferner  sei  z  =  f(x,  y)  die  Gleichung  einer 
Fläche,  endlich  denke  man  sich  in  der  zy-Ebene  eine  geschlossene 
Curve  oder  überhaupt  einen  Contour  LqMoLxMi  gegeben;  nimmt 
öan  letzteren  zur  Basis  eines  Cylinders,  welcher  von  der  vorigen 
Flache  geschnitten  wird,  so  ist  das  Cylindervolumen 

v=f  f*dxdy=:  J J*f&y)dxdy1 
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wobei  x  und  y  an  die  Bedingung  gebunden  sind,  dass  der  Punkt  xij 
die  Cylinderbasis  nicht  überschreiten  darf.  Aus  dieser  Bedingung 
ergeben  sich  in  jedem  Falle  die  nöthigen  Integrationsgrenzen,  wobei 
wir  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die  Curve  Xo^Io-^i^Ii 
von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  wer- 
den könne.  Integrirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  bei  vorläufig 
constanten  x,  so  sind  (wie  in  §.  95)  LLQ  =  y0,  LLX  =  Y  die  Inte- 
grationsgrenzen für  y\  die  nachherigen  Integrationsgrenzen  für  i 
sind  die  Entfernungen ,  in  welchen  die  beiden  parallel  zur  y-Achse 
an  die  Cylinderbasis  gelegten  Tangenten  die  #-Achse  schneiden.  Will 
man  dagegen  zuerst  nach  x  integriren,  so  verlängert  man  die  Gerade 
MN  bis  zu  ihren  Durchschnitten  Mo  und  Mi  mit  der  Cylinderbasis 
und  erhält  MM0  =  £o,  MMt  =  &;  die  Grenzen  für  die  nachherige 
auf  y  bezügliche  Integration  ergeben  sich,  wenn  man  parallel  zur 
z-Achse  Tangenten  an  die  Cylinderbasis  legt.  Sowohl  bei  dem  er- 
sten als  bei  dem  zweiten  Systeme  von  je  vier  Integrationsgrenzen 
ist  die  Bedingung  erfüllt,  dass  der  Punkt  N  die  Cylinderbasis  nicM 
überschreitet;  dann  erhellt  aber  ohne  Weiteres,  dass  die  SummiraDg 
aller  Volumenelemente  zdxdy  in  beiden  Fällen  dasselbe  Cy  linder- 
volumen  liefern  muss. 

Am  einfachsten  wird  die  Sache,  wenn  alle  vier  Integrations- 
grenzen absolute  Constanten  sind,  was  geometrisch  bedeutet,  dass 
die  Cylinderbasis  ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten  parallel  zu  den 
Achsen  x  und  y  liegen.    Man  hat  in  diesem  Falle 

ab  b  a 

/   / ffay)dxdy  =J  Jf(x,y)dydx, 

aß  ß  a 

wenn  die  sonst  noch  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind. 
Als  Beispiel  betrachten  wir  das  Doppelintegral 

ab  b  a 

J  J c~xv  sinxdxdy  =  J  j e~vx  sinx  dy  dx\ 

0       0  0  0 

es  ergiebt  sich,  wenn  jedesmal  die  erste  der  angedeuteten  Integra- 
tionen ausgeführt  wird, 

fi^fZ.  sinx  dx  =ß-e-^a  +  9Sina)  Jy 

b  b 

C  e~av  Pye-«'  „ 

=  arctanb  —  cosa  I  - — ; — -  dy  —  sina  I  f—, — ;  dy. 

i  1  +  y  /  1  + 
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Da  der  Bruch  — i — -  zwischen  0  und  1  liegt ,  so  ist  der  Werth 


des  mit  cos  a  multiplicirten  Integrales  positiv  und  kleiner  als 

b 

0 

fär  das  zweite  Integral  rechter  Hand  gilt  eine  ähnliche  Bemerkung, 
und  man  hat  daher 

a 

'1  —  e~bx    .                             1  —  e~ah 
—          stnxdx  =  arctanb  (QQcosa  +  Qi  sina) 

wo  p0  und  Qi  nicht  näher  bestimmte  positive  echte  Brüche  bezeich- 
nen. Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  a  er- 
giebt  Bich  ferner,  a  und  b  als  positiv  vorausgesetzt, 


A 


i)  IL=J^.sinxdx  =  ardanb. 


0 

Das  Integral  linker  Hand  zerfallt  in  die  beiden  Integrale 


sinx  ,  (sinx 
%  * 


stft  cc 

and  da  immer  zwischen  -f  1  und  —  1  enthalten  ist ,  so  liegt 

x 

der  Werth  des  zweiten  Integrales  zwischen 

J  e~bzdx  und  —  /  e~bxdx1 


»  kann  deshalb 


=  qJ  e~b*dx  =  Q  -i- 


?esetzt  werden,  wenn  q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch 
^deutet.    Aus  der  nunmehrigen  Gleichung 


'»Igt  für  b  =  od 


0 


x  b 


00 

 dx  =  — 

x  2 


o 

Schlömilch,  Aualysis  I.  ,  29 
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Dieses  Beispiel  lehrt  gleichzeitig,  wie  man  sich  in  den  Fällen  zu  ver- 
halten hat,  wo  unendliche  Integrationsgrenzen  vorkommen. 

Um  auch  ein  Beispiel  für  den  allgemeinen  Fall  zu  nahen,  be- 
trachten  wir  das  Doppelintegral 


V  -  j  J  V^c^  —  x^  —  ifdxdy, 


worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 

(x—  c)2  +  y*  <  c* 
genügenden  x  und  y  beziehen  mögen.    Geometrisch  bedeutet  hier  V 


Fig.  79. 


das  Volumen  eines  Cl- 
ünders, welcher  den  über 
OA  =  2  c  construirten 
Halbkreis  zur  Basis  bat, 
und  von  einer  mit  dem 
Radius  OA  beschriebe- 
nen   Kugel  geschnitten 
wird  (Fig.  79).  Integrirt 
man  zuerst  in  Beziehung 
auf  y,   so    sind  0  und 

L Q  V~2cx  —  x2  die  zu- 
gehörigen Integrations- 
grenzen; nachher  ist  / 
von  0  bis  2  c  auszudeh- 
nen, also 


2C         Y-2cz  r* 


V  =  fdx  JVi  c>  —  x*  —  y*  dy 


—  \  j  dx  J(2  c  —  x)  V%  cx  -f  (4  c2  —  a?2)  areain  ^ -JL  J 

=  a*-D<M8- 

Bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  gelten  für  x  die  Gren- 
zen MSq  =  c  —  \Tc'2  —  yl  und  MSX  ==  c  +  Vc^-  y'\  für  ?/  die 
Grenzen  0  und  c,  mithin  ist  auch 

V=  I  dy  j  V4c*  —  a?»— y2  rf*. 

Als  Worth  des  ersten  Integrales  findet  man 
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I  V4c2 — ?/2 


arcsm 


1/  4  c2  — V 

'lerselbe  lässt  sich  aber  noch  sehr  zusammenziehen.  Das  Quadrat 
vom  Inhalt  der  ersten  Parenthese  ist  nämlich  2  ?/-  (c  —  */),  mithin  der 

Inhalt  selbst  =  y  V  2  (c  —  ?/) ;  mittelst  der  Formel  0)  auf  S.  5  er- 
gebt sich  femer  als  Differenz  der  beiden  Kreisbögen  der  eine 
Bogen 

aresin  \VTc  ^V^-jc-V^h 
L  4  c2  —  y2  I 

-  aram  ^  -  _  =  arcsm 

-  aresin  hV V  1  -  — i— 1  =  2 an»m V  , 

L  r   2c  —  #  r         2c  — t/J  r   2c— y 

wobei  die  Formel 

arcsm (2 y  VT  —  y2)  =  2 aresin  y 
angewendet  worden  ist.    Nach  diesen  Bemerkungen  erhalt  man 

c  i  

Y~ J      c^c~~y}  +  (4c2_~ y2)(trcsin  y  o~z7 

w«  zu  demselben  Werthe  von  V  führt  wie  die  vorige  Rechnung. 

Den  Nutzen,  welchen  die  Umkehrung  der  Integrationenfolge 
gewährt,  zeigt  das  etwas  allgemeinere  Beispiel 

V=  j  J VTc*  —  x2  —  y2  i>(y)dxdy, 

vorin  tj>(y)  eine  beliebige  Function  von  y  bedeuten  und  die  Inte- 
pationsbedingung  dieselbe  wie  vorhin  sein  möge.  Hier  lässt  sich 
*i  der  ersten  Anordnung  die  auf  y  bezügliche  Integration  im  All- 
^meinen  gar  nicht  ausführen,  wohl  aber  kann  man  bei  der  zweiten 
Anordnung  genau  wie  vorhin  rechnen;  damit  gelangt  man  zu  der 
»leichung 

J  j V  4  c2  —  x'1  -  v8  i>  (y)  äx  d  y 

0  0 

= J  |f/  Vc(c  —  y)  +  (4  c2  —  y2)  arcsm  y  _£_J  0(y)*3fi 
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welche  die  Reduction  des  Doppelintegrales  auf  ein  einfaches  da 
stellt 

Hinsichtlich  des  allgemeinen  Doppelintegrales 

X  Y 

V= f  ff(x,y)dxäy 

t0  yo 

fügen  wir  noch  eine  Bemerkung  für  den  Fall  bei,  dass  die  Functi 
fipc^y)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Co 
tinuität  erleiden  sollte.  Wird  f{x,y)  nur  einmal  discontinuirlich  w 
zwar  für  x  =  |  und  y  =  wo  |  zwischen  x0  und  X,  rj  zwisch 
y0  und  Y  liegt,  so  betrachtet  man  V  ah  den  speciellen  Werth,  w< 
chen  die  Summe 

/-«       Y  X  Y 

J  f{^y)dxcly  +  /  Jf(x,y)dxdy 

fo        yo  £  +  yo 

bei  gleichzeitig  verschwindenden  d  und  s  erhält  In  jedem  der  bei 
den  einzelnen  Integrale  bleibt  f(x,  y)  continuirlich  und  daher  könner 
dieselben  wie  früher  behandelt  werden.  Aehnlich  verhält  sieb  fi 
Sache,  wenn  mehrere  Unterbrechungen  der  Continuität  Vorhände 
sind.  Im  Allgemeinen  gilt  hier  der  Satz  nicht  mehr,  dass  der  Wert 
des  Doppelintegrales  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Integn 
tionen  ist. 


§.  97. 

Doppelintegrale  in  Polarcoordinaten. 

Will  man  in  einem  Doppelintegrale  statt  einer  der  beiden  Vi 
riabelen  x  und  y  eine  neue  Veränderliche  substituiren ,  so  hat  m» 
ganz  wie  in  §.  91  zu  verfahren,  und  daher  bedarf  dieser  Fall  keine 
besonderen  Auseinandersetzung;  dagegen  wird  die  Sache  ander 
wenn  statt  x  und  y  gleichzeitig  zwei  neue  Variabele  einzuführe 
sind. 

I.  Wir  betrachten  zuerst  den  einfachen  und  häufig  vorkommen 
den  Fall,  wo  das  Doppelintegral 

1)  V=J'jf(x,9)dxdi, 

in  Polarcoordinaten  transformirt,  also 

2)  x  =  rcosO,  y  =  r  sintt 
gesetzt  werden  soll. 
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Denken  wir  uns  die  auf  y  bezügliche  Integration  als  die  erste, 
können  wir  zunächst  0  für  y  einführen,  wenn  wir  aus  den  Glei- 
mgen  2)  die  neue  Gleichung 

y  =  xtanß 

den,  worin  x  als  Constante  zu  betrachten  ist;  dies  giebt 

V~ J J*f(x1xtanO)dx.xsec'lOdO. 

i  zweitens  r  an  die  Stelle  von  x  zu  bringen,  substituiren  wir 
=  rcosO  und  beachten,  dass  hier  cosO  constant,  dagegen  r  die 
B6  Variabele  ist;  wir  erhalten  so 

V  =  J J f(r cosO,  r sin 0) cos 0 dr .rcosO sec2 6d0 

= J J^fircosO,  r sind) rär dB , 
ur  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  auch 

V-=J* J f(rcosO,  rsinO)rdüdr 

chrieben  werden  kann.  Die  Einführung  von  Polarcoordinaten 
chieht  also  in  der  Weise,  dass  y,  dx  dy  der  Reihe  nach  durch 
JS'i,  rsinü,  rdOdr  ersetzt  werden. 

Der  geometrische  Sinn  dieser  Transformation  ist  folgender. 
Jachten  wir  z  =  f(x,y)  wieder  als  Gleichung  einer  Fläche  und 

zdxdy  als  Volumen,  so  bleibt  es  für  die  Grösse  von  V 

cngiiltig,  ob  die  Basis  dieses  Volumens  in  rechteckförmige  oder 
nders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  wenn  nur  diese  Elemente 
Basis,  und  die  über  den  Flächcnelementcn  construirten  Farallel- 
ede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen.  Diejenige  Zer- 
Jig  nun,  welche  einem  polaren  Coordinatensysteme  entspricht, 
ebt  sich  von  selbst,  wenn  man  r  und  0  gleichzeitig  ändert,  und 
rend  das  rechtwinklige  Coordinatensystem  zu  einer  schachbret- 
ichen  Theilung  der  Basis  führt,  sind  bei  dem  Polarsysteme  die 
ilüen  Elemente  von  zwei  concentrischen  Kreisbögen  und  von 

Radien  begrenzt  (Fig.  80  u.  81  a.  f.  S.).  Irgend  eines  dieser 
nente  NNiN^N»  (Fig.  81)  kann  als  Rechteck  aus  den  Seiten 
i  und  NN2  betrachtet  werden  und  zwar  ist 

OL  =  x,  LN  =     ON=ry  [_LON  =  0, 

NN,  =  dr,  NN,  r=  rdü,  Fläche  N^N^N^rdd  .dr. 

Volumen  V  entsteht  durch  Summirung  der  Parallelepipede  über 


-Iß 
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den  Fläehenelementeu,  der  Inhalt  eines  solchen  Parallelepipedes  ist 
zrdUdr,  folglich 

V=f Jzvdiidr, 

Fig.  HO. 


O 


Y 


was  mit  Nr.  3)  übereinstimmt,  wenn  z  =  f{x,y)  =  /(rcosü,  r«W0J 
wieder  eingesetzt  wird. 

Die  Integratiuusgreuzen  für  /  und  Ö  sind  in  jedem  Falle  besou- 
der«  zu  bestimmen.  Sind  die  ursprünglichen  Grenzen  für  X  und  9 
so  beschaffen,  dass  der  Punkt  xy  innerhalb  eines  Contours  bleiM 
welcher  von  einer  Geraden  in  höchstens  zwei  Punkten  geschnitten 
werden  kann,  so  ergeben  sich  die  Integrationsgrenzen  für  r,  wenn 
man  den  Kadiusvector  ON  bis  zu  seinen  Durchschnitten  §0  Ull(l  Vi 
mit  jenem  Coutour  verlängert  (Fig.  81);  die  Grenzen  für  (I  sind  nach- 
her die  Winkel  LOTq  und  LO'I\,  welche  zwei,  von  0  aus  an  den 
Contour  gelegte  Tangenten  mit  der  x- Achse  einschliessen.  Für  0  Qo^fi» 
OQi  =  22,  /.  LOT»  —  ü0l  ZO^  =  0  ist  dann 

F  —  /   j  f(r  cos  0,  r  sin  0)  r  d  0  dr. 


o 


Einige  allgemeinere  Beispiele  mögen  dies  erläutern  Beziehe« 
sicli  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x  und  «/, 
welche  der  Bedingung  x-  -\-  y-  <  c2  genügen,  so  bleibt  der  Punkt 
xy  innerhalb  eines  mit  dem  Radius  v  beschriebenen  KreisquadranteD; 
man  erhält  für  diesen  Fall 


4) 


0  0 


/> 


cos  0,  r  sin  0)  rdOdf* 


Ist  ursprünglich  die  Bedingung  gegeben,  dass  sowohl  %  als  t 
nositiv  und  (x  -—  c)2  -f  if  <  c2  sein  soll ,  so  bleibt  der  Punkt  fj 
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im  Iiineru  eines  Halbkreises ,  dessen  Durchmesser  2  c  auf  der 
p- Achse  liegt;  dies  giebt 


Je    V  icx-T*  |»  Icmfft 

»)    y°  y° f y)dxdy  =  j  J f(r  cos  0,  r  sin  ö) r  dl 0  d  / . 

0       0  0  0 

liernach  ist  speciell 

I  fVic*  —  x*  —  yldxdy  —  J    J\f4c!  —  r>2>  tHhir 

<     t)  o  o 

= J d0l(2cy(l-sin0)  =  l(2c)'(l*-j) 

0 

«einstimmend  mit  der  viel  umständlicheren  Rechnung  im  vorigen 
»ragrapheu. 

Das  unter  Nro.  5)  verzeichnete  Integral  lässt  sich  auch  auf  die 
'eise  transforniiren,  dass  man  erst  x  =  xA  —  c  und  nachher  xx  — 
QK0,  y  =  r  sin  0  setzt ,  wovon  der  geometrische  Sinn  leicht  einzu- 
«en  ist;  man  erhält  zuletzt 

I«      1/  'lex—  r«  71  r 

• 1  y°  /! /"(^»  ^  (Ujt=lJ  f f^ cos  ° — * r  sin  ® r  d  ö  f/r- 

0      0  0  0 

Wenn  sich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  * 
^//beziehen,  so  durchläuft  der  I* unkt  xy  die  ganze  unendliche 
tane,  welche  von  den  positiven  Theilen  der  x-  und  Achse  begrenzt 
lr<l;  bei  Polarcoordinaten  geschieht  dasselbe,  sobald  r  von  0  bis  oo, 
gegen  0  von  0  bis  \  it  ausgedehnt  wird,  mithin  ist 


J  J y)<ixäy  = J  J 


f(r  cos  0,  r  stft    r  dö  dr, 

o    o  ö  u 

Als  gelegentliche  Anwendung  hiervon  diene  die  Ermittelung 
8  Werthes  von 


c~xi  dx, 

'«'her  vorläufig  mit  K  bezeichnet  werden  möge.  Für  das  Doppel- 
egral 


0  0 
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hat  man  erstens 


J z~x*dx J e->*dy  =  K2; 


0  0 

andererseits  ist  dasselbe  nach  Nro.  7) 

>■  ; 

e-r*rd8dr 

0        0  0 

Die  Vergleichnng  beider  Resnltate  giebt  K  =  \  V~ä  d.  i. 


-//■ 


J  e-**dx  —  \  Vn. 


II.  Auf  die  in  Nro.  4),  5)  und  6)  betrachteten  Integrale  lassen 
sich  einige  andere  von  etwas  allgemeinerer  Form  zurückführen. 
Sind  die  ursprünglichen  Integrationen  so  zu  leiten,  dass  bei  positiven 
x  und  y 


Gr)'  +  (I)' 


<  1 


bleibt,  so  bewegt  sich  der  Punkt  x  y  innerhalb  eines  Ellipsenquadran- 
ten,  und  es  ist  dann 


0  0 


Indem  man  erst  x  =  a|,  nachher  y  =  brj  substituirt,  kommt  man 
auf  ein  neues  Integral,  welches  an  die  Bedingung  |2  -f-  <  1  ?e" 
bunden  ist,  nämlich 


V=ab  J Jf{a&bn)dldn> 

0  o 


Dieses  lässt  sich  nach  Nro.  4)  behandeln,  wenn  man 
1,1  =  rcosO,  t]  =  rsinü  ^OQtilti  hiflnifl'  1  wird 


9)  Jfaj 


0  0 

Auf  ( 
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0)  J  Jf(x,y)dxdy  =  ab  J     ff (ar  cos  6,  br  sind)  rdQdr 


0      0  0  0 

71  1 


=  ab  J Jf(arco$ti  —  a,  brsin6)rdii  dr. 


o  o 


§.  98. 

Substitution  neuer  Variabelen  in  Doppelintegralen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Transformation  ist  nur 
in  specieller  Fall  des  allgemeinen  Problemes,  statt  der  ursprüng- 
ichen  Variabelen  x  und  y  zwei  neue  Variabele  s  und  t  einzuführen, 
reiche  mit  jenen  durch  zwei  Gleichungen 

)  x  =  (jp(s,/),  y  =  4'(s,0 

erblinden  sind.  Will  man  diese  Substitutionen  nicht  gleichzeitig,  son- 
lern  nach  einander  bewirken  und  zwar  zuerst  y  durch  t  ersetzen,  so 
Wtt  man  sich  s  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  und  das  Resultat 
auf  die  Form 

y  =  %{xj) 

gebracht ;  für  die  erste  Integration  bleibt  x  constant,  und  es  wird 
kher 

/ ff&y)dxdy  -  j fflx,z(*,t)]dx  dt 

übstituirt  man  jetzt  <p(s,t)  für  x,  wobei  t  als  constant,  dagegen  s 
k  die  neue  für  x  eintretende  Yariabele  zu  betrachten  ist  ,  so  erhält 
lan  ein  Resultat  von  der  Form 

o  !l  eine  Function  von  8  und  t  bedeutet,  die  sich  durch  Ausfüh- 
mg  der  angedeuteten  Operationen  von  selber  bestimmt. 

Dieses  Verfahren  erlaubt  eine  wesentliche  Modifikation,  wenn 
»n  beachtet,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  dxäy  auf  die  Form 
idsdt  zu  bringen,  indem  man  bei  der  ersten  Integration  x  als  Gön- 
nte ansieht.  Statt  nämlich  aus  den  Gleichungen  1)  die  Variabele 
zu  eliminiren,  kann  man  auch  ds  herausschaffen,  was  folgende 
echnung  giebt.    Man  hat  zunächst,  weil  erst  x  als  Constante  gilt, 
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mithin  durch  Elimination  von  ds 

Ts'Tt.  ~  dt'  ds  „ 
(hj  =  3£   At 

Bei  der  zweiten  Integration  ist  x  die  ursprüngliche,  s  die  neue  Va- 
riabele,  daher 


dx  =  ^  ds, 
CS 


also  zusammen 


dxdy  =  \Ts'Tt-Tt'Ts)  d8dt 

Die  allgemeine  Formel  zur  gleichzeitigen  Substitution  zweier  MW 
Variabelen  lautet  jetzt 

f  ff{x,y)dxdy 

-ffn*  o.      ©4?  -  fs.ff) 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  durch  folgende  geometrisch 
Betrachtung,  bei  welcher  das  ursprüngliche  Doppel  integral  iriedfl 
als  Volumen  (s.  §.  95)  angesehen  werden  möge.  Zwei  willkührlicht 
Grössen  s  und  t,  welche  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  üi  da 
Horizontalebeue  bestimmen,  lassen  sich  als  Coordinaten  dieses  Punk 
tes  betrachten ,  wenn  man  den  Begriff  der  Coordinaten  in  seiner  wä 
testen  Bedeutung  nimmt.  Die  Gleichungen  1)  vermitteln  dann  dd 
Uebergang  von  den  ursprünglichen  rechtwinkligen  Coordinaten  I 
und  y  zu  den  neuen  Coordinaten  s  und  t.  Für  die  Grösse  des  Vo 
lumens  V  ist  es  aber  gleichgültig,  ob  seine  Basis  in  rechteckförmi# 
oder  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  und  daher  fragt  es  siel 
nur  noch ,  welche  Zerlegung  dem  neuen  Coordinatensysteme  der 
und  t  entspricht.  Sowie  nun  das  frühere  Element  ein  Rechteck  wsi 
dessen  vier  Ecken  durch  die  Coordinaten 

x,  y\  x  +  dx,  y;  x,  y  +■  dy;  x  -f  dx,  y  +  dy 
bestimmt  wurden,  so  müssen  wir  als  neues  Element  ein  Viereck  nA 
meu,  dessen  Ecken  N,  Nu  iV2,  iV3  die  Coordinaten 

s,  t\  s  +  ds,  t-,  s,  t  +  dt-,  s  -f  ds,  t  -f  dt 
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üben  (Fig  82).    Da  die  Bögen  NNU  NtN9i  K9N3i  N2N  unendlich 
Fig.  82.  *  klein  sind,  so  können  wir  sie  als 

^  gerade  Linien  und  das  Fläehen- 
element  NNiN$N%  als  das  Dop- 
pelte des  Dreiecks  NN\  N$  be- 
trachten ;  letztere  Fläche  lässt  sich 
aber  durch  die  Coordinaten  ihrer 
Ecken  ausdrücken.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  Punkte  N,  N\ 
und  N<}  mit  x  und  y,  xx  und  yu 
x-2  und  y2,  so  ist  die  Fläche  des 
Dreiecks 

NNX  2%  ==  J      -  x)  {y,  -  y)  -  (x2  -x)^-  y)\ 
litliia  die  Fläche  des  Elementes 

NNi  N,,N2  =  (x{  —  x)  (y.>  —  y)  —      —  z)  (#i  —  y). 
Puukt  Ni  entstand  aber  aus  dem  Punkte  N  durch  alleinige 
.enderuiig  des  s,  mithin  ist 

%i  =  x  -\-  —  ds,  yx=  y  +  —  ä$\ 

W  führte  die  partielle  Aenderung  des  t  von  N  nach  N-2 ,  man 
tat  folglich 

torch  Substitution  dieser  vier  Werthe  ergiebt  sich 
Irr  wegen  der  Gleichungen  1) 

LProduct  e.NNiNBNi  —  f(x,y).NiN2N:iN2  stellt  wieder  das 
olumon  eines  unendlich  dünnen  Parallelepipedes  dar,  und  die  Dop- 
ikumiue  aller  dieser  Volumenelemente  giebt  das  ganze  Volumen; 
ich  Substitution  der  Werthe  von  x,  y  und  N\  N2  N-,  gelangt  man 
i  der  Gleichung  2). 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  bei  bestimmten  Doppelintegra- 
n  die  neuen  auf  g  und  t  bezüglichen  Integrationsgrenzen  besonders 
i  ermitteln  sind.  Wir  geben  hierzu  ein  paar  Beispiele  namentlich 
irh  um  zu  zoigen,  wie  durch  pussende  Wahl  von  <p  und  #  con- 
löte  Integrationsgrenzen  für  s  und  t  zu  erreichen  sind. 
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a.  Wenn  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Be- 
dingung 

0  <  x  +  y  <  c 

genügenden  x  und  y  beziehen,  so  be- 
wegt sich  der  Punkt  xy  innerhalb  des 
gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks 
AOB  (Fig.  83,  OA  =  OB  —  c)  und 

68  ist 

c     c  —  x 

V—IL fix,  y)  dx  dy. 


Durchbiegen  wir  ST\\AB,  zie 
SM  und  setzen    OS  =  0  T  =  * 
/  OSM  =  ö;  es  ist  dann 
0  L  =  x  =  s  —  stand,  OM  =  y  =  stana 
oder  wenn  zur  Abkürzung  tan  a  —  t  gesetzt  wird, 

x  =  s  —  st,  y  —  st 

Hieraus  folgt 

dx  dy      dx  dy 

ds'di  ~  dt'ds  ~~  S' 
Um.  ferner  den  Punkt  N  in  dem  Dreiecke  A  OB  herumzuführen, 
braucht  man  nur  s  von  0  bis  c,  &  von  0  bis  \  %  d.  h.  t  von  0  bis  1 
auszudehnen;  dies  giebt 

c     c  —  x  c  1 

3)  j Jf{x,y)dxdy  =J Jf{s  —  st,st)sdsdt. 


0  0 


i)  D 


Als  specielle  Anwendung  hat  man  z.  B. 


e     c  —  x  e  1 


0  0 


e*(*  +  vVdxdy  =  /  et^sdsdt 


=  /  e***sds  = 


—  1 


2  k 


wo  in  der  zweiten  Form  beide  Integrationen  ausführbar  sind,  wäh- 
rend sich  in  der  ersten  Form  schon  die  auf  y  bezügliche  Integration 
nicht  in  endlicher  Gestalt  bewirken  lässt. 

Ist  etwas  allgemeiner  die  Grenzbedingung  vorgeschrieben,  das? 
bei  positiven  X  und  y 

0  <-  +  !-<  1 
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bleiben  soll,  in  welchem  Falle  das  Dreieck  A  OB  die  ungleichen 
Katheten  OA—  a  und  OB  =  b  besitzt,  so  nehme  man  erst  y=bv\ 
dann  x  =  ai;  und  benutze  schliesslich  die  Formel  3)  indem  man 
«,  y,  c  durch  £,      1  ersetzt;  dies  giebt 

. 

4)  y° Jf(x,y)dxdy^=abj Jf[as(l—t),bst]sdsdt. 

b.  Die  Bedingung,  dass  bei  positiven  a;  und  y 

x2 

|  0  <-  +  </<  c 

«ein  soll ,  entspricht  dem  Falle,  wo  der  Punkt  xy  innerhalb  eines 

Parabelsegmentes  AOB  bleibt;  die  Pa- 
rabelachse fällt  mit  der  «/-Achse  zusam- 
men ,  A  0  =  B  0  ist  der  Parameter 
der  Parabel  (Fig.  84)  und 


c 


V=  /  f(x,y)dxdy. 


Legt  man  durch  N  eine  ähnliche  Parabel 
mit  dem  Parameter  OS  =  OT  =  s  und 
setzt      OTL  =  o,  so  hat  man 

(  8  =  s tan tö,  y  =  s          =  s(l  —  tan2 cd), 

rfer  für  ton  to  = 

X  =  8t,  y  =  *(!—**), 

ro  nun  s  und  t  als  die  neuen  Coordinaten  von  N  gelten, 
ms  folgt 

dx  dy  ö; 
ds  dt 


Um  ferner  ^  in  dem  Parabelsegmente  herumzuführen,  muss  s  von 
)bi8  c,  <d  von  bis  0  oder  t  von  1  bis  0  ausgedehnt  werden? 
lies  giebt 


c 


9  J Jf(&y)dxdy=j  Jf(st,s  —  sP)$(l+t*)dsdL 
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Wenn  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x  um! 
II  zu  beziehen  sind,  welche  der  etwas  allgemeineren  Bedingung 

=  al       b  — 

genügen,  wobei  die  Strecken  A  0  =  n  und  B  0  —  b  ungleich  sind, 
so  nimmt  man  erst  x  =  a{,  ff  =  &1J  und  wendet  dann  die  vorure 
Formel  an;  man  erhalt  auf  diesem  Wege 

5)  jffaddxdy 


o  o 


l  i 


=  a  b  fts (1  —  e*)]  s (1  +  <*)  *• 

Vi  0 

Als  gelegentliche  Anwendung  geben  wir  die  Cubatur  eines  cylin- 

drischen  Volumens  von  folgender 


Fig.  85. 


Entstehung  (Fig.  85).  Die  Basis 
werde  von  einer  Parabel  AB  be- 
grenzt, deren  Brennpunkt  0  önÄ 
deren  Scheitel  B  sein  möge,  worin 
also  OB  =  b,  OA  =  2l  ist, 
die  obere  Begrenzungsfläche  des 
Volumens  sei  ein  Umdrehungs- 
paraboloid  vierten  Grades,  nämlich 

+  fit 
welches  entsteht ,  wenn  eine  mit 
dem  Parameter  h  construirte  Pa- 
rabel  um  ihre  Scheiteltangente 
rotirt.    Es  ist  dann 


-  2b*Vk  J  jS/ 


d.  h. 
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7=  6»  VT*  7^  +  3/(1+1^2)  =    a5436167   fts  ^- 

1  f  l 


§.  99. 

Die  Complanation  der  Flächen. 


Um  auf  einer  durch  die  Gleichung  z  —  F(r>,  y)  bestimmten 
iche  ein  begrenztes  Stück  zu  erhalten,  denken  wir  uns  in  der 
lene  xy  zwei  zur  y-Achse  parallele  Gerade  und  zwei  beliebige  Cur- 
i  gezogen,  welche  mit  jenen  Parallelen  zusammen  ein  gemischt- 
ges  Viereck  bilden  (Fig.  8G).    Dieses  Viereck  betrachten  wir  als 


Fig.  80. 

Z 


Horizontalprojection  eines  Flächenstückes,  dessen  Inhalt  S  be- 
imt  werden  soll. 

Lassen  wir  x  um  dx,  y  um  dy  wachsen,  so  können  wir  das  aus 
und  dy  construirte  Rechteck  als  Horizontalprojection  eines  un- 
üch  kleinen  Flächenstückes  6  ansehen ;  letzteres  ist  ein  krumm- 
|  begrenztes  Viereck,  dessen  Ecken  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
?en  der  unendlichen  Abnahme  des  ö*  lässt  sich  aber  dieses  Flächen- 
lent  so  betrachten,  als  läge  es  auf  der  durch  den  Punkt  xyz  ge- 
tan Berührungsebene  der  Fläche,  und  zwar  beträgt  der  hierbei 
mgene  Fehler  nur  unendlich  kloine  Grössen  höherer  Ordnungen, 
nen  wir  für  den  Augenblick  den  Neigungswinkel  der  Tangen- 
bene  (oder  der  Ebene  des  Ö)  gegen  die  xy- Ebene,  so  haben  wir 

dx  dy 


öcosp  =  dxdy  oder  ö  = 


cos  Ii 
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Zufolge  des  Satzes,  dass  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  mit  dem 
Winkel  zwischen  den  Normalen  auf  jenen  Ebenen  übereinkommt,  ist 
[i  nichts  Anderes  als  der  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  xyz  er. 
richtete  Normale  der  Fläche  mit  der  z- Achse  einschliesst,  also  nach 
§.  27,  Nro.  6) 

1 

cosp  —  cosv,  = 


Das  Flächenelement  <5  bestimmt  sich  mithin  durch  die  Gleichung 

• = V«  +  C3T+©r** 

und  die  Summe  aller  dieser  Flächenelemente  giebt  die  ganze  Fläch« 
S.  Bilden  wir  zunächst  die  Summe  aller  von  y  =  L  N0  =  jfo  b» 
y  =  LN\  —  Y  liegenden  Elemente,  für  welche  x  constant  bleibt, » 
bedeutet  das  Integral 


Po 

den  Inhalt  eines  bandförmigen  Streifens,  welcher  das  Rechteck  aus 
Seiten  dx  und  N0Ni  =  Y  —  y0  zur  Horizontalprojection  hat; 
Summe  aller  derartigen  von  x  =  OLQ  =  Xq  bis  x  =  OL\  =  3 
liegenden  Streifen  giebt  die  ganze  Fläche 

Einige  Beispiele  mögen  den  Gebrauch  dieser  allgemeinen  Co« 
planationsformel  zeigen. 

a.  Das  elliptische  Paraboloid.  Die  Gleichung  4 
Fläche  ist 

2a  T  2b' 

mithin 

dz      x     dz   y 

dx      a  '  dy      b 9 
als  Horizontalprojection  nehmen  wir  den  Quadranten  der  aus  dl 
Halbparametern  a  und  b  construirten  Ellipse;  es  ist  dann 

s  =//V^©'+  (f)'  '•<> 
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Durch  Anwendung  der  Formel  9)  in  §.  97  erhalten  wir 

\n    i  _ 
S=ah J  f VT+7* rdßdr  =  *<™ ~ *> 


465 


ab. 


b.  Der  elliptische  Kegel. 
In  Fig.  87  sei  OC  =  c  die  Höhe 
des  Kegels,  AGB  seine  elliptische 
Basis  mit  den  Halbachsen  A  C  =  a, 
BÖ  ~  b;  die  Coordinatenebene  xy 
möge  parallel  zur  Ebene  ABC 
durch  die  Spitze  0  gehen.  Die 
Gleichung  der  Fläche  ist  dann 

und  wenn  zur  Abkürzung 


a 

gesetzt  wird,  so  findet  sich 


Va*  +  c*  V     +  c? 

—  =  a,  =  ß 


W   W  -  (.)■  +  (iy  ' 

Horizontalprojection  des  Mantelquadranten  ^4  Oi?^4  ist  eine  aus 
len  Halbachsen  a  und  b  construirte  Ellipse,  daher 


S=ffdxd9   1/  ^4  ^ 

fach  Formel  9)  in  §.  97  ergiebt  sich 

1*  l 

S  =  abJ  J Vcc2cos*0  +  ß*sTn?Ö rädd\ 


0  0 


=  \ab  j\ 


Va*cos*6  +  ß2sin*  0  dß, 


ithiu  für  den  ganzen  Mantel 

Schlömilch,  AnalysU  L  30 
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In 


M—\Vab.±  JV  a*abcos*ü  +  ß*  absind  dO. 

Hierin  liegt  der  geometrische  Satz,  dass  der  Kegelmantel  dieselbe 
Fläche  besitzt  wie  der  Mantel  eines  Cylinders,  dessen  Höhe  =  flfc 
und  dessen  Basis  eine  aus  den  Halbachsen  a  Va  b  und  ß  Väb  con- 
struirte  Ellipse  ist. 

c.  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a,  b,  c  heissen,  es  sei  ferner  a>b>c  und  zur  Ab- 
kürzung     

Va*  —  <j*  Vb'  -  c2  A 

 =  a,   -  —  p. 

a  o 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  nämlich  

• = •  V-  a)'  -  &)' 

findet  man  v 

1  _  /*f V  _  (öiy 

+  Gs)    y  -  ;  _  (f  y  _  (f  y ' 

Verstehen  wir  unter  S  die  Fläche  eines  ellipsoidischen  Octanta, 
so  ist  die  Horizontalprojection  von  S  ein  Ellipsenquadrant  mit  da 
Halbachsen  a  und  b,  mithin 


s  =y Jdxdy  [/ 


■  -  o?y  -  (?)1 


-  ®r  -  a )■ 


Durch  Anwendung  von  Formel  9)  in  §.  97,  wobei  zur  Abkürzung 

a2cos20  +  /32siw20  =  s2 
sein  möge,  ergiebt  sich  sofort 


8 

Statt  r  führen  wir  eine  neue  Variabele  u  ein  mittelst  der  Substitut» 

1  —  s2r2 

woraus 

l—w2  ,  (1  —  8*)udti 

1  —  S2W2'  (1  -  S2W2)2 
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folgt;  wir  erhalten 


S=ab  I  dO  f    1  ~~  s*  d 
J      I  (1  _  8,  ut? 


o  4 

oder  auch,  wenn  die  Reihenfolge  der  Integrationen  umgekehrt  und 
für  s2  sein  Werth  gesetzt  wird, 


S 


=  aj>  hu  l    d-«2)^/>  +  (i-^)^/y 

J     «/K1-  «2  **)      ö  +  (1  -  02  «2)  *™2  Öp 


Unter  Anwendung  der  leicht  entwickelbaren  Formeln 

cos*6dft  *  

(rocos»0  +  nsiri*üy  ~~  4mVtnn 


sin9  0  e*  0  * 


7  (m cos'2 0  +  n sin'1  0)2  4nVmn 


folgt  schliesslich 


i 


Man  kann  dieser  Formel  noch  eine  andere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  die  identische  Gleichung  beachtet 

1  —  «2  1  —  ß*  i   


1  =  «» 
7(1—  «2M2    '    x  _ 


/J»«»|  V(i  — /3»u») 


welche  durch  Differentiation  leicht  zu  prüfen  ist;  es  ergiebt  sich 

4         L        J  I       /(l-a2w2)(l-^2)*M  J 

^ach  §.74  hat  es  keine  Schwierigkeit,  dieses  Integral  auf  verschie- 
dene Weise  in  unendliche  Reihen  zu  verwandeln. 

d.  Die  Schraubenfläche.  Die  Gleichung  dieser  Fläche 
ist  bekanntlich  für  den  Fall ,  dass  die  Achse  der  Fläche  zur  z- Achse 
genommen  wird 

~  =  tan  — 
x  c 

30* 
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oder,  wenn  man  sich  auf  den  Quadranten  der  ersten  Windung  be- 
schrankt, 

V 

z  =  c  arctan  —  • 
x 

Hieraus  folgt  

und  in  Polarcoordinaten 


S=f J Vr«  +  c*dßdr. 


Als  Horizontalprojection  des  zu  bestimmenden  Flächenstückes 
nehmen  wir  ein  gemischtliniges  Viereck  begrenzt  von  zwei  mit  den 
Radien  r0,  rx  beschriebenen  Kreisen  und  von  den  zwei  Radien,  welche 
mit  der  x-  Achse  die  gegebenen  Winkel  60  und  U\  einschliessen;  es 
ist  dann 

S  =J  JV  c*  -f  r*  dß  dr 

und  nach  Ausfuhrung  der  Integrationen   

S  =  i  (ft  -  00)  jr,  V*+7>  -  ry#  +  rj +  cH  (r'  |^^)|  ■ 


§.  100. 

Complanation sformcl  für  Polarcoordinaten. 

Statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  OL  =  x,  LN=  y,  NP= 2 
benutzt  man  nicht  selten  räumliche  Polarcoordinaten,  indem  man  den 
Radiusvector  OP  —  r,  den  Winkel  POX  =  0  und  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Ebenen  xy  und  LOP  nämlich  zliVXP  =  ö 
mittelst  der  Formeln 

1)         x  =  r  cos    y  =  r  sin  0  cos  o,  z  =  rsin  6  sin  co 

Fig.  88.  in  Rechnimg  bringt  £pig#  88).  Nach 


Substitution  dieser  Werthe  erhält  man 
aus  der  ursprünglichen  Flächenglei- 
chung e  =  f(xt  y)  die  Polargleichung 
derselben  Fläche,  und  wenn  man  diese 
Gleichung  nach  r  auflöst,  so  ist  das  Re- 
sultat von  der  Form 

r  =  F(ß,  q); 
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darin  sind  0  und  ci  die  neuen  unabhängigen  Variabelen.  Bezeichnen 
wir  für  den  Augenblick  wie  folgt 

*  =  V  ■ + ©•+ <&■ 

und  wenden  die  allgemeine  Regel  für  die  Substitution  neuer  Varia- 
belen auf  die  Complanationsformel 

s=f  f<P(*>  V)dxdy 
in,  so  ist  bei  den  neuen  unabhängigen  Variabelen  6  und  oo 

0  fj Breese,  r^„)(|jU-|£||)^ 

Hier  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  den  Werth  von  op  in  Polarcoor- 
dinaten  auszudrücken,  also  die  partiellen  Differentialquotienten  von 

1  zn  entfernen  und  dafür  die  partiellen  Differentialquotienten  von  r 
einzuführen.    Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Da  z  eine  Function  von  x  und  y  war,  mithin  auch  von  0  und  o 
ibbängt,  so  ist 

dz      dz  dx       dz  dy 
dö  "~~  dx'dü  +  dy'W 
I  d_z_  _d_z_  d_x_  .d_z_  dy_ 

do      dx  da      dy  da 
Diese  Gleichungen  liefern  die  Werthe  der  beiden  Unbekannten 

^  und  ~ ;  setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

dy  dz_      d_y  dz  _ 
dO'da      da'dO~~  ' 
dz  dx       dz_  dx  

|  ffidm    d0do~  ■ 

'  dx  dy_  _dx_  dy  _  ^ 

dü'da      dadO~  ' 

»  findet  man 

|  dz  X     dz  _____  ^_ 

dx~      N'  dy"  N* 


nüthin 


9  =  V  1  +  fej  +  W  =  n  

Nach  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  Formel  4)  über  in 

5)  S=J  jVL*  +  M*  +  N*dOdm, 
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Die  Differentiation  der  Gleichungen  1)  giebt  ferner,  wenn 


dx      dr  n 

dß  =  Tocos" 


dx       dr  a 
=  Ä7,cos0> 

CG)  CO 


immer  beachtet,  dass  r  von  0  und  co  abhängt, 

r  sin  0, 

dy     ß*  •  n  ,         n\  dy     (dr  .    \  .  . 

dt>  =  \ddSme  +  rcosd)COSG3>  c^  =  \d^C0S"-rSm")mi 
dz     (dr  .  a  A  .         dz     (dr  .       .  \  .  k 

und  mittelst  derselben  erhält  man 

X  b=  r  f |g  8t»  0      *"  cos  0^  sin  0 , 

M  =  —  r        cös  Ö  —  r  sin  0^  sin  #  cos  w  —  ^  sin  «  j  , 

2V  —  —  r        cos  9  —  r  sin  0^  sin  0  sin  w  -f-       cos  °] ' 

Die  Formel  5)  gewinnt  hiernach  folgende  Gestalt 

dabei  sind,  wie  immer,  die  Integrationsgrenzen  aus  der  Begrenzung 
des  gegebenen  Flächenstückes  herzuleiten. 

Beispielsweis  betrachten  wir  eine  Fläche  von  folgender  Ent- 
stehungsweise.  In  der  Ebene  y  z  sei  eine  Lemniscate  construirt 
(Fig.  89),  deren  Halbachse  OA  =  a  den  rechten  Winkel  TOZU 

biren  möge;  man  legt  ferner  Ebe- 
nen wie  z.B.  XOUq  und  XOty 
welche  die  x-  Achse  in  sich  enti 
halten  und  die  Lemniscate  in 
Ui  etc.  schneiden;  in  jeder  diesem 
Ebenen  nimmt  man  die  betreff 
Lemniscaten8ehne(0*7o,  0VX 
zum  Durchmesser  eines 
und  denkt  sich  durch  die 
Folge  dieser  Kreise  die  Fläch« 
erzeugt.  Als  Gleichung  der  let* 
teren  findet  man  in  rechtwinkli- 
gen Coordinaten 
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>raus  augenblicklich  erhellt,  dass  die  Complanation  in  rechtwinkli- 
nCoordinaten  zu  ausserordentlichen  Weitläufigkeiten  führen  würde; 
gegen  ist  bei  Polarcoordinaten  sehr  einfach 

r  =  a  sin  0  V  sin  2  cd  , 

a  sin  0 


V  sin  2  a 

Verstehen  wir  unter  S  den  Sector  der  Fläche,  welcher  einerseits 
n  zwei,  zu  den  Neigungswinkeln  X  0  U0  =  <x>0  und  XOUi  —  co, 
lörenden  Halbkreisen  0  f70  Vo  und  0  Uy  Vi ,  anderseits  von  dem 
tnnißcatenbogen  U0  U\  begrenzt  wird,  so  haben  wir  a  von  G)0  bis 
II  von  0  bis  |  iz  auszudehnen;  dies  giebt 

/*  (Ol 
J sin*6dßdG)  —  |jra2(«,  —  c?0)- 

Für  co0  =  0,  cjj  =  \  %  erhält  man  den  Inhalt  des  in  der  Figur 
gegebenen  vierten  Theiles  der  Fläche ;  der  Inhalt  der  ganzen  Fläche 
demnach  —  \u*aK 


§.  101. 

Die  dreifachen  Integrale. 


Sowie  ein  Doppelintegral  den  Grenzwerth  einer  Doppelsumme 
let,  so  soll  auch  das  dreifache  Integral 


X    Y  Z 

W—JJ  Jf{x,  y,z)dxdydz 


*Q    Vo  *o 

(irenzwerth  der  dreifachen  Summe  gelten,  welche  entsteht,  wenn 
I  in  dem  Producte  F(x,  y}  z)  dxdy  dz  den  unabhängigen  Varia- 
1  x,  y,  z  alle  zwischen  den  Grenzen  x0  und  X,  y0  und  Y,  z0  und 
iegenden  Werthe  giebt,  und  nachher  alle  erhaltenen  Producte  unter 
Voraussetzung  addirt,  dass  dx,  dy,  dz  gleichzeitig  gegen  die 
U  convergiren. 

Nicht  selten  gestatten  diese  Operationen  eine  geometrische  Auf- 
zug.  Betrachtet  man  z.  B.  in  dem  Integrale 

X    Y  Z 


W=  f j  J  dxdydz 


Xo    vo  '0 
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jt,  y,  z  als  rechtwinklige  Coordiuaten  eines  Punktes  P  (Fig.  90),  so 


Fig.  90. 


bedeutet  das  Producta 
dy  dz  den  Körperinhali 
eines  Parallelepipedes 
dessen  drei  in  einer  Eck« 
zusammenstoßende  Kan- 
ten dx,  dy,  de  sind ;  dem- 
nach ist  W  die  Summe 
einer  unendlichen  Menge 
solcherVolumenelemente 
mithin  selbst  ein  Volu- 
men, welches  auf  folgende 
Weise  entsteht.  Denken 
wir  uns  zwei  Flächen 
construirt,  deren  Glei- 
chungen Zq  =     (x,  ü) 

und  Z  =  Wfa  y)  sein  mögen,  und  summiren  erst  alle  von  e  =  H 
z  =  Z  vertical  aneinander  gereihten  Elemcute,  so  giebt  der  Ausdruck 


/ 

r0 


dxdydz  =  dxdy(Z  —  z0) 


den  Inhalt  eines  Parallelepipedes,  dessen  Horizontalquerschnitt  didy 
unendlich  klein,  und  dessen  Höhe  von  endlicher  Länge  =  P«P| 
=  Z  —  z0  ist.    Auf  das  noch  übrige  Doppelintegral 

X     Y  X     Y  X  Y 

W  =J  f&—  z0)dxdy  =J  J  Zdxdy  —  /  J \odxdy 

können  die  Betrachtungen  des  §.  95  angewendet  werden ;  sie  zeigen, 
tlass  W  ein  Volumen  bedeutet ,  welches  dieselbe  Horizontalprojection 
besitzt  wie  jenes  in  §.  95,  und  das  ausserdem  zwischen  den  zwei 
vorhin  erwähnten  Flächen  liegt. 

Eine  ähnliche  Anschauungsweise  gestattet  das  allgemeinere  Inte- 
gral 1),  nur  muss  man  sich  jedes  Volumenelement  dx  dy  dz  mit  einem 
veränderlichen  Factor  F(x,  yt  z)  multiplicirt  denken.  Besonders  klar 
wird  dies,  wenn  man  die  mechanischen  Begriffe  von  Masse  und 
Dichtigkeit  zu  Hülfe  nimmt.  Bei  einem  durchaus  homogenen 
Körper  gilt  nämlich  die  Regel,  dass  die  Masse  gleich  ist  dem  Prodticte 
aus  Dichtigkeit  und  Volumen;  ändert  sich  aber  die  Dichtigkeit  von 
Punkt  zu  Punkt,  in  welchem  Falle  sie  eine  gegebene  Function  von 
x,  y,  z  darstellt,  so  darf  jene  Regel  nicht  mehr  für  ein  endliches  Stück 
des  Körpers  angewendet  werden,  wohl  aber  für  ein  unendlich  kleines; 
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denn  je  kleiner  ein  Körperstück  ist,  um  so  eher  kann  es  als  homogen 
gelten.  Bezeichnet  demnach  F(x,  y%  z)  die  im  Punkte  xyz  vorhan- 
dene Dichtigkeit,  so  ist  F(x,  y,  z)dxdydz  die  Masse  des  an  jenem 
Punkte  befindlichen  Körperelementes  d.  h.  kurz  das  Massenelement; 
die  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raumes  vertheilten 
Massenelemente  ist  die  Gesammtmasse  =  W.  Dividirt  mau  endlich 
W  durch  das  Volumen  V  desselben  Körpers,  so  erhält  man  seine 
mittlere  Dichtigkeit. 

In  allen  Fällen,  wo  die  erste,  auf  z  bezügliche  Integration  ge- 
radezu ausführbar  ist,  reducirt  sich  das  dreifache  Integral  von  selbst 
auf  ein  doppeltes,  dessen  weitere  Behandlung  den  bereits  entwickel- 
ten Regeln  unterliegt;  demnach  bedarf  nur  der  entgegengesetzte  Fall 
einer  Auseinandersetzung. 

Das  dreifache  Integral  W  lässt  sich  ansehen  als  bestehend  aus 
einem  Doppelintegrale  nach  z  und  y  nebst  einem  darauf  folgenden 
einfachen  Integrale  nach  #;  reducirt  man  mittelst  irgend  einer  der 
früheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen  Integrale, 
80  giebt  dieses  mit  der  letzton  Integration  zusammeu  wieder  ein 
Doppelintegral,  dessen  Reductiou  von  Neuem  zu  versuchen  ist.  Auf 
diesem  Grundgedanken  beruht  die  folgende  Aenderung  des  Coordi- 
natensystemes. 

Denkt  man  sich  den  Radiusvector  OP  =  r  auf  die  Ebene  yz 
projicirt  (Fig.  91)  und  setzt  die  entstehende  Projection  OQ  =  U, 


z 


Fig.  91. 


ferner  ^YOQ  =  «,  so  kann 
man  ro,  ft,  x  als  sogenannte 
cylindrische  Coordinaton 
des  Punktes  P  ansehen,  und  der 
Uebergang  von  den  rechtwinkli- 
gen zu  den  cylindrischen  Coordi- 
naten  geschieht  mittelst  der  Glei- 
chungen 


Y 


x  =  x,  y  —  ucosG),  z  =  tisinio. 

Das  in  Beziehung  auf  y  und  z  ge- 
nommene Doppelintegral  wird  nun 
wie  früher  dadurch  transformirt, 
dass  man  für  y  und  z  die  obigen 


Werthe  und  dydz  =  udcadu  setzt;  dies  giebt 


/ 
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Ferner  lässt  sich  das  dreifache  Integral  rechter  Hand  als  Dop- 
pelintegral nach  x  und  u  nebst  einem  einfachen  Integral  nach  0)  an- 
sehen, und  in  dem  ersteren 

x  =  r  cos  Oy  u  =  rsinß 
sub8tituiren.    Für  die  ursprünglichen  Coordinaten  hat  man  jetzt 

x  =  r  cos  dt    y  =  r  sin  Ocoso,    z  =  r  sin  0  sin  co, 
mithin  sind  r,  0,  ttdie  räumlichen  Polarcoor  dinaten  des  Punktes 
P.   An  die  Stelle  von  dx  du  tritt  nun  rdOdr  und  so  wird  aus  Nro.  2) 

3)  J J J  F(x,y,z)dxdydz 

J  J  J  F (r  cos  ö,  r  sin  0  cos  w,  r  sin  0  sin  cd)  r1  sin  6  des  d6  dr. 

Dieselbe  Formel  kann  man  auch  direct  erhalten,  wenn  man  r, 
0,  o  um  ihre  Differentiale  wachsen  lässt  und  beachtet,  dass  das  neue 
Volumenelement  die  Form  eines  einem  Kugelgewölbe  entnommenen 
Gewölbsteines  besitzt.  Die  drei  Dimensionen  des  Volumenelementes 
sind  nämlich 

PPX  =r  dr,    PP2  =  rdO,   PP:i  =  LP. da  =  r sin Odm 
mithin  ist  der  Inhalt  des  Volumenelementes 

PPi.PP2.PPs  =  r2sin0drd0dcj. 
Hieraus  folgt  für  das  Massenelement  der  Werth 

F  (r  cos  0t  r  sin  0  cos  00,  r  sin  0  sin  a)r*sinOdG>dOdr, 
und  die  Summe  aller  Massenelemente  giebt  wieder  W  übereinstimmend 
mit  Formel  3). 

Selbstverständlich  sind  in  jedem  Falle  die  Integrationsgrenzen 
für  die  neuen  Coordinaten  mittelst  der  gegebenen  Begrenzung  des 
Körpers  zu  bestimmen.    Das  folgende  Beispiel  wird  dies  erläutern. 

Das  zu  reducirende  dreifache  Integral  sei 

dx  dy  dz 


Q 


-fffi 


Vx*  +  y*  +  *2' 
und  darin  mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x}  y,  ' 
beziehen,  welche  der  Bedingung 


genügen;  mit  anderen  Worten,  man  sucht  die  Masse  von  dem  Octan- 
ten  eines  mit  den  Halbachsen  a,  5,  c  beschriebenen  Ellipsoides,  wor- 
in die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyz  durch 

1  _  l_ 

Vx*  +  y*  +  z*  ~  r 
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ausgedrückt  wird,  welches  demnach  aus  einer  stetigen  Folge  homo- 
gener concentrischer  Kugelschaalen  besteht.  In  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  ist  zufolge  der  angegebenen  Integrationsbedingung 

Q=f  f  r_Jxdyde__ 

JJ       J  Vx*  +  y*  + 

da  man  aber  augenblicklich  übersieht ,  dass  die  Rechnung  ziemlich 
complicirt  wird,  so  ist  der  Gebrauch  von  Polarcoordiuaten  räthlich. 
Bei  diesen  hat  man 


Q=Jf  f rsinddmdOdr, 


wo  noch  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind.  Integriren  wir 
zuerst  in  Beziehung  auf  r  d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Linie 
vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipsoides  liegenden  Mas- 
seuelemente,  so  fängt  r  mit  r  —  0  an  und  hört  bei  einem  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoides  zugehörigen  Werthe  r  =  R  auf.  Der  letztere 
bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der  Fläche  inPolar- 
coordinaten  umsetzt;  sie  lautet  dann 

^Rcosfy  ^  ^Ji  sin  6  cos  a>y  +  /g  sin  0  sin  ay  l 
ßnd  giebt 

i 

R  = 


y  ^cosOy  +  ^sin  6  sin  w>y  ^  ^sin  0  sin  coy 

Ferner  müssen,  um  den  Octanten  des  Körpers  zu  erhalten,  0  und 
w  von  0  bis  i  it  ausgedehnt  werden,  und  es  ist  daher 

Q=j    j   J  r  sinH  da  dOdr. 

0         0  0 

Durch  Ausführung  der  ersten  Integration  und  Substitution  des 
Werthes  von  R  ergiebt  sich 


lJ  A 


sin  Odo  dü 


(cos  0  y  ,   /sin  0  cos  o\2     /sin  0  sin  o\2 
\~)   +  \       b      )  +  \      c  ) 
Wegen  der  vier  constanten  Integrationsgrenzen  kann  die  Reihen- 
folge der  Integrationen  ohne  Weiteres  umgekehrt  werden;  setzt  man 
hierbei  zur  Abkürzung 


Digitized  by  Google 


470     Cap.  XVI.  §.  102.    Substitution  neuer  Variabelen 
_      cos^O  .  sin*ß      n      cos*0  sirM 

so  erhält  mau 


=  lf sin»  d0j-B 

0 


dca  j  f sinßdf)  n 

Bcos2g>  +  C8in*&  ~~  V  VBC 


sinOdO 


cos^O      8in*0\  (cos*6  ,  sm*6\ 
w  ;  V  a*   +  / 


oder,  wenn  cosö  =  £  substituirt  wird, 

Q  =  i 


dt 


V(,+^)(.+^)' 

Das  Integral  gestaltet  sich  noch  etwas  eleganter,  wenn  man  tb 
Excentricitäten  des  Ellipsoides  in  Rechnung  bringt.  Unter  der  Tor 
aussetzung  a  ^>  b  >  c  sei  nämlich  zur  Abkürzung 

es  wird  dann 

_  1         h  dt 

Q    4*  y  y(T-  /3'^)(i  -  yn*j" 

o 

Im  Falle  eines  Rotationsellipsoides  lässt  sich  auch  diese  Inte, 
gration  leicht  ausführen. 


§.  102. 

Substitution  neuer  Variabelen  in  dreifachen  Integralen. 

Die  Aufgabe,  womit  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen,  ist  an* 
log  der  in  §.  98  gelösten  und  betrifft  die  Umwandlung,  welche  dal 
dreifache  Integral 

1)  W=ff  jF{x,y%z)dxdydz 

erleidet,  wenn  statt  der  ursprünglichen  Variabelen  x,  y,  z  drei  neo^ 
Variabele  r,  s,  t  eingeführt  werden,  welche  mit  jenen  durch  Gleichun- 
gen von  der  Form 
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x  =  <p(r,s,0,   y  =  ♦  OM,*)»   *  =  Z(r,s,t) 
rbunden  sind.    Um  diese  Substitutionen  nach  einander  vorzuneh- 
n,  denken  wir  uns  die  Gleichungen  2)  durch  drei  andere  ersetzt, 
mlich 

x  =  <p(r,sj%  y  =  Vi  (*,s,0,  's  =  Xi  («t!f»ÖJ 
•  erste  derselben  ist  einerlei  mit  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  2) ; 
zweite  entsteht,  wenn  r  aus  den  beiden  Gleichungen  x  =  (p  (r,  s,  t) 
\  y  —  i\>  (r,  s,  eliminirt  wird ;  die  dritte  ist  das  Resultat  der  Eli- 
nation  von  r  und  s  aus  allen  drei  ursprünglichen  Gleichungen, 
itt  der  Variabelen  z  führen  wir  die  Variabele  t  mittelst  der  Glei- 
mg  z  r=  Xi  (x,  y,  t)  ein  und  nennen  zur  Abkürzung  FY  (x,  y,  t)  das- 
ige,  was  bei  dieser  Substitution  aus  F(x,y,z)  wird;  dies  giebt 

w=f I  j  F^x>y^dxdyd~itdt 

Da  sich  aber  im  Allgemeinen  die  Form  von  %\        0  nicht  an- 

m  lässt,  so  muss  der  Differentialquotient        =  ~  aus  den  ur- 

ünglichen  Gleichungen  2)  entwickelt  werden,  indem  man  letztere 
der  Rücksicht  differenzirt,  dass  jetzt  x  und  y  als  constant  gelten, 
1  nachher  dr  und  ds  eliminirt.   Es  ist  zufolge  dieser  Bemerkungen 

° = +  ü  <• + !?'«■ 

l  wenn  zur  Abkürzung 

dr\ds'dt      dt'dsj^  dr\ds*  dt      dt' ds) 

^dAds'  dt"  dt'  ds)' 

M       d<p  djp      dcp  dtp 

dr'  ds  ~~"  ds  'dr 
-tzt  wird,  so  giebt  die  Elimination  von  dr  und  ds 

dt  =  ^zdz    oder    dz  =  ~zdt, 
N  M 

m  narh  Nro.  4) 

W=JJJ F,{x,y,t)^dxdydt 
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Um  zweitens  statt  y  die  neue  Variabele  s  einzuführen,  benutzen 
wir  die  Substitution  y  =  xj>x  s,  /)  und  nennen  F2  s,  t)  dasjenige, 
was  hierbei  aus  JPi  (x,  y,  t)  wird ;  zunächst  haben  wir : 

Dabei  ist  noch  —-^  =  ~  aus  den  Gleichungen  2)  herzuleiten: 

GS  OS 

es  geschieht  dies,  wenn  man  die  beiden  ersten  jener  Gleichungen 
differenzirt,  dabei  x  und  t  als  Constanten  betrachtet  unddr  eliminiii 
Hiernach  ist 

dr  ds 

y      dr      r  ds  ' 
und  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird,  so  findet  sich 

ds  =  ~dy    oder    dy  =  ^-ds 

mithin  aus  Nro.  6) 

W=J  j JnFi(x1s1t)^-dxdsdt  | 

Endlich  führen  wir  statt  x  die  neue  Variabele  s  ein  mittelst  dei 
Substitution  x  —  cp  (r,  s,  0  und  nennen  F3  (r,  s,  t)  dasjenige ,  wai 
hierbei  aus  F2  s,  t)  wird.  Da  gleichzeitig  s  und  t  als  Constantei 
zu  betrachten  sind,  so  ist  einfach 


mithin 


dx  =  ~-dr  =  Ldr 
er 

W= J j fF3(r,s,t)Ndrdsdt 


Beachtet  man  noch,  dass  F3  (r,  s,  t)  nichts  Anderes  sein  kann,  ak 
was  unmittelbar  durch  Einführung  von  <p  (r,s,  t),  i}>  (r,s,  t\  x(r,s,fl 
entstehen  würde,  so  hat  man  die  allgemeine  Formel 

7)    f  f  fF(****>d*d9d* = f  f fF(<PA,X)Ndrd$^ 

worin  q>,  ty,  %  aus  Nro.  2)  und  N  aus  Nro.  5)  einzusetzen  sind. 

Zu  demselben  Resultate  führt  auch  eine  geometrische  Betrach- 
tung.   Denken  wir  uns  nämlich     y,  z  als  die  ursprünglichen,  r,*l 
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als  neue  Coordinaten  eines  Punktes  P  im  Räume,  so  dienen  die 
Gleichungen  2)  zum  Uebergnnge  von  dem  ersten  zum  zweiten  Coor- 
dinatensysteme.  Es  sei  ferner  F  (x,  y,  z)  die  Dichtigkeit  an  der 
Stelle  xyz;  es  ist  dann  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  rst  durch 

F[q>  (r,s,t),  ^(r,s,0»  jt(*VM)] 
zu  bezeichnen,  wofür  wir  kurz  F(<p,t,z)  schreiben.  Um  nun  in 
beiden  Coordinatensystemen  das  dreifache  Integral  W  als  Masse  eines 
Körpers  zu  betrachten,  kommt  es  nur  noch  auf  die  Bestimmung  des 
neuen  Volumenelementes  an,  welches  statt  des  früheren  dxdydz  zu 
setzen  ist.  Letzteres  war  ein  Parallelepiped,  dessen  acht  Ecken  fol- 
gende Coordinaten  hatten: 

x,y,z;    x  +  dx,y,z;    xyy  +  dy,z;    x,y,z  -f  dz; 
%  +  dx,y  +  dy,z;  x  +  dx,y,z  +  dz;  x,y  +  dy,z  +  dz; 

x  +  dx,  y  +  dy,   z  +  dz; 
in  gleicher  Weise  ist  das  neue  Volumenelement  ein  schiefes  Parallele- 
piped, dessen  Ecken  P,  Px,  P2,  P8  u.  s.  w.  die  Coordinaten 

r,s,t;  r  -f-  dr,s,t;  r,s  +  ds,t;  r,s,<  +  dt  u.  s.  w. 

besitzen,  und  dessen  Inhalt,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  seiner 
Dimensionen ,  als  das  Sechsfache  der  Pyramide  PPi  P2  Pa  angesehen 
werden  darf.  Legen  wir  durch  P  ein  Coordinatensystem  parallel  zu 
dem  ersten  und  bezeichnen  wir  die  neuen  rechtwinkligen  Coordinaten 
r0D  IVi  -Pa,  -Ps  mit  &  £2,  fs^stai  s°  ist  der  sechsfache  In- 

halt von  PPiP2P3,  also  das  Volumenelement 

=  f  1  Ofc  £3  ~  m  (t)  +  Vi  (£2  Ss  —  Sa  &)  +  £1  (&  Vz  —  &  ^2). 
Ferner  hat  man  in  Beziehung  auf  das  ursprüngliche  Coordinaten- 
tystem  £,  ==  xx  —  x  oder,  weil  der  Punkt  Px  durch  alleinige  Aen- 
derung  des  r  aus  dem  Punkte  P  hergeleitet  wurde, 

*•  =  (*  +  |f    —  ^  =  |f 

ebenso 

8#  ,  t.     fc       "dz  .M 

£3  =  -dt,   ti3  =  -dt,  &=Ttdt. 

In  den  neuen  Coordinaten  r,  s,  t  ausgedrückt  ist  also  das  Volu- 
menelement 
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[dx  / c  y  dz  cy  dz\  dy  foz  dx  dz  dx\ 
er  Kds'Tt  ~~  Tt'ds)  +  dr  Kds'Tt  ~~  dt'Ts) 


+ 


dz  (dx  dy 


G 


dx  dy\\ 
dt'  ds/] 


drdsdt 


dr  \ds  dt 
=  Ndrdsdt, 

wofern  man  x,  y,  z  durch  qp,  %  ersetzt  Das  Massenelement  wird 
hiernach 

F(<P*     l)N  drdsdt, 
und  die  Summe  aller  Massenelemente,  d.  h  das  dreifache  Integral 


Ali 


F(y,  4>,  x)  N  drdsdt 


giebt  dieselbe  Masse  wie  vorhin,  wenn  die  Integrationsgrenzen  für 
r,s,t  entsprechend  der  Begrenzung  des  Körpers  gewählt  werden. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 

f(x  +  y  +  z) 


8) 


W 


-f/A 


dx  dy  dz, 


(1  +  ax  +  ßy  +  yzf 
worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 

9)  0  <  x  +  y  -f  z  <h 

genügenden  x,  y,  z  beziehen  mögen.  Der  Punkt  xyz  bleibt  dann 
innerhalb  einer  Pyramide,  welche  von  den  Coordinatenebenen  und  von 
einer  vierten  Ebene  begrenzt  wird,  die  auf  jeder  Coordinatenachse  die 
Strecke  h  abschneidet.   Wir  betrachten  nun  den  Punkt  xyz  oder  Pin 

Fig.  92.  Fi#*  92  als  Durch* 

schnitt    von  drei 

Hülfsebenen,  wel- 
che auf  folgende 
Weise  entstehen. 
Erstens  legen  wir 
durch  Peine  Ebene 
parallel  zu  der  vor- 
hin erwähnten  vier- 
ten Ebene  und  nen- 
nen r  jeden  ihrer 
gleichen  Achsenab- 
schnitte; die  Glei- 
chung dieserEbene 
ist 

x+y+*=r 

und  in  der  Figur  OB  =  r.  Zweitens  legen  wir  durch  P  und  durch 
den  Coordiuatenanfang  eine  Ebene,  welche  mit  den  Ebenen  xy  nnd 
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u  gleiche  Neigungswinkel  bildet ,  und  nennen  6  jeden  der  Winkel 
XOtf,  X0S";  die  Gleichung  der  Ebene  tfOS"  ist  dann 

y      e  =  x  tan  <S. 

Endlich  legen  wir  eine  Ebene  durch  P  und  die  x- Achse  und  be- 
liehnen mit  r  den  Neigungswinkel  zwischen  der  neuen  Ebene  R  OT 
und  der  £#-Ebene;  dies  giebt 

z  =  ytanx. 

Insofern  die  drei  Grössen  r,  0,  t  die  Lage  des  Punktes  P 
unzweideutig  bestimmen,  können  sie  als  neue  Coordinaten  desselben 
gelten,  und  wenn  man  mittelst  der  vorigen  drei  Gleichungen  x,  y,  z 
durch  r,  ö,  t  ausdrückt,  so  erhält  man  folgende  Formeln  zum  Ueber- 
gange  von  dem  einen  Coordinatensystem  zum  andern : 

r 


x  = 


1  -f  tan  6' 


r  tan  o*  r  tan  6  tan  t 


V     (1  +  tanö)(l  +  tant)1    *      (1  +  tanö)(l  +  tant) 
Zu  Abkürzung  sei 

1  4-  tanö      S'    1  +  tanz  ' 
*  ist  dann  einfacher 

x  —  rs,    y  —  r(l  —  s)U    *  =  r(l  —        —  0« 

ttnd  nun  mögen  r,  s,  t  als  neue  Coordinaten  von  P  betrachtet  werden. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  von  der  in  Nro.  2)  angegebenen 
form  und  würden,  wenn  man  die  Substitutionen  nach  einander  vor- 
fchinen  wollte,  durch 

j                               xt(l  -  s)           y(l  —  t) 
x  =  rs,   y  =  —  -,   z  =  - —  

■  ersetzen  sein;  man  erhält  in  jedem  Falle 

/(r)  r«  (l  -  s)  dr  dsdt  


w=ffflTT 


ars  +  ßr(l—8)t  +  yr(l—  s)(l  —  0]» 

Damit  der  Punkt  P,  vom  Coordinatenanfange  ausgehend,  alle 
innerhalb  des  Körpers  liegenden  Stellen  betrete,  muss  r  von  0  bis 
\ ö  von  \n  bis  0,  mithin  s  von  0  bis  1,  und  r  von  \  n  bis  0,  also  t 
Ton  0  bis  1  ausgedehnt  werden.    Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

A=l  4  cers  4"  ?r(l  —  s),   B  =  (ß  —  y)r(l  —  s), 

»ist 

8cklömllch.  Analyst  L  g| 
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=  \ frV(r)dr f  (1  -  s)ds  — 2 


Bty 

2A+B 


Ö  Ö  vi/ 

Indem  man  ferner  die  Abkürzungen 

1  -f  ar  =  «,    («  —  ß)r  —  ?j,    {a  —  y)r  —  c 
benutzt,  erhält  man 

A  +  B  =  a  —  b  (1  —  s),    4  —  a  -~  c  (1  —  s), 
2j1  +  5  =  2a  —  (6  +  c)  (1  —  s), 
und  das  auf  s  bezügliche  Integral  wird  dann 

Al  -3)[2o-(6  +  c)(l-  s)]ds 
J  [a-b(l  _,)]«[« -«)]»  ' 

Durch  Einführung  von  1  —  s  =  w  geht  dasselbe  über  in 


/ 


u[2a  —  (b  +  c)u]du 
(a  —  buY-  (a  —  cuy 


b  —  cf\(a  —  bu)*  '    (a  —  c»)*!^      a(a  —  6)  (fl  -  tf 


mithin  ist 
10) 


V  « («  -  10  («  -  c) 


Aus  8),  9)  und  10)  folgt  nun  vermöge  der  Werthe  von  a',  k  r, 

h     h  — ■  t     h — x — y 

"f(x  -f  y  -f-  z)dxdydz 


ff J 

0     0  o 
h 


(1  +  ax  + 
r2/(r)  dt 


+  y*y 


(1  +  ar)  (1  +  ßr)  (1  +  yr) 


und  damit  ist  das  dreifache  Integral  auf  ein  einfaches  reducirt  o\ 
Beeinträchtigung  der  willkürlichen  Function  /. 

Die  hier  auseinander  gesetzten  Methoden  sind  auch  auf 
und  mehrfache  Integrale  anwendbar,  wie  im  zweiten  Bande 
werden  soll. 
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Cap.  XVII. 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Variabelen. 

§.  103. 

Grundbegriffe;  Trennung  der  Variabelen. 

Die  bisherigen  Integrationen,  mochten  sie  nun  ein-  oder  mehr- 
fache sein,  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Differentiale,  d.  h.  auf 
Prodncte  von  der  Form  f(x)dx  oder  f(x,y)dxdy  u.  s.  w.,  worin  / 
eine  bekannte  Function  der  gerade  vorhandenen  Variabelen  bedeu- 
tete.   Sehr  häufig  ist  aber  nicht  unmittelbar  der  Differentialquotient 
einer  Function,  sondern  nur  eine  Gleichung  zwischen  ihm  und  der 
Function  gegeben,  und  dann  kommt  es  darauf  an,  aus  dieser  Glei- 
chung die  Natur  der  Function  zu  bestimmen.    So  lässt  sich  z.  B. 
die  Frage  nach  derjenigen  Function  y  von  %  stellen ,  welche  ihrem 

(ly 

Differentialquotienten  gleich,  für  die  also  —  —  y  ist;  ebenso  kann 

dx 

man  die  Gleichung  der  Curve  suchen,  worin  an  jedem  Punkte  die 

Subtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse,  mithin  —  =  ^-istu.s.w. 

Alle  derartigen  Gleichungen  zwischen  einer  unbekannten  Function 
und  einem  oder  mehreren  ihrer  Differentialquotienten  heissen  Diffe- 
rentialgleichungen; die  Aufgabe  ist  jederzeit,  sie  zu  integriren, 
L  h.  aus  der  Differentialgleichung  eine  weitere  Gleichung,  die  soge- 
tannte  Integralgleichung,  abzuleiten,  in  der  keine  Differentiale, 
ondern  nur  die  ursprünglichen  Variabelen  und  etwaige  Constanten 
orkommen. 

Gewöhnlich  classificirt  man  die  Differentialgleichungen  nach  der 

31* 
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Ordnung  des  höchsten  vorkommenden  Differentialquotienten,  indem 
man  sagt,  dass  die  Differentialgleichung  von  der  wten  Ordnung  sei, 
wenn  der  höchste  in  ihr  enthaltene  Differentialquotient  von  der  »ten 
Ordnung  ist.  Das  allgemeine  Schema  der  Differentialgleichung« 
erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variabelen  x  und  y  ist  demnach 

oder,  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  ~  reducirt  denkt, 

dx 

2)  £ = -    oder  *{x'y)"x + ^)dv==o-  i 

Bevor  wir  die  Integration  der  Differentialgleichungen  näher 
betrachten ,  wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operation  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  m 
der  Form 

3)  A£  =  X(x,y) 

x  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist 
die  Natur  der  Curve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  si6h  derselk 
befindet,  man  kennt  aber  die  Richtung  der  Tangente  an  dieser  Link, 
denn  die  Gleichung  3)  giebt  tanz  —  %(x,y),  wo  r  den  Winkel  zwi 
sehen  der  Abseissenachse  und  der  Tangente  am  Punkte  xy  bezeich 
net.  Geben  wir  dem  x  und  y  zwei  willkürliche  Anfangswerthei=J 
und  y  =  y0l  so  lässt  sich  die  Tangente  vermöge  der  Gleichi 
tanr0  =  %(XQyy0)  construiren;  auf  dieser  nehmen  wir  nahe 
einen  zweiten  Punkt  X\  y\  und  betrachten  das  zwischen  x0  um! 
liegende  Stück  der  Tangente,  welches  t0  heissen  möge,  als  nähenmfj 
weise  zusammenfallend  mit  der  Curve.    Von  diesem  zweiten  CurrJ 
punkte  xm  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Conatruction  widj 
holen,  also  tanxx  =  %{X\^yx)  bestimmen,  die  Tangente  ziehen,^ 
ihr  ein  Stück  tx  abschneiden  und  damit  zu  einem  dritten  Punkte  XjJ 
gelangen  u.  s.  f.    Das  so  construirte  Polygon  schliesst  sich  der  g 
suchten  Curve  offenbar  um  so  genauer  an ,  je  kleiner  seine  Seiten  i 
tx,  f3  etc.  sind,  und  man  ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  z« 
näherungsweisen  aber  bis  zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  n 
folgbaren  Integration  der  gegebenen  Differentialgleichung.  Man 
merkt  zugleich  eine  gewisse  Unbestimmtheit,  welche  in  der 
der  Aufgabe  liegt.    Da  nämlich  der  erste  Punkt  xQy0 
bleibt,  so  giebt  es  nicht  eine,  sondern  unendlich  viele  Curven  m»t 
in  Nro.  3)  verlangten  Eigenschaft ;  diese  Curven  sind  im  Allgem«* 
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von  derselben  Natur  und  nur  verschieden  in  der  Lage  oder  in  den 
So  z.  B.  genügt  der  anfangs  erwähnten  Differential- 


gleichung ^2  =       jede  Gleichung  von  der  Form  y  =  V^kxy  wo  k 

beliebig  bleibt,  d.  h.  in  jeder  Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppel- 
ten Abscisse  gleich. 

Auch  analytisch  begreift  sich  das  Vorkommen  einer  willkürlichen 
Constante  leicht,  wenn  man  die  Differentialgleichung  entstehen  lässt. 
Differenzirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

F(x,y,k)  =  0, 
worin  k  eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt 

dF  ,     .  dF  _ 

und  wenn  k  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 

dy 

neue  Gleichung  zwischen  ar,  y  und  — ,  d.  h.  eine  Differentialgleichung; 

letztere  bleibt  dieselhe,  welchen  Werth  man  auch  dem  k  ertheilt 
haben  möge.  Umgekehrt  ist  F(x,y,k)  —  0  die  zu  Grunde  liegende 
Integralgleichung;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss  darin,  wie 
vorher,  die  willkürliche  Constante k  vorkommen;  ausserdem  würde 
man  nur  eine  specielle  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  parti- 
culäre  Auflösung  der  Differentialgleichung  haben.  In  manchen 
Fällen  existirt  noch  eine  ganz  besondere,  die  sogenannte  singulare 
Auflösung;  wie  dieselbe  entsteht,  wird  sich  in  §.  108  zeigen. 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  gelingt  immer,  wenn 
sich  eine  Trennung  der  Variabelen  vornehmen  lässt,  d.h.  wenn 
man  die  Differentialgleichung  auf  die  Form 

4)  Xdx  +  Ydy  =  0 

bringen  kann,  wo  X  eine  Function  von  x  allein  und  Feine  Func- 
tion von  y  allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
in  diesem  Falle: 

5)  f  Xdx  +  J  Ydy—  Const.  =  0; 

man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man  die  linke  Seite 
einstweilen  mit /"(#,?/)  bezeichnet  und  den  in  §.  10  bewiesenen  Satz 

dx  T  dy  dx 

in  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  g=X,  ^=Y,  weil  in  Nro.  5) 


r 
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die  Integrationen  so  geschehen ,  als  waren  x  und  y  von  einander  un- 

dy 

abhängige  Variabele;  man  erhält  folglich  X  +  Y      =  0,  was  mit 

der  Gleichung  4)  übereinstimmt 

Etwas  allgemeiner  als  die  Differentialgleichung  4)  ist  die  fol- 
gende : 

6)  X,  Y,  dx  +  X,  r,  dy  =  0, 

in  welcher  Xi  und  X>  von  y,  Yx  und  Y2  von  x  frei  sein  mögen; 
durch  Division  mit  X3  Y2  wird  daraus 

*  4»  +  *      _  0, 

mithin  durch  Integration: 

7)  f~r  dx  +  dy  =  Const. 

Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  wir  das  Pro- 
blem, die  Curve  zu  finden,  in  welcher  die  Subtangente  eine  gegebene 
Function  (p  (x)  der  Abscisse  ist.  Wir  haben  in  diesem  Falle  die 
Differentialgleichung 

dy 

y-Tx  = 

oder,  nach  Trennung  der  Variabelen,  * 

dy  dx 

mithin  durch  Integration: 

Uj=Const.+f^°L. 

Um  (tili  y  zu  reduciren,  setzen  wir  eConst  —  C,  wo  C  eine  neue  will- 
kürliche Constante  bezeichnet  und  erhalten 

dx 

<p(x) 

y  es  Ce 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  Bich  die  Aufgabe  behandeln,  die 

oft) 

Curven  zu  finden ,  bei  denen  die  Subtangente  von  der  Form  *g 
ist;  man  erhält  als  Integralgleichung: 

f  dy    __   P  dx  Cotist 

J  y1>(g)     J  <p(z)  ons' 


f: 
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Ueberhaupt  bieten  die  Subtangenten  und  Subnormalen  der  Cur- 
ven,  als  Functionen  der  Abscissen  oder  Ordinaten  betrachtet,  eine 
ziemliche  Auswahl  solcher  leicht  zu  integrirender  Differentialgleichun- 
gen dar. 

§•  104. 

Substitution  einer  neuen  Variabelen. 

Wenn  sich  die  Trennung  der  Veränderlichen  nicht  unmittelbar 
bewirken  läset,  so  ist  es  häufig  von  Vortheil,  statt  der  ursprünglichen 
abhängigen  Variabelen  eine  neue  Variabele  durch  Substitution  ein- 
zuführen und  damit  die  gegebene  Differentialgleichung  in  eine  an- 
dere zu  verwandeln;  nicht  selten  gestattet  dann  die  letztere  jene 
Sonderung  der  Veränderlichen.  Wir  wollen  einige  allgemeine  Fälle 
dieser  Art  angeben. 

I.  Es  werde  die  Curve  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,  den  die 
Tangente  am  Punkte  xy  mit  der  x-  Achse  einschliesst,  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  zwischen  Radiusvector  und  Abscissenachse  ist, 
also  nach  der  bisherigen  Bezeichnung 

r  =  F(0). 

D&  zufolge  der  gegebenen  Bedingung  auch  tan  z  eine  bestimmte 
Function  von  tan  0,  etwa 

tant=  <p(tanü) 

sein  muss,  so  hat  mau  bei  rechtwinkligen  Coordinaten  die  Differen- 
tialgleichung 

•>        t  -  »©• 

welche  im  Allgemeinen  keine  Sonderung  der  Variabelen  zulässt.  Setzt 

man  dagegen  —  =  t  oder  y  =  xt,  wo  t  eine  neue  abhängige  Varia- 
x 

bele  bezeichnet,  so  wird  aus  Nro.  1) 

*n  dt    .   ±         At\    j         dt  dx 

und  hier  sind  die  Variabelen  getrennt.  Die  Integration  liefert  jetzt 
eine  Gleichung  von  der  Form        =  Ix  +  ContL,  und  wenn  man 

y 

statt  t  seinen  Werth  -  wieder  einsetzt,  so  gelangt  man  zu  der  ge- 

x 

suchten  Integralgleichung. 
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Soll  z.  B.  t  ss  2  0  sein,  so  folgt 

2  tan  0 


tum  = 


oder 


dx  ' 


1  —  taifü' 


2* 

X 


-  (if 


die  erwähnte  Substitution  giebt 

<(i  +  e»)  at  —  x' 

mithin  ist  durch  Integration 

—  Z(l         =  lx  +  Conti. 

Setzt  man  Cowsf  =  *(<^» 


so  erhält  man 


l 


(f ) -<>  +  5)- <£) 


oder 


2cy  —  x2  +  y1,  y  =  c  ±Vc2  —  x'J. 

Die  gesuchte  Curve  ist  also  ein  mit  dem  willkürlichen  Halbmesser 
c  beschriebener  Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  im  Coordinaten- 
anfange  berührt. 

Gleichungen  von  der  Form  1)  werden  homogene  Differential- 
gleichungen genannt,  weil  in  ilmen  zwei  gleichartige  Grössen,  wie 
dort  die  Tangenten  zweier  Winkel,  vorkommen.  Ein  ferneres  Bei- 
spiel hierzu  ist  folgendes. 

In  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  unbekannte 
Fig  93  Curve  sei  OM  =  x,  MP=y  (Fig.  93); 

aus  M  beschreibt  man  mit  dem 
Radius  MP  einen  Kreis,  legt  an  den- 
selben von  0  aus  die  Tangente  OQ, 
zieht  durch  den  Berührungspunkt  Q 
parallel  zur  x- Achse  eine  Gerade,  welche 
die  y- Achse  in  R  schneidet,  und  ver- 
bindet endlich  R  geradlinig  mit  P\ 
mau  verlangt,  dass  Ii P  die  Curve  in 
P  berühre.    Die  Construction  giebt 
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X 

und  da  andererseits  bei  jeder  Curve 

OB  =  y  —  xtanx 
ist,  so  hat  man  die  Differentialgleichung 


dy      yVx*  — 


2 


dx  x 


oier 


i2=i- 1  Vi  -  (*y. 

dx      x      x   V  \xj 


Mittelst  der  Substitution  y  =  xt  wird  hieraus 

"  =  _  fVT^^  oder  -  -7Ü^-  =  !** 

*Vl  —  a; 

und  durch  Integration 

,(I±V£Z2)  _  ,(|), 

*obei  a  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.  Nach  Restitution 
m  Werthes  von  t  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

y  a  a*  -f  *a 

wonach  dieselbe  leicht  zu  construiren  ist. 

II.  Die  Substituti  oii  y  —  xt  leistet  auch  bei  der  nicht  homo- 
gnen Differentialgleichung 

N«  Dienste;  es  wird  nämlich 

i)  ,g=/(,),(0oder^)=^,„ 

*<>  nun  die  Variabelen  getrennt  sind ,  so  dass  die  weitere  Rechnung 
vorhin  geführt  werden  kann. 

Verlangt  man  z.  B.  diejenige  Curve,  für  welche  die  von  der 
Jaogente  am  Punkte  xy  auf  der  y-  Achse  abgeschnittene  Strecke 
*4 

ist ,  wobei  b  eine  gegebene  Linie  bedeutet ,  so  hat  man  die 
Differentialgleichung 


r 


Digitized  by  Google 


490    Cap.  XVII.  §.  104.   Substitution  einer  neuen  Variabelen 


dy  x* 


dx      b-  y 
oder 

dy  —  IL  —  —  — 
dx~  x        tf*  y_' 

X 

Nach  dem  obigen  Verfahren  giebt  dies 

dt  x2   1     ,  xdx 

a2 

ferner  durch  Integration,  wenn  die  Constante  =  ^-p  gesetzt  wird, 


x2  ,   a2  xVa'2  —  X* 

<2  =  -^  +  P'  y  =  1  

Unter  Benutzung  eines  mit  dem  willkürlichen  Radius  a  beschriebe- 
nen Kreises  ist  die  Curve  leicht  zu  construiren;  sie  hat  eine  ähfich 
Gestalt  wie  die  Lemniscate. 

III.  Um  noch  eine  andere  Substitution  zu  zeigen,  betrachten 
wir  die  Differentialgleichung 

dy      Ax)<p(Vx2  +  y»)  -x 
0)  dx  -  y 

oder 

6)  *  +  y  Tx  =  /(x)  9       +  yl) ' 

Setzt  man  hier 

x2  +  y2  =  r2, 
so  folgt  durch  Differentiation 

dy 

und  auB  Nro.  6)  wird  einfacher 

7)  r  55  =     9  (r)  oder  1^)  =  f^  dXi 

wo  nun  die  Sonderung  der  Variabelen  ausgeführt  ist. 

Verlangt  man  z.  B.  die  Curve,  bei  welcher  das  von  der  Normale 
auf  der  x-Achse  abgeschnittene  Stück  in  constantem  Verhältnisse  zum 
Radiusvector  steht,  so  hat  man,  wenn  e  die  gegebene  Verhältnisszah! 
bezeichnet, 
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*  +  y  j|  =  s  Vx*~±y*. 

Die  obige  Substitution  giebt 

dr 

welches  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist,  wenn  ein 
Brennpunkt  zum  Coordinatenanfang  und  die  Hauptachse  zur  o;-Achse 
genommen  wird. 


§.  105. 

Substitution  zweier  neuen  Variabelen. 

I.  Eine  ziemlich  allgemeine  und  häufig  vorkommende  Differen- 
tialgleichung ist  die  folgende 

1)  d£  +  Xy  +  Xo  =  0, 

worin  X  und  X0  irgendwelche  gegebene  Functionen  von  x  bedeu- 
ten. Die  Substitution  y  =  xt  würde  hier  zu  keinem  Resultate  füh- 
ren, man  versucht  daher  eine  allgemeinere  Substitution,  indem  man 
&  |  als  Product  zweier  neuen  Variabelen  u  und  v  denkt.  Setzt 
man  demgemäss 

„v  dy        du  dv 

io  erhält  man  aus  Nr.  1)  die  neue  Differentialgleichung 

wse  ist  erfüllt,  wenn  die  noch  unbekannten  Functionen  u  und  v  den 
»ei  Bedingungen 

du  d  v 

i)  s  +  ^-o,  u^  +  Xo  =  o 

[enügen.  Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  durch  Sonderung  der 
Variabelen  und  Integration 

du  C 
—  =  —  Xdx,  lu  =  —  /  Xdx  -f-  A, 

der  wenn  et  =  B  gesetzt  wird, 
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4)  „  =  Be-fXix. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  3)  folgt  unter  Benutzung  des  für 
u  gefundenen  Werthes: 

dv   Xo    1    y  +fXdx 

dx""  u  ~     B  A°C 


5)  v  =  Const.  —  i  J X0e  +fXdx  dx. 

Wegen  y  =  uv  ist  nun  nach  4)  und  5),  wenn  B  .  Const.  =  C  ge- 
setzt wird, 

Beispielsweis  suchen  wir  die  Curve ,  bei  welcher  das  von  der 

Tangente  auf  der  Achse  abgeschnittene  Stück  =  V^ax  —  y  ist 
Die  Differentialgleichung  lautet  in  diesem  Falle 


oder 


es  ist  also 


y  ~  *  Z  ■  Vax  - y 


dx       x  *       V  x 


b 


«— f  *— Vi 

Mittelst  der  Formel  6)  erhält  man 

oder  nach  Ausführung  der  Integration  und  wenn  C  = 
wird, 

Die  betreffende  Curve  ist  übrigens  mittelst  zweier  Parabeln  leicht  zu 
construiren. 

II.  Auf  die  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  die  folgende 
7)  /'(*)  px  +  Xf{z)  +  Xo  =  0 

zurückführen ,  worin  / (z)  eine  gegebene  Function  von  z  allein  und 
f(z)  ihre  nach  z  genommene  Derivirte  bedeutet.    Setzt  man  namlici 
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8)  f(z)  =  y  mithin  /(*)  dz  =  dy, 
so  erhält  man  die  neue  Gleichung 

g  +  Xy  +  X0  =  0, 

welche  ganz  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Das  Integral  von  Nr.  7) 
ist  daher  nach  6)  und  8) 

9)  f(z)  =  (e~fXd*^  (c—f  X<>ef*dx  dx)  ■ 

Zu  der  in  Nr.  7)  betrachteten  Form  gehört  z.  B.  die  Differen- 
tialgleichung 

was  man  sogleich  bemerkt,  wenn  man  dafür  schreibt 

m*™-1  yx  +  Xzm  +       =  °« 
Hier  ktf(z)  =  zm  also  die  Integralgleichung  von  Nro.  10) 

11)  «*  =  (*~fIdx)  (c  -f  Xtefx**üX 

Setzt  man  in  Nro.  10)  m  =  1  —  n  und  lässt  (1  —  n)  X  an  die 
Stelle  von  X,  ebenso  (1  — n)XQ  an  die  von  Xq  treten,  so  hat  man 
die  Differentialgleichung: 

Ö)  p  +  Xz  +  XQz»  =  0 

und  als  zugehörige  Integralgleichung: 

13)       =  ^-a-«)A<i^  je  -  (l  -  70 y° n«a-^««  . 

Ist  z.  B.  gegeben 

dz       a      .  .  9 

3  *  +  &*'  =  0, 

dx  x 

k>  findet  sich  nach  Nro.  13),  falls  az?  1  ist, 

1  —  a 


z  — 


c{l—a)xa  +  bx" 
ind  für  a  =  1 

|  1 

x(c  -\-blx) 
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§.  106. 

Vom  integrirenden  Factor. 

I.   Ausser  dem  Falle,  wo  die  Trennung  der  Variahelen  zu  er- 
reichen ist,  gieht  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  Differen- 
tialgleichung von  der  Form: 
1)  <p(x,y)dx  -f  4>(*,p)dy  =  0 

allgemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
ken Seite,  für  sich  allein  hetrachtet,  das  totale  Differential  einer 
Function  f(x,  y),  ist  also 

<p(x,y)dx  +  P{x,y)&$  =      dx  -f  ^  dy  ~  df, 

so  kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen,  wenn  f(x,y)  =  Const. 
ist,  und  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichung. 
So  z.  B.  wird  man  der  Differentialgleichung 

xdx  +  y&v  —  0 

auf  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der  Gleichung  d(j//)=ö 
einerlei  und  folglich  xy  —  Const  ihr  Integral  ist.  —  Soll  aber  die- 
ses Verfahren  einen  wissenschaftlichen  Werth  erhalten ,  so  sind  offen- 
bar zwei  Aufgaben  zu  lösen;  man  muss  erstlich  ein  Criterinm  an- 
geben, mittelst  dessen  sich  entscheiden  lässt ,  ob  die  linke  Seite  der 
Gleichung  1)  ein  vollständiges  Differential  ist  oder  nicht,  und  mau 
hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der  Fall  sein  sollte,  die  zu  Grande 
liegende  Function  f(x,  y)  und  damit  die  Integralgleichung  selbst  za 
entwickeln.  Zur  Lösung  dieser  Aufgaben  dienen  folgende  Erör- 
terungen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 

cp.dx  +  ty.dy 
ist  mit  dem  totalen  Differentiale  von/,  d.  h.  mit 

^-  dx  +  dy 
dx  dy 

jedenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen 

dx      y'  dy  w 
stattfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Beziehung 
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auf  y  und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  x,  so  entstehen  die 
neuen  Gleichungen: 

ey  _  d<p      d*f  _  djf 
dydx      dy  '  dxdy      dx 9 

deren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  5  in  §.  15);  es  muss  daher 

}  dy  ~"  dx 

sein,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bildet  cp.dx-\-  ifr.dy 
das  vollständige  Differential  von/.  Um  die  letztere  Function  zu  be- 
stimmen, erinnern  wir  an  die  Gleichung       =  <P;  aus  ihr  folgt 


dx  4-  K, 


dy      J  dy 


wo  sich  die  Integration  auf  x  allein  (bei  constant  gelassenem  y)  be- 
zieht und  K  eine  Constante  bezeichnet,  die  von  x  frei  ist,  demohn- 
geachtet  aber  y  enthalten,  also  eine  Function  von  y  sein  kann.  Sie 
bestimmt  sich,  wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Beziehung  auf  y 
differenzirt,  wodurch 

entsteht;  dies  muss  mit  ij>  einerlei  sein  und  man  hat  daher 

dK     ,      rd(p  , 

7—  =  4>  —  dx, 
dy  J  dy 

folglich 

K=  C  4-  J ty.dy  —  J dy dx. 

In  den  früheren  Werth  von  /  substituirt ,  giebt  dies  die  Integral- 
gleichung /  ==  0,  nämlich : 

3)  C  +  Jy.dx  +  J  $.dy  —  fdy  dx  =  0, 

worin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  auf  die  Va- 
riabel zu  beziehen  sind,  deren  Differential  unter  dem  Integral- 
zeichen vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro.  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
genden Differentialgleichung  erfüllt: 

(xm  -f  y)  dx  +  (yn  +■  x)  dy  —  0, 

nämlich : 
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dy  —  1  ~  fr*  ; 
die  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Integrationen  giebt: 

Jy.dx^  j  (xm  +  y)dx  =  n  +  \  +  yXl 
J  ty.dx  =  J{f  +  x)dy  =  + 

und  daher  ist  die  gesuchte  Integralgleichung: 

xm  +  l  ytt  +  l 

II.  Es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  eine  Differential- 
gleichung zwar  durch  Differentiation  einer  Gleichung  von  der  Form 
f(x,  y)  =  Const.  entstanden  ist,  dass  aber  gleichwohl  die  Bedingung 
in  2)  unerfüllt  bleibt.    Stellt  sich  nämlich  das  Differential  der  Glei- 
chung/ =  Const.  unter  die  Form: 

4)  (q>  .dx  +  i> .  dx)%  =  0, 

wo  <p,  i\>  und  %  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  wird  man 
den  gemeinschaftlichen  Factor  %  weglassen,  weil  die  linke  Seite 
=  0,  %  aber  von  Null  verschieden  ist;  in  der  nunmehrigen  Glei- 
chung (p.dx  +  1>.dy  =  0  bildet  die  linke  Seite  kein  vollständiges 
Differential  mehr  und  daher  findet  die  Gleichung  2)  nicht  statt  Ans 
x 

der  Gleichung  —  =  Const.  z.  B.  folgt 
1  x  1 

—  dx   dy  =  —  [ydx  —  xdy]  —  0, 

y         y2  y2 

oder: 

ydx  —  xdy  =  0; 

in  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  vollständiges  Differen- 
tial und  in  der  That  ist  auch 

!©  _  8fc£). 

dy  dx  » 

in  der  zweiten  Form  dagegen  ist  die  linke  Seite  durch  Verlust  des 
gemeinschaftlichen  Factors       zu  einem  unvollständigen  Differential 
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geworden  und  die  Gleichung  2)  trifft  nicht  mehr  zu.  Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differentialgleichung 

5)  <p  .  dx  -\-  # .  dy  =  0 

vorkommenden  Functionen  der  Bedingung  —  =  —  nicht  genü- 
gen, so  ist  doch  die  vorige  Integrationsmethode  immer  noch  anwend- 
bar, sobald  sich  der  sogenannte  integrirende  Factor  %  finden  laset, 
nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  in  Nro.  4),  d.  h.  in  ein  vollstän- 
diges Differential  übergeht;  man  kann  nämlich  <p .  %  =  <pu  i\> .  %  = 
setzen  und  dann  mit  (px  und  tyx  ebenso  wie  vorhin  mit  ©  und  f\> 
operiren.    Der  Factor  %  muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

3(9>-X)  ^  3(0  ■*) 
dy  dx 

ist;  entwickelt  man  diese  partiellen  Differentialquotienten,  so  wird : 

*>  v  dy       W  dx  T  \dy     dx)  X 

Die  Aufsuchung  des  integrirenden  Factors  erheischt  demnach  selbst 
wieder  die  Integration  einer  Differentialgleichung,  und  da  letztere 
meistenteils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differentialgleichung 
ist,  so  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 
sem Verfahren;  doch  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  in  specieUen Fällen 
die  Kenntniss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann. 
Ist  z.  B.  die  gegebene  Differentialgleichung: 

7)  (Xy  +  Xo)dx  +  dy  =  0, 

wo  X  und  Xq  Functionen  von  x  allein  bezeichnen,  so  ist  die  Glei- 
chung 6): 

man  kann  ihr  dadurch  genügen,  dass  man  sich  %  als  Function  von 

dr 

x  allein  denkt,  wodurch  ^=  =  0  und 

dy 

-  P  +  X%  =  0,     —  =  Xdx, 
dx        *  % 


fXdx 

Xdx,       %  =  c 


wird.    Die  nunmehrige  Differentialgleichung 

fXdx  fXdx 

(Xy  +  Xa)e        dx  +  e       dy  =  0 

Schlömilcb,  AnalysU  I.  32 
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erfüllt  in  der  That  die  Bedingung  der  Integrabilität  (Nro.  2), 

fXdx  fXdx 

<p  =  (Xy  +  Xo)e       ,  P  =  c 
gesetzt  wird;  zugleich  ist: 

/p      fXdx  „  fXdx 

q>.dx  =  y  I  Xe       dx  -f    I  X0e  dx, 

/fXdx 
*.dy  =  e  y, 

und  so  ergiebt  sich  als  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

fXdx  n  fXdr 

8)  G  -f  yc        +  J  X0e       dx  =  0, 

sie  ist  dieselbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §.  105  gefunden  wunfe 


§.  107. 

Differentialgleichungen  verschiedener  Grade. 

I.   Wir  haben  bisher  solche  Differentialgleichungen  erster  Ord- 

Ii 

nung  behandelt,  in  denen  nur  die  ersten  Potenzen  von  y  und  f 

vorkamen,  welche  also  rücksichtlich  dieser  Ausdrücke  vom  ersten 
Grade,  oder,  wie  man  häufig  sagt,  linear  waren;  wenn  dagegen  die ge- 

dy 

gebene  Differentialgleichung  höhere  Potenzen  von  —  enthält,  soirf 

dx 

sie  von  der  Form 


worin  Zi ,  Z%%  ••  •  Zn-u\Zn  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen. 
Das  zunächst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 
artigen Differentialgleichung  besteht  darin,  dass  man  die  Gleichung 

d  )i 

in  Beziehung  auf  -p  als  Unbekannte  auflöst ,  wodurch  man  im  All- 

tix 

gemeinen  11  verschiedene  Werthe  /i,/2»  ■  *  *  fm  sämmtlich  Functionen 
von  x  und  y,  erhält  und  nachher  die  11  Differentialgleichungen 
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dy  dy  dy 

2)  äi~fu  Tx-^"^di-fn 

einzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integrirt.    Nennen  wir 

3)  <f>\{x,y,  d)  =  0,    <pi(x%y,  C2)  =  0,  •  •  •  ipnfay*  C„)  =  0 

die  Integralgleichungen  jener  n  Differentialgleichungen,  so  ist  jede 
tüu  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Differentialglei- 
chung, und  die  allgemeinste  Lösung  entsteht  nun  durch  das  Product 

4)  q>l  (x,  y,d).  q>2     ff%  Co)  <pnfa  V>  C%)  =  0. 

Die  Allgemeinheit  dieser  Gleichung  wird  übrigens  nicht  beeinträch- 
tigt, wenn  man  C\  =  Co  •  •  •  =  Cn  =  C  nimmt;  denn  setzt  man 
der  Reihe  nach  jeden  einzelnen  Factor  des  obigen  Ausdruckes  =  0 
nnd  gieht  dem  C  alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  C  unter  Anderem 
auch  die  Werthe  Clf  C2,  .  .  .  Cn  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Differentialgleichung: 

Die  beiden  einzelnen  daraus  entspringenden  Differentialgleichungen 
sind  in  diesem  Falle : 

dy      Vxy  dy  Vxy 

—  =  u,    —  -\-   —  u, 

dx        a  dx  a 

und  die  Integralgleichungen  derselben: 

.  xVx   .    n       n        .  ,  xVx 
I       y  —  }         +  Oi  =  0,   y  +  \  -y~  +  C2  =  0, 

das  allgemeine  Integral  ist  folglich : 

y  +  <k  + 


3  v^;-0. 


oder,  wenn  Og  =  C%  =  C  genommen  wird, 
6)  (,+  O'-l|  =  0. 


II.  Das  beschriebene  Verfahren  verliert  seine  Brauchbarkeit, 
wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Aus. 
drücke  oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  vortheil - 
Haft,  die  Gleichung  1)  auf  y  oder  auf  x  zu  reducireu,  d.  h.  ihr  eine 
der  folgenden  Formen  zu  verleihen 

32* 
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du 

wobei  •==■  kurz  mit     bezeichnet  werden  möge,  und  sie  in  der  neuen 
dx 

Gestalt  noch  einmal  zu  differenziren. 

Aus  y  —  0(xiy')  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

.     dVjx,/)     e<p(*,?/)  dt/ 

d.  h.  eine  Differentialgleichung  zwischen  den  beiden  Variabelen  i 
und  tf\  durch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  von  der  Form 
f&t/i  C)  =  0,  welche  mit  y  =  d>(#,y)  verbunden  dienen  kann, 
um  durch  Elimination  von  yf  zu  einer  Gleichung  zwischen  a;  und  jr 
zu  gelangen. 

Ist  dagegen  die  gegebene  Differentialgleichung  auf  die  Form 
x  =  ^iy^y')  gebracht,  so  wird 

dy     J  +      dy'  'dx' 
oder,  wenn  man  die  Beziehung 

dx       dy  dx  dy 
in  Anwendung  bringt, 

Diese  Differentialgleichung  enthält  nur  y  und  ff ,  ihr  Integral  ist 
daher  von  der  Form  /(y^rfj  C)  =  0,  und  wenn  man  zwischen  dieser 
und  der  vorigen  Gleichung  x  —  W(y,  tf)  die  Variabele  t/  eliminirt, 
so  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprunglichen  Differentialgleichmij. 

Beispiel.  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  a  beigs 
sich  bo,  dass  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  änderet 
der  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Curve,  welchem 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wird.  Nennen 
wir  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Curvenpunktes, 
so  muss  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  an 
xy  gelegten  Tangente  constant  =  a  sein;  diese  Bemerkung  liefert 
die  Differentialgleichung: 

/  i     ,  Vi  +  y'2 

(xv  - y) — 

oder  auf  y  reducirt: 
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,  au' 

11)  V  —  XU  —  77 — — T* 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt  nach  beiderseitiger  lie- 
bung von  y'i 

12)  0  =  ]x  —  iy   , 

und  daraus  folgt  entweder 

di/  a 

13)  -f-  =  0,  oder  z  —  77=   -=  0. 

dx  Y(i+  t/r 

Die  erste  Gleichung  giobt  \f  =  C  und  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

y  —  Cx  —  , 

V 1  +  C2 

d.  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist,  da  alle  Tangenten  an 
einer  Geraden  mit  letzterer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
Falle  das  zwischen  die  Coordinatenaclisen  fallende  Stück  der  Geraden 
=  a  ist    Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 

,       V  a3  —  *s 

y  =  1 — . 

mithin  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

/  i  »\« 
y  —  —  f      —  ja- 

Die  beiden  Integrale  der  Differentialgleichung  sind  daher: 

(l  C  2  2  8 

y  —  Cx  -f  ,  y      —  =  0  und  #5  -}-  iß  —  «»  —  0. 

III.  Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Differentialgleichung 
auf  die  homogene  Form 

u)    V"  +  Fi      -«  +  f3  (J)y-*  +  •  - 

•••  +  *-.(£)✓+ *(£)  =  <> 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwierig- 

keiten.  Es  liegt  nämlich  sehr  nahe,  —  =  t  zu  setzen,  wodurch  die 

x 

Gleichung  sich  unter  die  allgemeine  Form: 
15)  ftf,f)  =  0 

stellt,  die  man  entweder  in  Beziehung  auf  ?/  oder,  wenn  dies  um- 


Digitized  by  Google 


502         Cap.  XVII.  §.  107.  Differentialgleichungen 

ständlich  wäre,  nach  t  auflösen  kann,  wodurch  man  entweder  «' 
=  q>  (t)  oder  t  =  tl>  (if)  zum  Resultat  erhält  Andererseits  ist  we- 
gen y  =  xt: 

T~  =  x  3  \-  c,        —  £  =  a:  — 

d#  da? 

und 

dx  dt 


x     '  y'  -  t 

Hat  man  //'  durch  t  ausgedrückt ,  so  enthält  die  rechte  Seite  nur  t, 
war  aber  t  durch  y  ausgedrückt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  //  vor; 
in  jedem  Falle  sind  die  Variabelen  gesondert  und  es  ist 

oder  auch 

17)         u  —  iv-t  +  ffe, 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  zweite  be- 
nutzen, jenachdem  ij  durch  t  oder  t  durch  y'  ausgedrückt  ißt.  Ii 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  h~ 
%  (9  4"  ConsU  und  man  braucht  nur  für  t  seinen  Werth  einzusetzen, 
im  zweiten  Falle  ist  das  Ergebniss  von  der  Form  Ix  =  %(j/)  -f  C<*& 
und  es  bedarf  noch  der  Elimination  von  y'  aus  der  vorstehenden  und 
der  ursprünglichen  Gleichung. 

Sucht  man  z.  B.  die  Curve,  deren  Bogen  s  mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x  und  y  des  Endpunktes  durch  die  Gleichung 

8  =  VZxy,  oder 

yV  1  +  y'2  dx  =  V2xy 
verbunden  ist,  so  lautet  die  Differentialgleichung: 

für  y  =  xt  findet  sich  hieraus: 

,  _<  +  (i-<) VTt    ,       (i - o VTt 
*~  '  "         VYt-x  ' 

die  Gleichung  11)  wird  daher  im  vorliegenden  Falle: 
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Hier  ist  die  noch  übrige  Integration  durch  Weghchaffung  des  Wur- 
zelzeichens (t  =  u2)  leicht  auszuführen  und  gieht : 

—o-o-  £  .(i±£), 

in  rechtwinkligen  Coordiuatcn  ist  daher  für  /  =  —   die  Gleichung 

x 

der  Curve : 

x  —  y      i  v  x  —  VV 


-(¥L 
-\Vx 


c  \Vx  +  Vi 

wobei  c+  c  =  c  gesetzt  wurde.  Zur  Construction  der  Curve  würden 
übrigens  Folarcoordinatcn  bequemer  nein. 

Für  ein  zweites  Beispiel  sei  s  —  Vinx2  +  ny'\  also  durch  Dif- 
ferentiation 


mx  +  nyt/ 


V~m  x2  -f  n  y'1 ' 
vermöge  der  Substitution  y  —  xt 

Vm  +  nt* 
(m  +  nt*){l  +y*)  =  (m  +  nty*)*. 

Webe  Gleichung  ist  in  jedem  Falle  leicht  auf  1/  oder  t  zu  reduciren; 
a«n  eiufachstcn  wird  die  Sache  für  »  =  1,  man  findet  nämlich 

_  f       Vm  —  1  Vm  +  V1 


V 

»nd  nach  Formel  IG) 

Vm       C  dt 


Ix 


_  Vm  r 

Vm  —  1  J 


Vm 


Vm  + 1* 

l(t  +  Vm  +  t*)  +  C, 


Vm—  1 

°der,  wenn  C  =  la  gesetzt  wird ,  wo  a  eine  neue  willkürliche  Con- 
fctante  bezeichnet 

Vm 


Vm-l 


a       \  x  ) 

^8  ißt  übrigens  nicht  schwer,  die  Gleichung  auf  y  zu  reduciren;  für 
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m  =  |  z.  B.t  und  wenn  man  zur  Vereinfachung  |  a  an  die  Stelle  von 
a  treten  lässt,  hat  man 

8  =  Vi**  +         y=  V^. 


§.  108. 

Die  singulären  Auflösungen  der  Differentialgleichungen. 

In  dem  Abschnitte  II.  des  vorigen  Paragraphen  begegneten  wir 
der  eigentümlichen  Erscheinung,  dass  eine  Differentialgleichung  zwei 
Auflösungen  zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  willkürliche  Constante 
enthielt,  die  zweite  nicht;  aus 

folgte  nämlich: 

n  aC  2  2  2 

y  ==  Lx  —  yr-~~ _  un(j  auch  xl  _)_  y*  =  a\ 

Da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Constante  C  besitzt,  so  sollte  man  erwarten,  dass  das 
zweite  Integral  für  irgend  einen  speciellen  Werth  von  C  aus  jenem 
hervorgehen  müsste ;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall  und  man  muss  da- 
her die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende  be- 
trachten. Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singulare  Auflösung 
einer  Differentialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zusammen- 
hängt, wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir  an  die  geo- 
metrischen Betrachtungen  in  §.  29  knüpfen. 
I.  Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

1)  /(*,y,y)  =  o, 

und  ihr  allgemeines  Integral  möge  als  bekannt  vorausgesetzt  werdeD, 
nämlich 

2)  JF(s,y,C)  =  0; 

man  kann  sich  dann  die  letztere  Gleichung  als  Gleichung  derjenigen 
Curve  denken,  von  welcher  jeder  Punkt  die  durch  Nro.  1), bestimmte 
Eigenschaft  besitzt.  Die  Gleichung  2)  charakterisirt  aber  nicht  eine 
einzelne  Curve,  sondern  vielmehr  eine  ganze  Schaar  von  Curven, 
welche  dadurch  entstehen,  dass  man  der  willkürlichen  Constanten 
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aJJe  möglichen  Werthe  giebt.  Zwei  aufeinander  folgende  individuelle 
Cur?en  dieser  Art  lassen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen 

F(x,  *  k)  =  0,  F(x,  y,  k  +  rf*)  =  0 
oder  auch  durch  die  daraus  folgenden  Gleichungen 

3)  F(*,y,  *)  =  (>,  ^^  =  0 

Erstellen,  und  es  hat  nun  jeder  Punkt  der  einen  sowohl  als  der  an- 
deren Gurve  die  Eigenschaft  1).  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  auch 
in  Durchschnitte  beider  Nachbarcurven  zu,  falls  ein  solcher  existirt; 
*ie  gilt  endlich  auch  für  die  aufeinander  folgenden  Durchschnitte 
je  zweier  Nachbarcurven ,  welche  entstehen ,  wenn  man  dem  k  alle 
möglichen  Werthe  giebt.  Nach  §.  29  heisst  dies:  wenn  der  Glei- 
chung 1)  die  Curve  Ffa  y,  k)  =  0  genügt ,  so  genügt  jener  Glei- 
chung auch  die  einhüllende  Curve,  welche  der  stetigen  Aende- 
ning  des  k  entspricht.  Ausser  dem  allgemeinen  Integral  erhält  man 
also  noch  ein  binguläres,  wenn  man  k  aus  den  Gleichungen  3) ,  oder 
C  aus  den  Gleichungen 

«  F(x,y,C)  =  0,  8-^>  =  0 

tiumrt.  Selbstverständlich  braucht  eine  solche  singulare  Lösung 
Bttt  nothwendig  zu  existiren;  sie  wird  fehlen,  wenn  jene  Schaar  von 
Wen  keine  Einhüllende  besitzt. 

Die  vorige  Regel  zur  Aufsuchung  des  singulären  Integrales 
™*t  sich  auch  rein  analytisch  auf  folgende  Weise  begründen.  Um 
«W  Richtigkeit  der  Gleichung  2)  zu  prüfen,  würde  man  letztere 
differenziren  und  nachher  aus  den  Gleichungen 

i  dF      VF  ,  dFdy 
°)  F  —  0  und  —  =  —  +  —  -2  =  0 

dx       dx       dy  dx 

die  willkürliche  Constante  C  eliminiren,  weil  C  nicht  in  Nro.  1)  vor- 
kommt. Diese  Elimination  geschieht  am  natürlichsten  so,  dass  man 
<ta  Gleichung  F  =  0  nach  C  auflöst  und  den  gefundenen  Werth  in 
zweite  Gleichung  einsetzt  Bei  der  Auflösung  von  F  =  0  er- 
scheint aber  ein  Resultat  von  der  Form  C  =  q>(x,  y)  und  daher  ist 
1D*  Allgemeinen  C  als  Function  von  x  und  y  anzusehen ;  beachtet  man 
&8  bei  der  Differentiation  der  Gleichung  F  =  0,  so  hat  man  voll- 
standiger 

6)  ^_^      dFdy  dFdC 

dx~~~  dx*  dy  dx*  dC  dx' 
^ie  Elimination  von  0  aus  F  =  0  und  Nro.  6)  kann  aber  nur  dann 
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zu  demselben  Resultate  (Nr.  1)  führen  wie  die  Elimination  von  C 
aus  den  Gleichungen  5) ,  wenn  die  Gleichung  6)  mit  der  zweiten 
Gleichung  in  5)  übereinstimmt,  d.  h.  wenn 

dF  dC_ 
WÖ'  dx 

dC 

ist    Dazu  gehört  entweder  —  =  0  d.  h.  0  =  ConsL,  wodurch  man 

dx 

auf  das  Integral  2)  zurückkommt,  oder 

und  wenn  sich  hieraus  für  C  eine  Function  von  x  und  y  findet,  *o 
giebt  deren  Substitution  in  F  =  0  eine  neue  Gleichung,  welche  ohne 
willkürliche  Coustante  der  Gleichung  1)  genügt,  also  deren  singuläres 
Integral  ist.  Diese  Bemerkungen  lassen  gleichzeitig  erkennen,  da&? 
eine  Differentialgleichung  nicht  mehr  als  zwei  Integrale  haben  kann, 
von  denen  eines  das  allgemeine,  und  das  andere  das  singulare  ist. 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.    Man  sucht  eine  krumme 
Linio,  deren  Normale  die  mittlere  geometrische  Proportionale  ißt 
zwischen  dem  Stücke,  welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse  aV 
schneidet,  und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.  Die  Differential- 
gleichung der  Curve  lautet: 

zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  vorigen  Paragraphen  unter 
Nro  II.  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist  es  am  vortheil haftesten, 
auf  x  zu  reduciren,  weil  die  Eutwickelung  von  y  eine  quadratische 
Gleichung  geben  würde.    Man  hat  nun 

9)  y2(l  +2/'2)  —  aytf  =  ax, 

und  hieraus  folgt  durch  Differentiation,  indem  man  von  den  Glei- 
chungen 

dx      ¥i        dx      J  dy 

Gebrauch  macht, 

(2yy-«)  j2/y^'+(i+y2)j=o. 

Diese  Gleichung  zerfällt  in  die  zwei  nachstehenden: 

l0>        y,J %  =  ~ (1  +  y"!)'    2yv>  = "' 
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welche  durch  Trennung  der  Variabelen  integrirt  werden  können.  Die 
erste  Gleichung  giebt 

f  j&±   _  fäy 
J    1  +  iß   -     J  y> 

oder  5  Z  (1  +  y'-)  =  —  ly+  ConsL,  d.  i.  wenn  Const.  =  Ik  gesetzt 
wird , 


das  Integral  ist  demnach,  wenn  die  vorstehenden  Werthe  in  die 
Gleichung  9)  substituirt  werden, 

Je2  =  a  (x  +  Vk*  —  y*) 

oder  für  Je'2  =  ac,  wo  nun  c  die  willkürliche  Constante  bezeichnet, 

11)  (x—cy  +  y2  =  ac. 

Die  zweite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  y  —  — ,  und  durch  Sub- 
stitution in  Nr.  9) 

12)  y'3  —  ax  —  Ja2. 

Hier  ist  das  erste  Integral  allgemein,  das  zweite  ein  singuläres,  wel- 
ches man  nach  der  angezeigten  Methode  aus  jenem  ableiten  kann,  in- 
dem mau 

F(x,y,c)  =  (x  —  cy+  iß  —  ac  —  0 

setzt  und  c  aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 

dF(x,y,c)__ 
,   v-        =  —  2{x  —  c)  —  a  =  0 

de 

eliminirt;  die  letztere  Gleichung  giebt  c?=  x  -\-\a}  und  in  die  vorige 
Gleichung  eingesetzt: 

\a>  +  if  -  a(x  +  \a)  =  0, 

was  mit  Nro.  12)  übereinstimmt.  Geometrisch  bedeutet  die  Glei- 
chung 11)  eine  Schaar  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ab- 
scissenaclise  liegen  und  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  ändern, 
dass,  wenn  c  der  Abstand  eines  Centrums  vom  Coordinatenanfange 

ist,  vac  den  zugehörigen  Halbmesser  an  giebt;  alle  diese  Kreise 
werden  von  der  durch  die  Gleichung  1 2)  charakterisirten  Parabel  ein- 
geh üllt. 

II.  Im  Vorigen  haben  wir  immer  das  singulare  Integral  aus  dem 
allgemeinen  Integral  hergeleitet,  dagegen  wollen  wir  nun  zeigen,  wie 
dasselbe  unmittelbar  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  1)  ent- 
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wickelt  werden  kann.  Der  Anschaulichkeit  wegen  betrachten  wir  die 
Sache  wieder  von  der  geometrischen  Seite. 

Wenn  überhaupt  eine  einhüllende  Curve  existiren  soll,  so  müssen 
die  beiden  Curven,  welche  zwei  verschiedenen  Werthen  von  CinNro.2) 
entsprechen,  einander  schneiden;  jeder  Punkt  xy  auf  irgend  einer 
durch  das  allgemeine  Integral  bestimmten  Curve  lässt  sich  demnach 
gleichzeitig  als  Punkt  einer  anderen  Curve  derselben  Art  ansehen, 
welche  zu  einem  anderen  Werthe  von  C  gehört.  Der  Winkel,  unter 
dem  sich  beide  Curven  schneiden,  ist  derselbe,  wie  der  Winkel  zwi- 
schen beiden  Tangenten;  esmüssen  also  am  Punkte  xy  wenigstens  zwei 
der  Lage  nach  verschiedene  Tangenten  vorhanden  sein,  d.  h.  es  mu&s 
tanz—y'  mindestens  zwei  verschiedene  Werthe  haben.  Letztere  braucht 
man  nicht  aus  dem  allgemeinen  Integrale  zu  berechnen,  man  findet  siedi- 
rect  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  f{x,y,yf)  =-•  0,  indem  nid 
diese  nach  y'  auflöst  Die  vorige  Bemerkung  zeigt  nun  augenblicklich. 
das8  eine  singulare  Lösung  nur  dann  existiren  kann,  wenn  die  gegebene 
Differentialgleichung  wenigstens  vom  zweiten  Grade  ist.  Nenner  n 

y'  =  <p(x,y\     2/  =  ?K*>y)i     2/  =  x(*,y)>  •  •  • 

oder  kurz  <JP,^,#  etc.  die  Wurzeln  derselben,  so  haben  wir  nachdem 
Fundamentalsatze  der  Theorie  algebraischer  Gleichungen 

durch  partielle  Differentiation  in  Beziehung  auf  1/  folgt  hieraus 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite  weder  für  i/  =  <jp  noch  für 
y' z=ty  etc.,  falls  <p,  %  etc.  von  einander  verschieden  sind.  Ander* 
wird  die  Sache,  wenn  der  Punkt  xy  auf  der  einhüllenden  Curve  liegt 
Er  gehört  dann  drei  Curven  an,  von  denen  zwei  den  Werthen  C'mrf 
C  +  d  C  entsprechen,  und  deren  dritte  die  einhüllende  Curve  seikr 
ist;  für  alle  drei  hat  ij  einen  und  denselben  Werth,  folglich  müssen 
wenigstens  zwei  der  Wurzeln  <p,  ^,  %  etc.  einander  gleich  werden. 
Für      —q>  erhält  man  aber 

f=V-<p)Hy'-x)  

^  =  (y-<3P)[2(/-^)...+(y~(3P). ..  +  ..] 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite,  sobald  1/  =  (p  genommen 
wird.  Wenn  demnach  eine  singulare  Auflösung  vorhanden  sein  ml 
so  müssen  die  Gleichungen 

/(*.*,/)  =  0,  =  0 
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zusammen  bestehen,  und  daraus  ergiebt  sich  das  gesuchte  singulare 
Integral  durch  Elimination  von  \f. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Differentialgleichung 

deren  geometrischer  Sinn  leicht  zu  sehen  ist.  Nach  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  würde  man  dieselbe  mittelst  der  Substitution  #2  =  z 
homogen  machen  und  als  allgemeines  Integral  finden 

»-  -  xl  =  i 

ac  c3 

woraus  als  singuläres  Integral  folgt 

=  4  a*x2. 

Will  man  dagegen  das  letztere  allein  haben,  so  eliminirt  man  aus 
den  beiden  Gleichungen 

/  =r  y  V*  -         +  «2  =  °i 


und  erhält  wie  oben  t/4  =  4a2:r2. 


§.  109. 

Integration  durch  Versuche. 

Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der  * 
Differentialgleichungen  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  der  Will- 
kür nichts  überlassen  und  wenigstens  in  vielen  Fällen  mit  Sicherheit 
zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale  führen. 
Will  aber  die  Integration  einer  Differentialgleichung  trotz  der  An- 
wendung aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  man  zu  an- 
deren Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter  darin  be- 
steht, dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und  ver- 
sucht wird,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügt.  Hauptsache 
dabei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem man  die  Differentialgleichung  mit  solchen  Differentialgleichungen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind ; 
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es  ist  dann  immer  zu  erwarten,  dass  auch  das  Integral  ungefähr  die 
selbe  Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  Integral. 

Dieses  indirecte  Verfahren*  ist  z.  B.  anwendbar  auf  die  Difff 
rentialgleichung : 

1)  ff  ÄJ_   £*  =  ü 

V  1  +  ax*  +  bx*      V  1  +  ay*  +  by* 

in  welcher  zwar  die  Variabelen  gesondert  sind,  die  Integration  abei 
gleichwohl  umständlich  werden  würde.  Um  eine  Andeutung  übe 
die  Form  des  Integrales  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst  den  spe 
ciellen  Fall : 

&x        .  dy 

2)  .r  +  rj=^=  =  0; 

Yl  -  x*      Vi  —  iß 
hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt 

3)  aresin  x  -f  aresin  y  =  Const. 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu  sein,  ist  es  aberüi 
der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht  nämlich  wieder 
einen  Bogen  aus,  und  ist  ft  dessen  Sinus,  so  kann  Const.  =  aminu 
gesetzt  werden ,  wo  die  neue  willkürliche  Constante  bezeichnet 
Statt  der  Gleichung  aresin  x  +  aresin  y  =  aresin  fi  lässt  sich 
schreiben 

sin  (aresin x  +  aresin y)  =  u, 
wo  man  linker  Hand  die  bekannte  Formel  für  sin  (u  +  p)  i° 
Wendung  bringen  und  die  Gleichungen  sinu  =  #,  cosu  —  V\ 
sinv  —  y,  cosv  —  Vi  —  y1  berücksichtigen  muss.    Das  gesuchte 
Integral  ist  demnach 

4)  xVl  —  y'2  +  y  Vi  —  x'2  =  ft. 

Will  man  es  in  rationaler  Form,  wenigstens  in  Beziehung  auf  i  oiw 
y}  dargestellt  sehen,  so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Recnnwg 
bewerkstelligt  werdeu;  es  ist: 

ji2  =  X2  _|_  y2  _  2  *V  +  2xy  Vi  —  x*  Vi  —~f, 

5)  ii*  —  (x*  -f  y*)  =  2  xy  {Vi  —  ac»  V^l  —  y2  - 
Ferner  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

1  —  ^rrfl-aj^l-^-a^yi  —  x*  Vi  -y2  +  ji 
wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 

Vi  —  ja'2  =  V"l  —  a?»  V^l  —  yl—  xy. 
Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  5)  wird  let 
teie  rational,  nämlich: 


Digitized  by  Goog 


Cap.  XVII.  §.  109.  Integration  durch  Versuche.  511 
x*  +  y2  +  2  Vi  -  pxy  -  ^  =  0, 
oder  für  ^i2  *=  ~ 

6)  +  2Vl(l-l)xy  -1=0. 

Das  Integral  der  Differentialgleichung  2)  ist  demnach  eine  in  Be- 
ziehung auf  x  und  y  rationale  und  symmetrische  Function  zweiten 
Grades. 

Kehren  wir  nun  zu  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zurück,  so 
&gt  die  Vermuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  symmetrische 
Function  vierten  Grades  sein  werde,  also  von  der  Form: 
')  f(x,y)  =  Az*y*  +  B{x2  -f-y»)  +  2 Cxy  -  1  =  0, 
worin  die  Coefficienten  Af  B,  C  vor  der  Hand  noch  unbestimmt 
bleiben  mögen.  Um  zu  versuchen,  ob  die  vorstehende  Form  der 
Differentialgleichung  genügt,  geben  wir/  (x,y)  die  beiden  Gestalten: 

/=  (Ay>  +  B)  x*-  +  2  Cy.x  +  (By*  - 1)  =  IV  +  2  Yxx  +  r2, 
/=(ils2-|-£)*/2  +  2  Cz.y  -f  —  1)  =  Xy*  +  2  Xt  j/  +  X2, 
worin  F,  Yi,  y2,  ^»  X2  zur  Abkürzung  dienen,  und  entwickeln 
die  beiden  partiellen  Differentialquotienten 

|£  =  2(r*  +  r,x    |J  =  a(Zjf  +  x,). 

^öhstituiren  wir  sie  in  die  aus  der  Gleichung  f(x,y)  =  0  folgende 
Differentialgleichung 


so  wird 


oder 


|£  ^  +  |£  rfy  =  0, 


(r*  +  r,)  dx  +  (Xy  +  zody  =  o, 


ü\  dx  dy 

]  Xy  +  X,  ^  Yx  +  F,  U* 

Die  zweite  Form  /  =  Xy2  -f-  2  Xx  y  +  X2  =  0  giebt  ferner,  wenn 
man  sie  als  quadratische  Gleichung  behandelt, 

Xy  +  X,  =  y ä£i  _  xz2 
ebenso  die  erste  Form 

Yx  +  r,  =  y  r,*  -  rr2 

Ud  indem  man  diese  Werthe  in  Nro  8)  substituirt,  erhalt  man 
9J  ,      dx  +  =  0 

yi,i  -  xx,    y  r,2  -  yy. 


■r 
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als  die  Differentialgleichung,  welcher  die  in  Nro  7)  gemachte  Annahme 
genügt  Die  Gleichung  7)  würde  nun  das  Integral  der  ursprüng- 
lichen Differentialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1)  und  9)  iden- 
tisch wären.  Vermöge  der  Werthe  von  X,  X\,  .X2,  3T,  Ij,  7,  hat 
man  statt  Nro.  9)  zu  setzen 

dx  dy 


V.A-B*+&  .      A   ,    1  /    ,  A—B*+G*  „  . 
H  ß~        Ax     V  1  +  ß  9  * 

woraus  durch  Vergleichung  mit  der  Differentialgleichung 

10)  dy        =  o 

Vi  +  ax*  +  bx*     VI  +  ay*  +  by* 
folgende  Bedingungen  hervorgehen: 

11)  A  —  B*  +  C*  =  Ba,    A  =  -b. 

Hier  lassen  sich  zwei  der  Coefticienten  bestimmen ,  etwa  A  =  —  &, 

C  =  V-Ba  +  J?a  +  &,  der  dritte  (B)  bleibt  unbestimmt  und  ist  die 
Integrationsconstante.  Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  Hbf 
die  Gleichung 

12)  Ax*y2  +  B(z*+y*)  +  2  Cxy  —  l  =  0 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  10)  darstellt,^ 
bald  die  Coefficienten  A,  B,  C  den  in  11)  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen genügen;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  z.B. 
B  immer  so  gross  wählen  kann,  dass  C  reell  wird. 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  noch  die  irrationale  Form 
des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem  Wege. 
Sei  1  +  ax2  -\-  bx*  =  f(x),  so  hat  man  nach  dem  Früheren 

x9+x,  =Vx1*-xx,  =  VbY^ÄE^E^TZ^ 

oder  umgekehrt 

Vm  -  5^  und  vm  = 

Vermöge  der  Werthe  von  X,  X\ ,  Y,  Y\  findet  man  hieraus  sein 
leicht 

d.  i.,  wenn  man  nach  Nr.  12)  1  —  Ax2y2  für  B(x*  +  y2)  +  2  C 
schreibt, 
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oder  endlich,  weil  A  =  —  b  und  B  eine  beliebige  Constante  war, 

.3)  «V7w  +  »//fr)  =  Const 

1  —  bx2y2 

Diese  Integralgleichung  ist  für  die  Differentialgleichung  10)  dasselbe, 
was  dife  Gleichung  4)  in  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  2); 
in  der  That  werden  beide  für  a  =  —  1,  b  =■  0  identisch. 

Dasselbe  indirecte  Verfahren  der  Integration  durch  Versuche 
ist  auch  auf  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

dx  dy 
Vao+-«i  x-\-a,x2-\-<t;  xs-\-aAx*      Va0  f  a,  y-k-a^  y2+a:]  #:i4-a4  y*' 

und  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,  doch  werden  die  Entwicke- 
lten zu  weitläufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnten. 


§.  110. 

Integration  durch  Reihen.  • 

Der  vorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen;  sie  gründet 
sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  y  =  (p(x)  einer 
Differentialgleichung  F(x ,  y ,  y')  =  0  in  vielen  Fällen  eine  mittelst 
der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mac  Laurin  in  Potenzenreihen 
verwandelbare  Function  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch  möglich 
sein  muss,  von  der  Differentialgleichung  aus  zu  derselben  Reihe  zu 
gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem  Theoreme  von 
Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  für  cp  (x)  existirt, 

i)   <p  (?)  =  ,>  (*„)  +  rtt)     +  f"  m  +  

wo  So  einen  beliebigen  Specialwerth  von  x  bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differentialgleichung  F(x,yd)  auf  yf  =  q>' (x)  reducirt,  in- 
dem wir 

y'  =  <p'(x)  =/i(s,  y) 
setzen,  so  führt  die  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  zu  Aus- 
drücken von  folgender  Form: 

SchlömiUh,  AuftlytU  I.  83 


Digitized  by  Google 


514       Cap.  XVII.  §.  110.  Integration  durch  Reihen. 

<P"  (*)  =  /i (* . ?/)>        <P"'  (*)  =  /•  (* . ff)  u-  s-  w- ; 
für  x  =  j*0  werden  diese  Gleichungen  zu 

2)  9/  Oo)  =  /1  (*o 1  !fo)  1  (*o)  =  /.» (*o , »/ j)  «•  s-  w., 

in  welchen  y0  den  individuellen  Werth  des  y  bezeichnet,  der  dem 
Werthe  x  =  entspricht.  Durch  Substitution  der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun 

3)  9  =  y« + /.  (.*> .*)  ^r^0  +/» (^..».)(*~^)f  ' 

und  wenn  die  Reihe  rechter  Hand  convergirt,  so  ist  die  Auflösung 
zulässig;  dagegen  würde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  sein, 
dasß  y  einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 
Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei  z.  B. 

4)  ©/(*)  =  1/  =  1  +  l(#  -  4 

so  liefert  die  successive  Differentiation 

<p»(x)  =     =  Hv'  -  1)  =  AH'/-  '), 

=  /'  —         -  1)  = 

U.  8.  W.  , 

und  für  a:  =  jr0,    y  =  ;/©, 

<P>o)  =  1  f  ^Öte  —  «b)t 
qp"(r0)  —  X'2Qh  —  xu\ 

<jp'"(*o)  =  X»(y0—  Xo) 
u.  s.  w.; 

mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 

»  =  »  +  1 (*-*)  +  ^-^>  (,_^ 

+  1.2.3  +-"-' 

oder  auch 

y  ^  4  +  (,0_,o)  |,  +  ifczal +üfeza£  +  ...]. 

Die  eingeklammerte  Reihe  convergirt  immer  und  lässt  sich  leicht 
summiren,  dies  giebt: 

y  =  X  +  (jfo  —  Xo)i^<*  z  f  O/o  —  #0) f ~ * T° T , 

d.  i.,  wenn  der  constante  Factor  mit  0  bezeichnet  wird, 

ß)  y  =  *  +■  0e**, 

was  man  auch  direct  leicht  finden  könnte. 
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Statt  der  Taylor'schen  Reihe  benutzt  man  häufig  den  Mac 
Laurin'schen  Satz  (d.  h.  man  setzt  xt  =  0),  in  welchem  Falle  y 
die  Form  A0  +  Ax  x  -f  A2  x2  -+-  etc.  erhält;  die  Coefficienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  bestimmen,  dass  man 
die  für  y  angenommene  Form  in  die  gegebene  Gleichung  substituirt 
und  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  resultirende  Gleichung  zu  einer 
identischen  macht.    Sei  z.  B. 

die  gegebene  Differentialgleichung  und  f(x)  eine  Function  von  der 
Form  a0  +  ax  x  -f-  a,  x2  -f-  etc.,  so  giebt  die  Annahme 

7)  y  =  A  +  ÄtX  +  A*x2  +  A3x*  +  .  .  .  . 
statt  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

1  Al  -f-  A2  -f  (2  A  >  -f  2  A  Ax)  x  -f  (3  A3  -f  2A  A2  -f  Ax*)  x2  -|  

—      a0     -f       axx  -f-  chx2  H  , 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  x° ,  xl,  x2  u.  s.  w.  die- 
selben Coefficienten  besitzen;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach: 

8)  AY-=  ei«  -  A2,    ^  =  1(^-2^^  +  2^13)^3.^ 

d.  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  Ay  welcher 
nnbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus- 
setzung ,  dass  die  der  Differentialgleichung  F(x ,  y  ,  %f)  =  0  genü- 
gende Function  y  =  (p  (x)  in  eine  Reihe  von  der  Form  AQ  -\-  Axx 
■f  A2  x2  +  etc.  verwandelbar  sei ,  es  wird  daher  in  allen  den  Fällen 
unrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rechnung  zeigt 
dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  anderen  An- 
nahme.   Ist  z.  B. 

9)  ^  =  2-5 

X 

die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable  Differential- 
gleichung, so  führt  die  Supposition  y  =  Atl  +■  A\  3ß  +  AQ  x-  -f-  etc. 
zu  der  Gleichung 

Ax  +  2A2x  -f  3A3x2  H  

=rr  2  —  —  —  j4i  —  A.2X  —  A3X2  , 

X 

welche  nur  durch  die  Werthe  A0  =  0,  A\  =  1,  A?  =  A%  •  •  ••  =  0 
zu  befriedigen  ist.  Dies  giebt  y  —  d.  h.  ein  particuläres  In- 
tegral, weil  keine  willkürliche  Constante  vorkommt.    Um  dass  all- 

33* 
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<P"  (x)  =  /,(* ,  y),        <p»'  (x)  -=r  /3  (* ,  y)  u.  s.  Vl ; 
für  x  =  x0  werden  diese  Gleichungen  zu 

2)  <p'  (xü)  =  /,  (xo  .  jjfc) ,         qp"       =         ( yo)  B<  R  W( 

in  welchen  y0  den  individuellen  Werth  des  y  bezeichnet,  der  dem 
Werthe  x  —  Xq  entspricht.  Durch  Substitution  der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun 

3)  y  =  y»+/,(^,yo)£^+/s(^,yo)(i_IL|o)!  . 

X.        m  dm» 

und  wenn  die  Reihe  rechter  Hand  convergirt,  so  ist  die  Auflösung 
zulässig;  dagegen  würde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  sein, 
dass  y  einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 
Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei  z.  B. 

4)  y'(x)  =  ,,'  =  1  .f  X(y  -  ,), 
so  liefert  die  successive  Differentiation 

(p"(x)  =  y"  =  A  (?/'  —  1)  =  A2  (,/-.r), 
=  f  =  A^'  -  l)  =  A%-:r) 

U.  8.  W.  , 

und  für  z  =  *0,    ?/  =  f/o, 

9' (r0)  =  1  +  A(^-.r0), 
<p"(jr0)-=  A*Oo-*„), 
<p'"(*o)  =  A3(t,0-_To) 
U.  s.  w.; 

mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 

m~  i  — *W  i  j — X — (z  — *<,)* 


oder  auch 


9  —  ^  +  0/o-^)|l  +  Ü^f»)  |  Vix-ro)'  + 

Die  eingeklammerte  Reihe  convergirt  immer  und  Iiis.«!  sich  feiet 

summiren,  dies  giebt: 

d.  i.,  wenn  der  constnnte  Factor 
5) 

was  man  auch  direct  leicht 
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Statt  der  Taylor 'sehen  Reihe  benutzt  man  häufig  den  Mac 
Laurin' sehen  Satz  (d.  h.  raan  setzt  x0  =  0),  in  welchem  Falle  y 
die  Form  A0  -f  Ax  x  A^  x2  -\-  etc.  erhält ;  die  Coefficienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  bestimmen,  dass  man 
die  für  y  angenommene  Form  in  die  gegebene  Gleichung  Bubstituirt 
und  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  resultirende  Gleichung  zu  einer 
identischen  macht.    Sei  z.  B. 

6)  tf  +      =  f{x) 

die  gegebene  Differentialgleichung  und  f{x)  eine  Function  von  der 
Form  a0  -f  nxx  +  r,i  X<1  +  etc<»  80  £ieDt  Annahme 

7)  y  =  A  +  A\X  -f  +  ^3^3  +..•- 
statt  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

\AX  +A*-\-(2A2  +  2A  Ax)  x  +  (3  A3  +  2A  A2  +  Ax*)  **-\  

=       a0      -f       axx  +  <hx2  H  , 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  x° ,  x\  x*  u.  s.  w.  die- 
selben Coefficienten  besitzen ;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach : 

8)  Ax^=a^-A^    A<t  =  \(ai-2<*oA  +  2A*)u.B.w., 

d.  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  A,  welcher 
unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus- 
setzung, dass  die  der  Differentialgleichung  F(x  ,  y  ,  tf)  =  0  genü- 
gende Function  ™  eine  Reihe  von  der  Form  A0  +  Ax  x 
+•  A  X*  +  etc.  verwandelbar  sei ,  es  wird  daher  in  allen  den  Fällen 
unrichtig  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rechnung  zeigt 
dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  anderen  Ax,- 
nähme.    Ißt  z.  B. 


9) 


if  =  2  —  £ 

9  x 


die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wegejeicht  integrablo  f> 


gleichung,  so  führt  die  Supposition  y 
zu  der  Gleichung 


/ 


L  A>   ~  Am~~  -TT 


lyiii^i 
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gemeine  Integral  zu  finden,  machen  wir  die  allgemeinere  Voraus. 
Setzung 

10)  y  =  Axt*  +AlxP  +  l  -M2tt"+24- 
welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

pAxf*-l+  Qi+  \)  A^xH  +  A2x>u  +  l 

=  2  —  Ax>"-}  —  A{xM  —  A2x!'  +  1 
Dieser  kann  man  durch     =  —  1  genügen;  sie  wird  dann: 

-■?  +  *  +  «*•  +  »*■»  +  •••• 

=  2  —  ^  —  ~  —  ^2  —  A*x  —  AiT~  —  , 

und  es  folgen  daraus  für  Ax ,  A2 »  43  etc.  die  Werthe  : 

Ax  =0,     A2  =  1,     ii«,  =  A4..-  =  0, 
während  A  unbestimmt  bleibt    Das  gesuchte  Integral  ist  demnach 

11)  y  =  -  +  x. 

Der  allgemeineren  Voraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaopr 
in  vielen  der  Fälle  bedienen,  wo  die  erste  Form  der  Potenzenreihe 
unrichtig  wird. 

Weiter  noch  reicht  man  oft  mit  der  Annahme,  dass  y  der  Quo- 
tient zweier  Reihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es  kann  dabei  ein 
doppelter  Vortheil  gewonnen  werden.  Man  findet  nämlich  häufig, 
dass  eine  an  sich  ziemlich  einfache  Function  bei  der  Verwandlung  in 
eine  Reihe  sehr  zusammengesetzte  Coefficienten  liefert,  während  sie. 
als  Quotient  zweier  Reihen  betrachtet,  viel  weniger  compiicirt  er- 
scheint.   So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung 

tanx  —  Axx  4-  A3x*  +  4>#5  -f  — 

die  Grössen  A\ ,  Az,  -A5,....  von  sehr  verwickelter  Zusammensetzung, 
während  die  Coefficienten  in 

sin  x      bxx  —  b3  x?>  4-  bb  xb  

tanx  =  =  —.  t  

cosx       a0  —  «2  x2  -f-  ai  x*  —  

nach  einem  äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand ,  dass  die  zweite  Form  von  tan  x  für 
alle  xy  die  erste  dagegen  nur  für  solchem  gilt,  welche  zwischen — \* 
und  -\-  \it  liegen.  Um  das  in  solchen  Fällen  eintretenede  Ver- 
fahren an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Differential, 
gleichung 

12)  y'  +  y*  =  kx 
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behandeln,  welche  den  directen  Methoden  Trotz  bieten  und,  auf  die- 
selbe Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eine  Reihe  von  nicht  übersehbarem 
Bildungsgesetze  liefern  würde.  Bezeichnen  wir  mit  <p  (x)  und  ty(x) 
zwei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen  und  setzen 

so  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgende  über 

tl>(x)  r  v(x)>  "  * 

und  diese  wird  sehr  einfach,  wenn  wir  (p(x)  =  setzen;  wir  er- 

halten nämlich: 

kx  oder  4<"(x)  =  Xx1>(x). 

ip  (x) 

Die  weitere  Annahme 

ip(x)  —  A0  -f  Axx  -f  ^j;3  -f  A-jX*  H  

giebt  nun  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 

\.2A,  +  2.3,4:f.r  +  3.4^4#2  +  4.5^5^;{  H  

=  AqXx  +  ^4,  A      -f  A2Xx6  -\  , 

und  daraus  folgen  für  die  Coefficienten  die  Werthe: 

A2  =  A:,  =  A*  =  An  •  ••  =  0, 

X  X*  Ay 

«i  =  —  — 0     ,       A$  ~  - — ö — k — J'      -^y  ==: 


2.3   91         '       2.3.5.6'  2.3.5.6.8.9 
A  A*  Aa 


i4  -  374  Au       A:  -  3.4.6.7'       ^l0"~  3.4.6.7.9.10'  " 

welche  nach  einem  leicht  zu  erkennnenden  Gesetze  fortschreiten;  A$ 
und  A\  bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein: 

A*_3         *fg?      .         AV  ..... 
^~  1  +  2.3  +  2.3.5.6  i"  2.3.5.6.8.9 


*s<         A-^  A^'Q 
K~  *  +  3.4  +  3.4.6.7  +  3.4.6.7.9.10  + 


• . . . 


wo  17  und  F  die  Summen  zweier  jederzeit  convergirender  Reihen 
sind,  so  haben  wir 

0i  (s)  =  J0  tr  +  ^4,  F 
und  der  Werth  von  y  =  y  (x)  1 1>  (x)  =  ist: 
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a*  u'  -h  ax  r 

9  ~  ÄoU  -f  AiV 
oder  endlich,  wenn  der  Quotient  A\  :  Aq  mit  C  bezeichnet  wird, 

'  J      u  +  cv 

Auf  die  allgemeinere  sogenannte  Riccati'sche  Gleichung 
läset  sich  dasselbe  Verfahren  mit  gleichem  Nutzen  anwenden. 
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Cap.  XV11I. 

Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen 

zwei  Variabelen. 


$.  Iii. 

Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung;  einfachste  Formen* 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Va- 
riabelen x  und  y  hat  im  Allgemeinen  die  Form : 

oder,  auf  den  zweiteu  Differentialquotienten  reducirt, 

»         3 -/(••'•#■ 

und  die  Aufgabe  ist  wie  früher,  y  als  Function  von  x  zu  bestimmen. 
Den  Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weite  ver- 
deutlichen, wie  es  in  §.  103  bei  den  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.  Man  betrachte  nämlich  x  und  y  als  rechtwink- 
lige Coordinaten  eines  Curvenpunktes ,  mithin  ~  als   die  Tangente 

u  X 

des  Winkels,  welchen  das  Curveneleraeut  ds  mit  der  Abscissenachse 
bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleichung  ^-^  einen 

bestimmten  Werth  erhält,  sobald  SC,  y,  und  ~  gegeben  sind;  die 

(IX 

Construction  der  fraglichen  Curve  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 
Mau  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  x0  y0  aus,  wähle  den  ent- 

d  ii 

sprechenden  Werth  von  j-  =  ff  gleichfalls  willkürlich,  etwa  =  y,/f 

u  x 
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rf'2  w 

und  berechne  den  zugehörigen  Werth  von  —  —  y" ,  welcher 

heissen  möge ;  ist  nun  y  =  <p  (x)  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve, 
so  gelten  für  unendlich  kleine  Ö  die  Beziehungen 
y(*  +  *)-y(*)  =  ¥(ß% 


<p(x  +  2ö)  -  2y(s +     +  _ 

ö'2  *  W1 


oder 


9(«f+#)  sss  <jp(x)  4-  ö<p'(x), 
q>(x+2d)  2(p(x  +  d)  —  tp  (x)  +  d*  <p" (x) 
und  sie  dienen,  um  aus  <p(x),  (p'(x),  (p"{x)  der  Reihe  nach  <p(x-\-  d) 
und  9  (x  4"  2  ö*)  abzuleiten.  In  unserem  Falle  sind  für  x  ss  jt0  jene 
Werthe  in  der  That  bekannt,  man  kann  also,  von  dem  Punkte  ggjfo 
ausgehend,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Punkte  a^i/,  und  Xjfc 
bestimmen  und  zwar  sind  die  Abscissen  derselben: 

Xi  =  *0  4-  ä,       %  =  #o  +  2  d, 
und  die  Ordinaten: 

Vi  =  Vo  +  Vo  y-i  —  —  2/0  +  2  yi  4-  V  ds- 
Betrachtet  man  jetzt  x2y%  als  neuen  Ausgangspunkt,  so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  xzy3,  x^yA  bestimmen  u.  s.  w.  Man  er- 
sieht aus  dieser  Construction,  dass  die  gegebene  Differentialgleichung 
das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  unendlichen  Menge  von  gleich- 
artigen Curven  enthält ;  sie  bestimmt  jede  dieser  Curven  vollständig, 
sobald  ein  Punkt  x0yo  der  letzteren  und  die  Richtung  der  Tangente 
in  diesem  Punkte,  d.  h.  y0  gegeben  oder  willkürlich  angenommen 
ist.  Im  Allgemeinen  bleiben  zwei  Grössen  in  der  Bestimmung  von 
y  beliebig,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  enthält  zwei  Integrationsconstanten.  Dies  ist  auch 
analytisch  leicht  einzusehen.  Eine  Gleichung  zwischen  x,  </,  jftjf 
würde  durch  einmalige  Integration  zu  einer  Gleichung  zwischen 
d.  h.  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  werden,  welche 
nach  den  früheren  Methoden  zu  integriren  ist ;  auf  jeden  Fall  bedarf 
es  im  Ganzen  zweier  Integrationen,  deren  jede  eine  willkürliche  Con- 
staute  mit  sich  bringt,  und  demnach  muss  das  gesuchte  y  von  der 
Form  9(#,C,0j)  sein*).    Diese  Bemerkung  deutet  zugleich  den 

*)  Eine  Ausnahme  erleidet  die  obige  Behauptung  in  dem  Falle,  wo 
man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  zweiten  Integration  statt  des 
allgemeinen  Integrals  das  singulare  Integral  nimmt   In  jedem  speciellen 
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Weg  an,  der  bei  der  Integration  der  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  meistenteils  eingeschlagen  werden  muss,  wie  man  aas  den 
lachherigen  Beispielen  sehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  Differential 
jleichung  2),  bei  welchen  zugleich  die  Integration  vollständig  aus 
fuhrbar  ist. 

Erste  Form.  Die  rechte  Seite  von  Nro  2)  enthalte  x  allein 
sei  kurz  f(x)  =  X,  mithin 

'  dx*  A> 

Die  Gleichung  ist  identisch  mit  -.~  =  X,  woraus 

'  =  +  o 

olgt;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leicht 

y  =  J  dx  J  Xdx  +  Cx  +  C,. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  das; 
bei  theilweiser  Integration 

J xXdx  =  xj  X  dx  — J  dxj  Xdx 

ist,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aus- 
drücke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 

4)  y  —  xj  Xdx  —  J xXdx  4-  Cx  +  Cx. 

Zweite  Form.  Der  zweite  Differentialquotient  von  y  sei  als 
runction  von  ?/  allein  gegeben,  nämlich, 

5) 

Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck 

djf_  __  tty  <h       H  ,f  > 
dx        dy  dx  d$ 

tintreten  laßsen,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung 


f  alle  lassen  sich  die  so  entstehenden  singulären  Integrale  der  Differential- 
gleichung ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln,  indem  man  bei 
for  betreffenden  Integration  die  Lehren  des  108  in  Anwendung  bringt; 
ebendeswegen  werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  sin- 
Kularen  Integralen  keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 
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y  —  =r  X  oder  y  dy  —  Ydy 

die  Variabelen  gesondert.  Das  erste  Integral  der  Gleichung  5)  ist 
daher 

\t/*  —  CW.  \  jYtUj  oder  //  =VC  4  2/ Ydy. 
Vermöge  des  Werthes  von  y  erhält  man  daraus 

dx  =  '» 

und  durch  nochmalige  Integration 

6)  *  =   +  C, 

Ein  für  spätere  Untersuchungen  nicht  unwichtiges  Beispiel  bil- 
det die  Differentialgleichung 

7)  37,  -  -  *  * 

Hier  ist  2/ Ydy  sss  fc2y-\  mithin  das  vollständige  Integral 

Um  auf  y  zu  reduciren,  bilde  man  daraus  die  Gleichung: 

c*e  i\)     hy  —  V^CM-  Ä  \v-, 
und  quadrire  dieselbe;  man  findet  sehr  leicht 

d.  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanteu  Factoreu 

\c  *<«  =  A%    —  \C*C*  =  B 

setzt,  wo  nun  -4  und  B  ebenso  willkürliche  Constanteu  wie  früher 
C  und  Ci  sind, 

8)  y  —  ÄekJ-  +  B(-kv. 

Ist  dagegen  die  Differentialgleichung  gegeben 

o)  g  -  -  *'* 

so  erhält  man  2fYdy  =  —  fe*3f*i  ferner 

i/  yc-fcv  *  I/o 

und  umgekehrt 
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oder,  wenn  man  auflöst  und  die  Constanten  ändert, 

10)  y  —  Axcoskx  -f  Bx  sinkx. 


523 


Dieses  Resultat  hätte  sich  übrigens  aus  dem  vorigen  dadurch  herleiten 


benutzte  und  zuletzt  A  -\-  B  =  Au  (A  —  B)  i  —  JBl  setzte*). 

Dritte  Form.  Die  Differentialgleichung  enthalte  nur  den 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  de*r  Unbekannten,  es  sei 

also 


In  der  zweiten  Gestalt  sind  die  Variabelen  leicht  zu  trennen,  nämlich 


*)  Auf  das  oben  entwickelte  Integral  der  Differentialgleichung 


zurückführen.   Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestalt: 

=  ay  +  bm  +  c 
und  differenzirt  zweimal,  so  wird: 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  ersten  übercin  und  ihr  Integral  ist  bei 
positiven  a  =  -|-  Jfc«: 

y"  =  Aek*  +  Jie-*', 
uud  bei  negativen  a  =  —  k*: 

y'  —  Ax  cos  k  x  -\-  B1  sinkx. 
Andererseits  folgt  aus  y"  =  ay  +  bx  -\-  c  umgekehrt: 

y"  —  bx  —  c 

y  =  - — -a — • 

und  indem  man  den  Werth  von  y"  substituirt,  ergiebt  sich  y.  —  Wäre 
die  Gleichung  allgemeiner  y"  =  a  y  -f  </<  (a;),  so  würde  dieser  Kunstgriff 
nichts  helfen,  sondern  ein  anderes  Verfahren  eintreten  müssen,  welches 
in  §.  113  auseinandergesetzt  ist. 


ii) 
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Um  ferner  y  zu  finden,  hat  man 

13)      dy  =  y'dx  =  y'jjCy  folglich  y  =  fjpj  +  C,. 

Die  Integralformeln  in  12)  und  13)  geben  x  und  y  ausgedrückt 
durch  die  dritte  Variabele  ij ';  eliminirt  man  diese  aus  beiden  Glei- 
chungen, so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  C,  C\  übrig,  welche 
das  allgemeine  Integral  ist. 

Auf  eine  Gleichung  von  der  Form  11)  führt  z.B.  das  geometri- 
sche Problem:  aus  einer  gegebenen  Relation  zwischen  dem  Krüm- 
mungshalbmesser q  eines  Curvenpunktes  xy  und  zwischen  dem  Winkel 
r,  welchen  dieser  Krümmungshalbmesser  mit  der  Ordinatenachse 
bildet,  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ab- 
zuleiten.   Ist  nämlich  p  =  F(z)  die  gegebene  Beziehung,  so  hat 

3 

wegen  tanz  =  \f  und  q  =  (1  +y2)5  :y" 

(1  ^/ -  F(arctany'), 

oder  umgekehrt: 

=  a  +  t/4 

J  F(arctani/y 
mithin  nach  den  Formeln  12)  und  13): 

/F(arctany') 

J    (i  +  ✓*)» 

Betrachtet  man  iiicht  y',  sondern  arctany'  =  t  als  unabhängige  Ya- 
riahele,  setzt  also  t/  =  tanz,  so  gewinnen  die  obigen  Gleichungen 
die  symmetrische  Gestalt: 


dy'  +  C 


U) 


x  —  J  F(j)coszdz  +  A, 
ü  —J F(z)sinzdx  -f  B, 


und  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  möglich  ist,  r  eliminiren. 
Für  p  =  ksecz  z.  B.  ergiebt  sich  x  =  hz  -\-  A,  y  =  kl secz  +B 
oder: 
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x  —  A 

y  —  B  —  Jcl  sec  — - — 

k 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

Eine  ähnliche  Aufgabe  ist:  die  Gleichung  einer  Curve  in  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  finden,  wenn  der  von  einem  festen  Punkte 
ab  gerechnete  Bogen  s  eine  gegebene  Function  des  Winkels  r  sein 
soll,  den  die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  x- Achse 
einschliesst.    Aus  der  gegebenen  Gleichung  s  =  <p(t)  folgt  hier 

•  =  Tr  =  *  (r)' 

mithin  ist  die  Sache  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  wenn  man  F  durch 
qp'  ersetzt,  nämlich 


15) 


x  =J  cp' (r)  cost  d i  4-  A, 
y         (p'(t)sin  r  dt  -\-  B. 


Beispielsweise  erhält  man  für  s  —  4  Ä*  cos  t : 

x  —  A  —  k{2r.  —  sin  2  r) ,    y  —  B  —  —  k  cos  2  r, 

und  wenn  man  2  r  =  w,  x  —  A  =  {,  B  —  y  =  t]  setzt,  so  lehren 
die  Formeln  7)  und  8)  auf  S.  95,  dass  die  gesuchte  Curve  eine  Cy- 
mit  k  als  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  ist. 


§.  112. 

Fortsetzung  und  Schluss. 

Vierte  Form.  In  der  Differentialgleichung  mögen  nur  x, 
&y  d2y 

t-  und  -r-^r  vorkommen,  sie  sei  also: 
dx  dx2 

»     £!='(••  $•*"•=/<•••*  ■ 

Giebt  man  ihr  die  Gestalt 

so  enthält  sie  nur  die  beiden  Variabelen  x  und  ?/  und  ist  in  Bezie- 
hung auf  y  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  man  findet 
daraus  y'  und  zwar  in  der  Form 
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3)  y'  =  jjj  =r  (p(x),  mithin  y  =  Jq>(x)dx+  Const. 

Dieses  Verfahren  passt  z.  B.  auf  das  geometrische  Problem,  die 
Curve  zu  finden ,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  vorge- 
schriebene Function  der  zugehörigen  Abscisse  ist,  etwa  q  =  ty(x} 
Die  Differentialgleichung  lautet  hier: 

oder,  auf  »/'  reducirt, 

d?/_(i+y)i 

da?  ~"  H>(x)  ' 

was  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Die  Trennung  der  Variabelen  giebt 

dy'  dx 

(1  _|_  ~~ 
Durch  Integration  folgt  hieraus 

wo  X  zur  Abkürzung  eingeführt  ist;  man  hat  nun  weiter 

,      d_y  _         X  4-  C 


also  bei  nochmaliger  Integration 

*   ./  Vi  —  (z  +  0)8 

So  liefert  z.  B.  ^  =  —  folgende  Werthe : 

die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszuführen  und  giebt  verschie- 
dene Curven,  jenachdem  man  die  willkürliche  Constante  der  Einheit 
gleich,  oder  kleiner  oder  grösser  wählt.  Im  ersten  Falle  erhält  man 
eine  algebraische  Curve,  nämlich 


dx  +  C,; 


im  zweiten  Falle  ist  die  Curve  logarithmischer  Natur,  im  letzten  Falle 
hängt  sie  von  der  Function  aresin  ab. 
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Fünfte  Form.    Die  gegebene  Differentialgleichung  enthalte 

dy  d  -  if 

nur  y,  -— ,        nach  dem  Schema 

Lässt  man,  wie  es  schon  früher  geschah, 

d£  _  d£  dy  dtf  , 
dx       dy  dx       dg  ^ 

an  die  Stelle  von  y"  treten,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Ge- 
stalt an : 

und  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei- 
den Variabelen  y  und  ?/;  man  findet  daraus 

«)  ✓  =   =  , (,), 

mithin  boi  Trennung  der  Variabelen  und  Integration 

Nach  dieser  Methode  lässt  sich  z.  E.  das  geometrische  Problem 
lösen:  die  Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser 
eine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  g  —  $  (y). 
I)ie  Differentialgleichung  lautet  nämlich 

=  ,(,)  oder  ,f  =  <±±gL 

formell  übereinstimmend  mit  Nro.  4).  Nach  dem  angezeigten  Ver- 
fahren wird 

j^gy    __  _dy_ 

und  durch  Integration 

1  C  dy    ,  _ 

wo  Y  zur  Abkürzung  dient.    Der  Werth  von  ij  ist  jetzt 

W'  -  V^l  ~  (F+  Cy  __  dy 
J  Y  +  G        ~  dx' 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 
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+  C 


dy  + 


Das  Resultat  hat  mit  dem  der  vorigen  geometrischen  Aufgabe  viel 
Aehnlichkeit ;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver- 
schieden, da  man  nur  x  mit  y  und  entsprechend  X  mit  Y  zu  ver- 
tauschen braucht,  um  das  eine  aus  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Curven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigen 
Normale  in  gegebenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar,  wenn  1  :  {i  jenes  Verhält- 
niss  ist, 

oder 

yy"  =  ti(l+y'*). 

di/ 

Die  Substitution  ?/"  =  ?/  -j-  giebt  bei  Sonderung  der  Variabelen 

y 

y'di/  dy 
—  r  T.  i 


i+y2   r  v 

ferner  durch  Integration,  wenn  die  Constante  mit  pll  bezeichuet 
wird, 

endlich : 

dy 


x  =  W J 


Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht,  dass  die  Curve  für 
=  —  1  ein  Kreis,  für  (i  =  +  1  eine  Kettenlinie,  für  fi  =  —  \  eine 
Cycloide  und  für  (i  =  +  |  eine  Parabel  ist. 

Das  Analogon  zur  vorigen  Aufgabe  bildet  die  Frage  nach  den- 
jenigen Curven,  bei  welchen  der  Krümmungsradius  in  constantem 
Verhältnisse  zur  Polarnormale  (PW  in  Fig.  26  auf  S.  102)  steht. 
Bezeichnet  wieder  1 :  ft  das  gegebene  Verhältniss,  so  ist  die  zu  inte- 
grirende  Differentialgleichung 

f      +  2t*  -  rr»  ~  V  '  + 

o<W 
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rr"  =  (1—  fi)r*  +  (2-;i)r'2. 


Die  Substitution 

dr'      dr1  , 
r  =  —  =  —  r' 


dO  dr 
giebt 

dr'  ,f  .  /fl       x  r' 

—  =  (l-f»)?  +  (2-ft)-. 

Diese  Gleichung  ist  homogen;  wir  setzen  daher 

r' 

-  —  u  oder  r*  =  ru 
r 

woraus  folgt 

du  1  +  u* 

r--  —  (l  —u)  i  

dr  u 

Durch  Sonderung  der  Variahelen  und  Integration  findet  sich 

1  +  «3  —  Cr2"2,« 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  u 


1  /«V\2       „  n  . 


Nach  wiederholter  Trennung  der  Variabelen  und  Integration  folgt 

dr 

=  0  —  y, 


r  V^Cr2"2/"  —  1 
worin  y  die  willkürliche  Constante  bedeutet.  Mit  Hülfe  der  Substi- 
tution Cr2-2."  =  1  +  v2  ist  die  angedeutete  Integration  leicht  aus- 
zuführen ;  setzt  man  dabei  zur  Abkürzung  p  —  1  =  m,  so  erhält  man 

 L  arctanv  =  0  —  y 

m 

und  schliesslich  als  Polargleichung  der  gesuchten  Curve 

rm  =  aTO  cos  w  (0  —  y), 

wobei  am  für  C  geschrieben  wurde.  Im  Falle  =  2  ist  die  Curve 
ein  Kreis,  für     r=  3  eine  Lemniscate,  für  (t  =  |  eine  Cardioide. 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene  die  Behandlung 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden,  deren  Bögen  pro- 
portional den  an  die  Endpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  sind. 
Hechnen  wir  den  Bogen  s  von  einem  Punkte  aus,  dessen  Abscisse  x0 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  l :  p  das  Verhältniss  des  Bogens  zur  Tan- 
gente, so  lautet  die  Bedingungsgleichung: 

X 

8chl&mlleh,  AmrIviK  L  34 
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aus  ihr  folgt  durch  Differentiation  und  Reduction  auf  y" 

und  mittelst  der  für  y"  angegebenen  Substitution 

,hj  ~K      "  y 

Die  Sonderung  der  Variabelen  giebt  weiter 

di/  dy 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  Integrationsconstante 
mit  —  (1  —ft)/ 6  bezeichnet  wird, 

v  -    +  ya)  =(i-ft)?(f-)  =  i  (f-)1-" 

oder: 

•(T^)=-(fr- 

Der  Werth  von  //',  durch  //  ausgedrückt,  ist  demnach: 

,   _  dy 

?  ~~  YÜi-ifi-.  y2-2P  ~  dx' 
mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 

*  -/  <'»V(iT  -  1  +  "• 

Die  Integrationsconstanten  a  und  b  bestimmen  sich  im  speciellen 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  s  =  0  werden  muss,  wenn  x 
gleich  der  Abscisse  des  Bogenanfanges  genommen  wird,  und  dass 
die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  soll.  Die  Gleichung 
der  gesuchten  Curve  ist  übrigens  für  ft  =  §  algebraisch  und  zwar: 

in  allen  übrigen  Fällen  aber  transcenlent. 


§.  113. 

Die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

• 

Unter  einer  linearen  Differentialgleichung  versteht  man  wie 
früher  eine  solche,  in  der  sowohl  y  als  die  Differentialquotienten 


Digitized  by  Google 


zweiter  Ordnung.  531 

dieser  Function  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen;  demnach  ist 
die  Gleichung 

d&  +  Xl  Tx  +  x'y  -  x' 

worin  X1}  X2  und  X  als  Functionen  von  x  allein  angesehen  werden, 
das  allgemeine  Schema  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

Wir  betrachten  vorläufig  den  speciellen  Fall,  wo  X  =  0  ist; 
die  einfachere  Gleichung 

„       g  +  *S£  +  x.,_. 

mag  dann  die  reducirte  Differentialgleichung  heissen. 

Kennt  man  zwei  von  einander  verschiedene  particuläre  Inte- 
grale derselben,  etwa  yv  und  yl9  so  ist  für  diese  gleichzeitig 

+**-••  • 

önd  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Cons tau- 
ten Ci,  die  zweite  mit  einer  anderen  willkürlichen  Constanten  Ca 
multiplicirt,  so  kann  man  die  Summe  beider  Producte  in  folgender 
f  orm  darstellen 

<*•'  (Ciyi  +  C2y2)  d(dyi  +  Ctth) 

dx*  +     1  da; 

+  X2(Ciyi  +  4ft)aa 

Der  Vergleich  mit  Nro.  1)  zeigt,  dass  der  allgemeinere  Ausdruck 

2)  V  =  Cxyi  +  C2y2 

ebenfalls  die  Differentialgleichung  1)  befriedigt;  er  enthält  aber  zwei 
willkürliche  Constanten,  folglich  ist  er  das  allgemeine  Integral  von 
Xro.  1).  Mit  anderen  Worten,  aus  zwei  von  einander  verschiedenen 
particulären  Integralen  der  reducirten  Differentialgleichung  lässt  sich 
deren  allgemeines  Integral  nach  Formel  2)  zusammensetzen.  —  Diese 
Regel  verliert  ihre  Gültigkeit,  wenn  y-2  =  yi  ist;  dann  wird  nämlich 
tf  =  (Ci  +  Cy^i »  nnd  da  hier  Cx  +  C2  eine  einzige  willkürliche 
Constante  ausmacht,  so  hat  man  nur  ein  neues  particuläres  Integral. 
Wie  man  sich  in  solchen  Fällen  helfen  kann,  werden  die  folgenden 
Beispiele  zeigen. 

34* 
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L   Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

Nach  Analogie  der  Gleichung  7)  in  §.  111  versuchen  wir,  ob  £ 
Exponentialgrösse 

4)  y  =  e** 

worin  X  einen  vorläufig  unbestimmten  constanten  Factor  bedenttf 
der  Gleichung  3)  genügen  kann.  Die  Substitution  von  4)  in  3 
giebt  nun 

ß2  +  al  +  b)e**  ss  0t 
und  diese  Gleichung  ist  für  jedes  x  richtig,  wenn  für  A  eine  Wnrze 
der  quadratischen  Gleichung 

5)  l*  +  aX  +  l>  ss  0 

genommen  wird.  Bezeichnen  wir  die  beiden  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung mit  Ai  und  A2,  so  haben  wir  zwei  particuläre  Integrale 

welche  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind.  DasiU^ 
meine  Integral  der  Differentialgleichung  3)  ist  daher 

t  y  ss  Cxe^*  + 

|  Xx  ssjC-a  +  V*-«),    *2  =  |(—  fl— V^«7^)- 
Um  den  Ausnahmefall  Xx  =  A2  zu  discutiren,  bezeichnen  wir 
die  Differenz  A2  —  Xx  mit  d,  woraus  A2  ==      -|-  d  folgt,  und  halben 
unter  der  Benutzung  der  Exponentialreihe 

y  s=  e*»*(0i  +  C2e**) 
=  +  C2)  +  +  JC2ÖV  +  •••]; 

setzen  wir  noch 

Cx  +  C2  =  C,  =  C, 

oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

so  haben  wir  auch 

7)  #  =  e*»*(C  +  Ca  +  {  C'dx  +  §  C'öW  +  •••)• 
Für  6*  =  0  wird  Xx  =  Aa  und  wenn  man  den  neuen  Constanfea 
C  und  C  irgend  welche  endliche  Werthe  beilegt,  so  werden  zwar  Ji* 
früheren  Constanten  €x  und  C2  unendlich  gross,  aber  dies  hindert 
die  Rechnung  nicht,  da  C,  und  C4  jeden  beliebigen  Werth  haben 
können.    Aus  Nro.  7)  folgt  nun  für  6*  =r  0 
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8)  y  =  c*ix(C-{- &x), 

und  dieses  Integral  der  Gleichung  3)  ist  allgemein. 

Wenn  die  quadratische  Hülfsgieichung  5)  zwei  coinplexe  Wurzeln 
A,  =  «  +  »0i    A2  =  «  —  iß 
besitzt,  so  verwandelt  sich  die  Formel  6)  in 

y  =  CiCnx(cosßx  +  ismßx)  +  &ePx(cosßx  —  isinßx); 
für  d  +  C2  —  A  und  i(Ci  —  C2)  =  i?  wird  hieraus 

9)  2/  =  (Px(Acosßx-\-  Bsinßx). 
Damit  sind  alle  möglichen  Fälle  erledigt 

II.  Die  Differentialgleichung 

lägst  sich  nach  einem  ähnlichen  Verfahren  integriren.  Setzt  man 
nämlich  Versuchs  weis 

11)  V  =  *ttt 
so  erhält  man 

OÖ» —  1)  +  «f*  +  b]xf*-*  =  0, 
und  diese  Gleichung  ist  allgemein  richtig,  wenn  für  ft  eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung 

12)  fi»  +  (a-l)ji  +  b  =  0 

genommen  wird.  Nennen  wir  f£t  und  f*2  diese  beiden  Wurzeln,  so 
Bind  nach  Nro.  11) 

yx  r=        und  //j  =  xM* 
zwei  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  1U),  mithin  ist 
das  allgemeine  Integral 

13)  y  =  Cxxfi  +  ftar*. 

Um  den  Ausnahmefall  u,  =  ft2  zu  erörtern,  setzen  wir  wie  frü- 
her fi =  fix  -f-  ö  und  erhalten 
y  —  + 

=  x&lCt  +  Qt+     d ?x  +  |  Ca d^(7x)^  H  ] 

oder,  wenn  neue  Constanten  C  und  C  mittelst  der  Gleichungen 

d  =  c  —  j ,  ei  —  j 

eingeführt  werden, 

Für  6  =  0  wird  1*!  =  und 

14)  y  =  X,M»(^'+  Clx). 
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Sind  endlich  ß|  und  fi2  complexe  Zahlen,  etwa 

=  «  +  iß%   (h  =  «  -  iß, 
so  geht  die  Gleichung  13)  über  in 

y^C.x^cosißlx)  +  i*»(/3?.r)]  4-  C2^[cos(/3/ar)  —  ism(ßlx)\ 

oder,  wenn  Ci  +  ^2  =  4  t*  (Ci  —  Cj)  =  B  gesetzt  wird, 

15)  y  =  *«[Jk0$(0?x)  +  J?sintfZ*)]. 

§•  1H. 

Zusammenhang  zwischen  den  beiden  particulären 

Integralen. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  mögen  yl  und  y2  zwei  von  einan- 
der verschiedene  particuläre  Integrale  der  reducirten  Differential- 
gleichung 

bezeichnen,  so  dass 

2)  y=dyi  +  c*j* 

das  allgemeine  Integral  von  1)  darstellt  Da  y,  und  eine  und 
dieselbe  Gleichung  1)  befriedigen,  so  lässt  sich  erwarten,  dass  wi- 
schen yi  und  y2  ein  gewisser  Zusammenhang  stattfinden  wird;  man 
erkennt  ihn  auf  folgendem  Wege. 

Es  sei  Y  eine  bekannte  Function ,  welche  die  Differentialglei- 
chung befriedigt ,  d.  h.  ein  particuläres  Integral  derselben ,  so  kann 
man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Yz  habe,  wo  z  der  Quo- 
tient beider  Particularintegrale ,  mithin  eine  noch  unbekannte  Func- 
tion von  x  ist.  Die  Substitution  y  =  Yz  giebt  nun  statt  der  Glei- 
chung 1)  die  folgende 

1  dx*  +  *  dx  dx  +  17*  Z 
oder  in  anderer  Anordnung 
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nach  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  hier  der  Coefficient 
von  z  und  es  bleibt ,  wenn  der  Differentialquotient  von  z  mit  z'  be- 
zeichnet wird, 


*TS  +  (**+«2)'-* 


Diese  Differential  gl  ei  cliung  kann  durch  Sonderung  der  Variabelen 
leicht  integrirt  werden,  nämlich : 

¥--(■*£+*)* 

\d  =  —  21  Y  —  J  Xi  dx, 
ferner  durch  Rückgang  auf  z1  und  z 

Setzt  man  nunmehr  Y  und  Yz  an  die  Stelle  der  beiden  particulären 
Integrale  y{  und  y.2  in  die  Formel  2),  so  ist 

3)  »-rjci+ft/g  j- 

Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  also 
jederzeit  entwickeln,  wenn  man  nur  eines  ihrer  particulären  Integrale 
anzugeben  weiss.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  giebt  es  zwar 
keine  allgemeine  Regel,  doch  aber  ein  Hülfsmittel ,  nämlich  die  Sub- 
stitution von  Reihen,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe  ist,  wie 
bei  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Beispiel  1.    Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 

S+*i+«*— ■ 

und  behufs  der  Auffindung  eines  particulären  Integrales: 
y  =  A0  +  Axx  +  A2x2  +  A3x'''  +  ••*•» 
wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 

4.  (6  A>  +  k*A*)  +  (12  At  +  k*Ax)x 

x 

+  (20  J4  +WA2)x*  + 
aus  dieser  ergeben  sich  für  die  Coefficienten  folgende  Werthe: 

^i  =  0,  ^  ==  —  y,  ^3  =  0,  Ai  =  +g^2Ö,  •••• 
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und  es  ist  daher : 

9  =  A 1 1  -  rxi  +  1.2.3.4.5  —  r 

Dieser  Ausdruck  lässt  verinuthen,  dass 

-40  sinkx      .   .      .      __  sinkx 

u  =  und  einfacher  Y  =  

k       x  x 

ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  sein  werde,  was 
sich  in  der  That  bestätigt,  wenn  man  Y  für  y  in  Nro.  4)  subßtituirt. 
Der  Formel  3)  zufolge  ist  nun  das  allgemeine  Integral: 

,_sä|«+ii«*^|. 


X 

sinkx 


x 

oder  eudlich,  indem  man  Cj  =  —  C0  A;  setzt : 

Cocoskx  +  Ci  sinkx 


5) 


Beispiel  2.    Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 


6)  g-(x»  +  3)y  =  0, 

und  hypothetisch: 

y  =  4)      ^jas  -f-  ^2a;2  +  4,3*  +•  

Durch  Substitution  dieses  Werthes  bestimmen  sich  die  Coefficienten 
A2,A3yAA  etc.  leicht,  A0  und  A\  bleiben  unbestimmt  und  man  bat: 

U  —  Äo  \l  +I«H  —  arH  ~       x«  4- 

j  (    T2     ^2.3.4     ^2.4.5.6      ^  I 

Dies  ist  schon  das  allgemeine  Integral  von  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  ungunstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten erster  Reihe  nicht  übersieht.  Die  zweite  Reihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit 

*ji +^2  G*')1  +  ••••(  = 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  xc***  der  Diffe- 
rentialgleichung 6)  und  kann  demnach  für  Y  genommen  werden ;  die 
Formel  3)  giebt  nun: 

7)  y  =  *^jci  +  *-*(. 
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§.  115. 

Die  Variation  dor  Constanten. 

Um  die  allgemeine  Differentialgleichung 

dx*  T    1  dx  x    ' J 
zu  integriren,  gehen  wir  von  der  Vermuthung  aus,  dass  ihr»Integral 
von  ähnlicher  Form  sein  werde  wie  daß  Integral  der  reducirten  Dif- 
ferentialgleichung 

»  3+*2+*.—. 

wir  versuchen  daher,  ob  die  Gleichung  1)  durch  die  Annahme 
3)  y  =  Wiyi  +  *HVi 

befriedigt  wird ,  wenn  yx  und  y2  die  beiden  particulären  Integrale 
der  reducirten  Differentialgleichung  2)  und  wA,  tfj  zwei  unbekannte 
Functionen  von  #  bezeichnen. 
Aus  Nro.  3)  folgt  zunächst 

—     d&  j_  „ 
da  ~  Wl  dx  +  *2 

.       dux  dn% 

+  •'"  rfi  +  *  : 

flieser  Ausdruck  vereinfacht  sich,  wenn  «!  und  w3  der  Bedingung 
,v  du,    ,  du* 

unterworfen  werden;  es  bleibt  nämlich 

du  _      dm  dy* 

Wir  differenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  substituiren  die 
Werthe  von  //,  \j  und  y"  in  die  Gleichung  1);  dadurch  nimmt  letz- 
tere die  folgende  Form  an: 


+  tt*  \d&  +  Xi  Ii  +  X»H 

da  dx       dx  dx  l* 


r 
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Der  Voraussetzung  nach  genügten  y{  und  yt  der  Differentialgleichung 
2),  daher  verschwinden  die  mit  ux  und  multiplicirten  Glieder,  und 
als  zweite  Bedingung  für  U\  und  w2  bleibt 

5)  dffi  duY       dyt  dii2  _ 

dx  dx       dx  dx 
Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  findet  man: 

dux  Xtji 


dx  dyx  dy 


th  ~j~  Vi 


t 


dx  dx 
du2  _  Xyx 
dx  dy%  dyi 


oder  kürzer,  wenn  man  den  Differentialquotienten  einer  gebrochenen 

Function  —  mit    —  bezeichnet, 
a  UJ 


dux  X        du-2  X 


Durch  Integration  folgen  hieraus  die  Werthe  von  ux  und*», 
nach  Formel  3)  endlich  ist 


Xdx 

6)  y  = 


■  m + a 


i       xdx      i  r 


yi- 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  8). 

Beispiel  1.    Bildet  man  aus  der  Differentialgleichung 

zunächst  die  reducirte  Differentialgleichung 

d2y  \    2  dy  , 

welche  mit  der  unter  Nro.  4)  in  §.  114  betrachteten  identisch  ist, 
so  sind 

cos  Je  x      .          sin  k  x 
yi  =   und  y>2  =  

die  particulären  Integrale  der  letzteren;  die  Formel  6)  giebt  nun 

8)  ^^jc-iy Xsinkxdx^+^^fc  +  jf  Xcoskxdx\ 

als  allgemeines  Integral  von  Nro.  7). 
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Beispiel  2.    Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

9)  dx'      x  dx  x2 
mithin  die  entsprechende  reducirte  Gleichung 

Als  particuläres  Integral  derselben  findet  man  x  und  als  allge- 
meines G{x  +  C>xlx,  mithin  =  x,  y2  =  xlx  und  nach  For- 
mel 6) 

10)  y  =  x  je,  —  y zX/sr/sj  +  ***  jc2+  f  Xd*J 
als  allgemeines  Integral  der  Differentialgleichung  16). 

§.  116. 

Nichtlineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist,  noch  einer  der  in  den  §§.  111  und  112  betrachteten  Formen  an- 
gehört, mithin  keine  der  Grössen  x,  y,  y'  in  ihr  fehlt,  so  hat  man 
nur  wenig  Mittel  zu  ihrer  Integration.  Das  nächstliegende  ist  offen- 
bar, durch  Substitution  neuer  Variabelen  eine  der  früheren  Formen 
herbeizuführen;  um  aber  zahlreicher  Versuche  überhoben  zu  sein  und 
eine  möglichst  vorteilhafte  Substitution  rasch  zu  finden,  kann  man 
sich  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  bedienen.  Letztere 
besteht  immer  darin,  dass  man  die  Differentialgleichung  vorerst  durch 
Weglassung  eines  ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  specialisirte  Dif- 
ferentialgleichung integrirt  und  nun  dem  Integrale  der  allgemeinen 
Differentialgleichung  dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem  Unterschiede, 
dass  man  die  Grössen,  welche  in  dem  Integrale  der  specialisirten 
Differentialgleichung  als  willkürliche  Constanten  figurirten,  als  un- 
bekannte Functionen  der  unabhängigen  Variabelen  ansieht.  Eine 
Anwendung  dieses  Verfahrens  ist  folgende.  Die  gegebene  Differen- 
tialgleichung sei 

8 +  »2 + 

worin  X  und  Y  Functionen  von  x  und  y  allein  bezeichnen  mögen. 
Wäre  die  Differentialgleichung  einfacher 

ho  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nämlich 
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*-%-«-"-. 

woraus //selbst  leicht  herzuleiten  ißt.  Versuchen  wir  nun,  obderDiffe- 
rentialgleichung  genügt  werden  kann,  wenn  man  für  1/  einen  Ausdruck 
von  derselben  Form  setzt,  aber  an  die  Stelle  der  Integrationsconstante 
C  eine  neue  Function  z  von  x  treten  läset.  Mittelst  der  Substitutionen 

»     2 = S = (s  -  *«) 

verwandelt  sich  die  Gleichung  1)  in  die  folgende 

ax 

oder,  indem  man  beachtet,  dass  die  Beziehungen 

dx      dy  dx1  ~~  dx 

stattfinden, 

Da  im  Allgemeinen  y1  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  Diner»- 
tialgleichung,  deren  Integral  ist 

z  =  C0e-fyd*  ; 
ferner  wird  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

dx 

hier  sind  die  Variabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 
dem  allgemeinen  Integrale: 

3)  J Jr"  dy  =  0q  feSx**dx  +  Ci. 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe:  die  Curve  zu  fin- 
den ,  in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnet« 
Fläche  U  in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Recktecke  steht,  dessen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y  der  Fläche  U,  und  dessen  audert 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  x  und  der  Subtau« 
gente  t  ist.  Bezeichnen  wir  mit  fi  :  1  das  gegebene  Verhältniss,  su 
lautet  die  Bedingung: 

man  hat  aber,  wenn  a  die  Abscisse  derjenigen  Ordinate  bedeutet, 
von  welcher  ab  die  Fläche  U  gerechnet  wird : 


U=Jydx,   y  =  -, 
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ferner  für  die  Subtangente 

dy      dU  d2U 
~~  V  '  dx~  dx'  dx*  ' 
nach  Substitution  der  für  y  und  t  angegebenen  Werthe  und  bei  ge- 
höriger Anordnung  erhält  die  Gleichung  4)  die  folgende  Form : 


d*U      J_  dU      2ji  /dV\*  _ 
dx*  ^  x  dx        U  \dx)  "  ' 


welche  mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt,  wenn  man  sich  U  für  y 
geschrieben  denkt.    Nach  Formel  3)  wird  nun 


wo  die  Fälle  ft  =  |  und  fi  ^  \  zu  unterscheiden  sind.  Der  erste 
Fall  giebt 

lU=C0lx  +  Q,  ü=e<hXCk'9 
ferner  durch  Differentiation  und  Aenderung  der  Constanten 

V  =  Kit, 

also  Parabeln.    Im  zweiten  Falle  wird 


ff  =[(1-2,0  (4 »*+<?.)] 
mithin  ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

t,  =  -  (A1x  +  B)1 

Die  Constanten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  dass  U 
mit  a  gleichzeitig  verschwindet  und  dass  die  Curve  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  ff«  ?/o  gehen  soll.    Nimmt  man  z.  B.  ß  =  J ,  ^4.  =  i>*f 
—  —  6'27^,  so  sind  die  Werthe  von     *  und  U: 


«1 


und  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  für  ft  =  J;  die 
Fläche  T/  ist  hier  von  der  Stelle  x  =  a  aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Curve  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht. 

Gehört  eine  nichtlineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
weder  zu  der  vorigen  Form  noch  zu  den  in  den  §§.  111  und  112 
betrachteten  Fällen,  so  muss  mau  zur  Integration  durch  Reihen  seine 
Zuflucht  nehmen. 
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§.  117. 

Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen. 

Wenn  es  schon  für  die  Differentialgleichungen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung  keine  allgemeine  Integrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen 
nur  selten  in  geschlossener  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
That  sind  es  nur  die  linearen  Differentialgleichungen,  über  deren  In- 
tegration etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Differentialgleichung 

5*  +  Al  dx^  +  X*  "d#=i  +"" 

.  •  •  +  X,-,  d£  +  Xny  =  0, 

worin  Xi,  X2,  •  •  •  X„  Functionen  von  x  allein  bezeichnen  mögen. 
Kennt  man  von  dieser  Differentialgleichung  nter  Ordnung  n  particu- 
läre  Integrale 

3/i,  fti  Vi  ■  '  '  ' 

so  lässt  sich  auch  ihr  allgemeines  Integral  finden;  dasselbe  ist  nämlich 

V  =  Cvyv  +  C.2y.2  -\  +  Cnyni 

wie  man  durch  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung  leicht  prüfen 
kann.  Dabei  ist  jedoch  erforderlich ,  dass  jene  n  particulären  Inte- 
grale von  einander  verschieden  sind;  im  Gegenfalle  würde  man  nur 
ein  neues  particuläres  Integral  erhalten. 

a.   Als  erstes  Beispiel  diene  die  Differentialgleichung 

dny  ,      dn~ly  ,      dn~2y  .  du  , 

worin  Oj,  a2,  an  constante  Coefficienten  bezeichnen  mögen.  Setzt 
man  y  =  e*r,  indem  unter  A  eine  noch  unbestimmte  Constante  be- 
griffen wird,  so  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  in  die  alge- 
braische Gleichung: 

2)       l*  +  M«-1  +  M""2  +  —  +  a»-il  +  «»  =  0, 
deren  n  Wurzeln  A,,  A2,  •  •  •  A„  heissen  mögen.    Jeder  von  den 
Ausdrücken 

e***,  e***i  . .  .  eKx 
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bildet  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  1);  das  allgemeine 
Integral  derselben  ist  daher: 

3)  y  =  de^x  +  C^M  -f  0,eV. 

Die  Formel  3)  bedarf  einer  Modifikation,  wenn  mehrere  Wur- 
zeln der  algebraischen  Gleichung  3)  einander  gleich,  oder  wenn  sie 
imaginär  sind.  Wären  z.  B.  die  Wurzeln  At,  A2,  A3  gleich,  so  setze 
man  vorerst  Xn  =  Xx  -f-  0,  A3  =  Xv  -f-  £  und  entwickele  die  Expo- 
nentialgrössen, in  denen  8  und  £  vorkommen;  dies  giebt: 

y  =  (0,  +      +  Q)  A*  +  (C2d  +  C,  s) 

+  C4  A*  +  C5e^  +  •  •  •  +  CneV; 
unter  dem  „etc."  sind  hier  alle  die  Glieder  verstanden,  welche  die 
dritten  und  höheren  Potenzen  von  d  und  £  enthalten.    Setzt  man 
Ci  +  d  +  C,  =  C,  C,Ö  +  C3£  =  C,  endlich  |(C,d2  +  C3£*) 
=  C",  und  lässt  schliesslich  ö  und  £  in  Null  übergehen,  so  wird: 

y  =  (C  +  Cx  +  C'x*)        +  CAe*>*  H  +  Cn<*n*. 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieses  Verfahrens  bei  einer 
grösseren  Anzahl  gleicher  Wurzeln.  Sind  überhaupt  k  gleiche 
Wurzeln 

Ai  =  A2  =  A8  •  •  •  =  Xk 

in  der  Gleichung  2)  vorhanden,  so  erhält  das  allgemeine  Integral 
die  folgende  Gestalt: 

4)  y  =  (0  -f  Cx  +         +  •  •  .  +  (X*-»**-1)^* 

+  Cfc+iA+l*  +  ft+aC^  +  a*  +  ■  •  •  +  CBeV. 
Bei  imaginären  Wurzeln  tritt  nur  ineofern  eine  Umänderung 
ein,  als  jede  der  entsprechenden  Exponentialgrössen  in  einen  reellen 
und  imaginären  Theil  zerfällt;  gleichwohl  wird  dadurch  y  nicht 
nothwendig  imaginär,  da  es  freisteht,  auch  den  willkürlichen  Con- 
stanten complexe  Werthe  zu  ertheilen,  wie  es  bereits  in  §.  113  ge- 
schehen ist. 

b.  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  die  Differential- 
gleichung 

5)  p  +  «*^  +  *l*l!l  +  ... 
'  dx"  T  x  dxn~l  ~  x*  dx»-2  T 

^  x»-i  dx  +  af  y  ~  °* 
xP  führt  nämlich  zu  der  algebraischen  Gleichung 


Der  Versuch  y  = 
nten  Grades 


r 
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—  l)(f*  —  2)  (fi  —  n—l) 

4-  a,fi(ft—  1)0*  —  2)  .  .  .  (p  —  n  —  2) 
-|-  «^(j*— l)(p  —  2)  .  .  .  0i-«-3) 

+  ft  CTn  — 1  +ö.  =0, 

deren  Wurzeln  ßlf  u^,  .  .  .  </,,  heissen  mögen.    Jede  der  Potenzpn 

Xf*,  x!1*,  .  .  .  xf'n 
stellt  jetzt  ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  5)  dar; 
mithin  ist  das  allgemeine  Integral: 

7)  y  —  CiXf*  +  C2x!'*  +  •••-}-  Cnx!'n. 

Für  den  Fall  gleicher  Wurzeln  tritt  hier  eine  ähnliche  Modi- 
fikation ein,  wie  bei  dem  vorigen  Beispiele.  Enthalt  nämlich  die 
Gleichung  G)  die  k  gleichen  Wurzeln 

fi,  —  fr  =  fi;3  .  .  .  .  =  pti 

so  ist  die  Formel  7)  durch  die  folgende  zu  ersetzen 

8)  y  =  [C+  C'lx  +  +  C,*-1>(te)*-,]aJr*i 

+  C*  +  1t"*-H  +  Ct  +  2»M*  +  2  -f  •  •  •  + 
wie  man  leicht  finden  wird. 

Bei  complexen  Wurzeln  ist  jedes  particuläre  Integral  von  der 
Form  x****?  mittelst  der  Formel 

xtt  +  iß  =  xne'ßlr  =  x«[cos(ßlx)  +  isin(ßlx)] 
in  einen  reellen  und  imaginären  Theil  zu  zerlegen. 

§.  118. 

Die  Variation  der  Constanten. 

I.  Wir  betrachten  noch  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

•  •  +  x„_,  ^  +  X.p  —  X, 

und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sie  in  dem  specialen 
Falle  X  =  0  integriren  könne.  Nennen  wir  yu  y>,  yly  .  .  .  ;/»  die 
particulären  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung 
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so  lässt  sich  vermuthen,  dass  das  Integral  von  Nro.  1)  die  Form 
2)  V  =  uxyx  +  tt2?/2  +••••  +  unij„ 

haben  werde,  wo  wlt  .  .  .  u„  noch  unbekannte  Functionen  von  x 
bezeichnen.  Diese  Gleichung  differenziren  wir  (n  —  l)nial,  setzen 
aber  den  jedesmaligen  zweiten  Theil  des  Differeutialquotienten  der 
Null  gleich;  diese  leichte  Rechung  giebt: 


(iy 

dx 

1  dx 

da 

+  ■ 

4-  „     d  i/n 

dx 

3) 

dui 

+  Vi 

dx 

dun 

•  +  y"  Tx  =  0; 

d*y 
dx*  z 

1  dx* 

dx* 

+  •■ 

■  +  v'  17' 

4) 

dyx  dux 

dx  dx 

,  dy2 
r  dz 

du. 2 
dx 

+  •  • 

dx  dx 

U.  8.  W.; 

dx*~l        1  c/x"-1   r  ^  da"-1   T      X    "  dx"~l  1 

,  *-*th  du,      d«~*y,  du?  cft~2yw  gtt,  _ 

'  dz*—2  <ta  T  dx*-*   dx  T      T  <Jtf»~2  dz  ~~  ' 

endlich  bei  nochmaliger  Differentiation: 

__  ^  (T^i     ^       _|_  . .  .  _|_  M  dny* 

dxn  dx"  dxn  dxn 

dn~lyx  dux       dn~ly%  dUj  dn~lyH  du» 

"**  dx"-1    da;       dx*-1    dx  T  dx*~l    dx  1 

wo  der  zweite  Theil  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch  die 

Differentialgleichung  7)  zu  erfüllen  ist.     Nach  Substitution  der 

d  v    d*  v  dn  1/ 

Werthe  von  v,  -~ ,  -r-^ ,  •  •  •  -~  und  mit  Beachtung  des  UmBtan- 

*  dx    dx*  dx* 

des,  dass  jede  der  Functionen  yu  y2»  •  •  •  Vn  der  reducirten  Gleichung 
1)  genügt,  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  1)  in 

dn~lyx  dux      dn~ly2  du?  ,        ,  dn~1yn  dun  

dx"-1   dx  "*~  dx*"1   dx  ^  dx»-1   dx  ~~ 

Mit  den  Gleichungen  3),  4),  5)  etc.  zusammen  hat  man  jetzt 
zwischen  den  n  Unbekannten 

dui  du?  d}h  dun 
~dx%  ~dx*  dx'      '  dx 

die  folgenden  n  Beziehungen: 

S  c  hlömilch  ,  Analysis.  [.  35 
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.         du?     .  .  dun 

^rfWi^rf^dWg   +     rf^,     dw„     _  0 

da?  da?  dx  dx  dx 

d2y\  ditj       ti^jh  du*  d-^,  dw„ 

r/j-2  ^r  "1"  ,/.T2  ,/.r    '   '  *  '  "    I     dx2  fj.r 

dn~2y\  dux       d»-'2y2  dUj  dn~*y„  du„ 

dx»-2   dx        dx*~2   dx       '  '  '  '       da:"-2  da- 
d""1^  d^   ,  d"-1^  dttg  d"-1^  tf«,  _ 

da-"-1   da*        da*"-1   da*  ~*   '  '  '  '       da:"-1   da?  ' 
welche  rücksichtlich  jener  Unbekannten  vom  ersten  Grade  sind.  Man 

kann  demnach       ,        ,  •  •  •  ^~  jederzeit  bestimmen  und  erhält 

dx     dx  dx 

sie  als  Functionen  von  a-,  etwa 

dwj  d%  dwn 

^  =  *"  7/7  =  *•  •  •  "  7*7  =  *"; 

daraus  folgen  Mi,  w,>,  •  •  •  ?f„  selbst  und  zuletzt  ist  nach  Formel  2) 

6)  y  =  yi  [/! & 4-  c,]  +       & dx  +  c2j  +■  

 +  ¥*\J  Xndx  +  C„J 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1). 

IL  Die  Variation  der  Constanten  lässt  sich  auch  in  dem  Falle 
anwenden,  wo  man  nicht  alle  particulären  Integrale  der  reducirten 
Differentialgleichung  kennt.  Sind  z.  B.  nur  die  n  —  1  particulären 
Integrale  yu  y2,  .  .  .  yn_l  bekannt,  so  setzen  wir  wieder 

7)  y  =  ulVl  -f  u*2y.2  +••••  +  w„-iy„_i 

und  rechnen  wie  vorhin  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  überall  n  —  1 
an  der  Stelle  von  n  steht;  dies  giebt 

dyn~\ 


dy  

dx 

dyi 

dx 

+ 

dy2 
dx 

8) 

Vi 

du\ 
dx 

+ 

du? 
dx 

•  •  + 

cPy  _ 
dx* 

wx 

d2yi 
dx* 

+ 

d2y, 
dx* 

•  •  + 

9) 

dyi 
dx 

dui 
dx 

+ 

dy2 

dx 

du% 
dx 

r  dx 

dx 

dx 

d2yn-i 
dx* 


=  0, 


u.  s.  w. 
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io)  £1!*  ^ -u : . .  +  ^      >       _  u 

7  rfj--'   d.r  *jr-'-      dr  ' 

    //    _i_   ....  w       ,   "  

und  wenn  noch  einmal  differenzirt  wird. 


d*  p  fr  *,  d*  y 


dt*  dr*        "  '  <f  j- 

x       i^-'y,  du,  ^  rf-iy..,  dMj-l) 

*  'rf/-'    r/r  dl— 1         ff*  v 

ri>— 5  dr'    1  *  "  '        rfjr*-*  tfx« 
Substituirt  man  alle  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  und  berück- 
sichtigt, dass  jf,,  ?/.,  .  .  .  ?/,  _!  der  reducirten  Differentialgleichung 
genügen,  so  erhalt 


11)  ^jr— >    rfj      1  ^     dz*—1  rfx 

x    1  Wj— *  rf*  T    da--*      il*  I 

=  X 

Die  m  —  2  Gleichungen  8),  9),  10)  bestimmen  die  gegenseitigen  Ver- 
hältnisse der  Differentialquotienten 

du^     du^  dun—i 
—    —    •  *  ■  •   • 

dx'    dx1  dx  1 

sieht  man  den  ersten  derselben  als  unbekannt  an,  so  kann  man  aus 
jenen  n  —  2  Gleichungen  die  n  —  2  übrigen  Differentialquotienten 
finden  und  erhält  sie  in  der  Form 

du?  d%i    du*  dtii   <*t*i 

12)  ^  =  f?J  ^'  ^  =  t;3^'  "Ix"- ^17* 


wo  t?2,  t?3,  •  •  •  r„_i  bekannte  Functionen  von  x  sind.  Die  Substitu- 
tion dieser  Werthe  in  Kro.  11)  fuhrt  zu  einer  Gleichung 

«•»  *&  +  •£-* 

85* 
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in  welcher  P  und  Q  bekannte  Functionen  von  x  sind.  Wenn  man 
diese  Gleichung  allgemein  integriren  kann,  so  enthält  Uj  zwei  will- 
kürliche Constanten,  ferner  geben  dje  Gleichungen  12)  die  Werthe 
von  u2)  w.j,  ...?/„_!  mit  n —  2  weiteren  Constanten,  endlich  lie- 
fert Nro.  7)  das  gesuchte  y  mit  zusammen  n  willkürlichen  Constan- 
ten d.  h.  das  allgemeine  Integral  von  Nr.  1). 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  nur  n  —  2  par- 
tiell! äre  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung  bekannt  sind; 
die  Bestimmung  der  beiden  fehlenden  Particularintegrale  oder  des 
allgemeinen  Integrales  führt  dann  auf  eine  Diflferentialgleichung  drit- 
ter Ordnung.  Wie  sich  diese  Betrachtungen  weiter  fortsetzen  lassen, 
ist  hiernach  leicht  zu  übersehen. 
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Differentialgleichungen  mit  mehreren  Variabelen. 

§.  119. 

Integration  der  simultanen  Gleichungen  erster 

Ordnung. 

Wenn  zwischen  n -\-  1  Variabelen  x,  y,  g,  .  .  .  s,  t,  unter  denen 
t  die  unabhängige  Veränderliche  sein  möge,  n  Gleichungen  von  der 
Form : 


1) 


j£  =/«(äPiSft«i--.0  etc- 


bestehen  sollen,  so  müssen  y,  £,  .  .  .  S,  als  Functionen  von  <  ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  eine 
neue  Gleichung  zu  bilden,  welche  nur  die  unabhängige  Variabele  t 
und  eine  der  abhängigen  Variabelen,  etwa  x,  enthält.    Man  gelangt 

~  .  .  dx 

hierzu  auf  folgendem  Wege.    Aus  der  ersten  Gleichung  —  ==/i  er- 

giebt  sich  durch  Differentiation: 

d2x  ___dj\  dx      dfi  dy  dft  d$  .  dfi 

dt*  ~~  dx  'dt  +  dy'  dt  1       h  8s  'dt  ^  dt' 

Die  angedeuteten  partiellen  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x,  yy 
.  .  .  s,  t  sind  ohne  Weiteres  ausführbar,  weil  die  Form  der  Func- 

*.„  i*-  «,  «,  *  *  ff.  ...  £ 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  man 


r 

Digitized  by  Google 


550       Cap.  XIX.  §.  119.  Integration  der  simultanen 
erhält  80  ein  Resultat  von  der  Form: 

Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  vorstehende 
Gleichung  differenzirt  und  die  Gleichungen  1)  benutzt,  so  ist  da* 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 

dzx 

—  =  (jp;J  (jb,  y/,  *r, . . .  S,  0- 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  zum  wten  Differentialquotieuten  fort- 
geht, hat  man  die  n  Gleichungen: 


2) 


id> x  d'^  x 

\dn — ^  x  dtl  x 


Sehen  wir  für  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  »  Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  würden  die  n  —  1  ersten  Gleichungen  die- 
nen können ,  um  die  n  —  1  Unbekannten  y,  z, . . .  s  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion giebt  Gleichungen  von  folgender  Form: 

'  /       dx    d*x  d*~lx\ 

/      dx   d*x        rfw— !.r\ 


3) 


/      d#   dPa  dn~1x\ 


Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  letzte  der  Gleichungen 
2)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 

a  fiwor         /      dx   d*x  dn~1x\ 

d.  h.  eine  Differentialgleichung  nter  Ordnung  zwischen  x  und  Aus 
dieser  bestimmt  sich  x  als  Function  von  f,  dadurch  werden  zugleich 

dx  d2x 

•jj  ,         etc.  bekannt ,  und  die  Gleichungen  3)  führen  nachher  zur 

Kenntniss  der  übrigen  abhängigen  Variabelen  y,  z  • . .  & 

Als  Beispiel  möge  die  Integration  der  drei  simultanen  Glei- 
chungen: 
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5)     £-  «(.  +  4  jf  =  g  =  + 

vorgenommen  werden.    Man  erhält  aus  der  ersten  Gleichung 

dt'        \dt  ^  dt)' 

d'ii         d  z 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  ~  und  — 

dt  dt 

d'2x 

*>)       iü*~  a^  +  y)*  +  + 

die  zweite  Differentiation  und  nochmalige  Substitution  giebt 

7)         dF  =  2  aPvx  +      +  «y  +  Pv)(y  +  *). 

Aus  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich 
y  und  3,  nämlich 

1        {d'2x       „  dx  ) 

Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  substituiren ,  oder  kürzer,  man 

d  x 

setzt  in  Nro.  7)  —  für  a(y  -\-  z)  und  hat  so: 

10)  S?  =  2  «PY*  +  («ß  +  «Y  +  ßY)fj- 

Diese  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  hat  nach  §.117,  a, 
zum  vollständigen  Integral 

11)  x  =  C,eV  +  de**'  +  C3ck<, 
wo  AIf  As,  A,|  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

12)  =  (aß  +  ay  +  ßy)  A  +  2  aßy 

sind.  Die  Formeln  8)  und  9)  liefern  y  und  *,  wenn  der  Werth  von 
x  eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung 
nter  Ordnung  zurück;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden,  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent- 
wickelt hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  x 
und  t  darbietet;  diese  Differentialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
als  nter  Ordnung.    Um  nachher  alle  übrigen  Variabelen  y,  e,  .  .  $ 


r 
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zu  finden ,  bedarf  es  noch  der  Integration  einiger  Hülfsgieichungen, 

dx 

welche  sich  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durchs,  —  etc.  be- 
kannt gewordenen  Grössen  in  die  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt. 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen 
„oX  dx  dy  .      dz  , 

13)  ät=y  +  '<  dt=x  +  s'  Tt=xJry 

dienen,  welche  den  speciellen  Fall  «  =  ß  =  y  =  1  der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cubische  Gleichung  12)  wird  A:}  =  3  A  -\-  2 
und  besitzt  die  Wurzeln  Aj  =  2 ,  A2  —  A3  =  —  1 ,  also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  für  x  aufgestellten  Differential- 
gleichung ist  jetzt: 

z  =  Co*'  +  C'e-<  +  ff'tir', 
und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  und  10)  einfuhrt, 
so  8tösst  man  auf  die  Unbequemlichkeit,  dass  ß  —  y  =  0  und 
y  =  §  wird.  Dieser  Uebelstand  lässt  sich  zwar  beseitigen ,  ist  aber 
ein  Zeichen,  dass  man  einen  Umweg  gemacht  hat.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6): 

—  =  2x  +  y  +  z, 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  t  und  x  allein,  sie  ist: 

d2x       n      .  dx 
dt*  ^  dt  ' 

woraus  als  vollständiges  Integral 

14)  x  =  Ceu  +  de-' 

hervorgeht.  Zieht  man  jetzt  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten  ab ,  so  fällt  z  weg  und  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
tialgleichung 

sie  giebt: 

15)  «  y  =  G'e2'  +  C2e-K 

Auf  ganz  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtraction  der  ersten  Glei- 
chung in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration 

16)  *  =  Ce2t  +  fter-'. 

Die  Werthe  von  x,  yt  z  enthalten  zusammen  vier  Constanten ,  mit- 
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hin  eine  zuviel;  substituirt  man  aber  die  für  x>  y,  z  gefundenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  13),  so  ergiebt  sich  die  Bedingung: 
17)  0,  +  C2  +  C3  =  0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Constanten  wieder  herbeigeführt  wird. 


§.  120. 

Simultane  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall,  wo  die 
gegebenen  simultanen  Differentialgleichungen  verschiedene  höhere 
Diflerentialquotienten  der  abhängigen  Variabelen  s  ent- 

halten.   Setzt  man  nämlich: 

dx        ,    d2x       dx?        „    d:ix       dx"  m 
dt  ~~X  '  1W  ~~  dt  ~  X  1  ~dV  ~~dt  ~X 

dt~~  Jy   dt*  ~  dt  -  J'  dt*  ~  dt  —y 

U.    8.  W. 

und  sieht  x'\  x"',  . . .  y'\  y'",  u.  s.  w.  als  neue  Variabele  an, 
so  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Variabelen.  Die  zwei  simultanen  Differential- 
gleichungen z.  B.: 

dx  .   d*ff      Ä      dy  ,  d'*x 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 
dx  _  dy  _ 

dt-*'         di  =  *> 

ü  =  **-*>  Tt=2y~^ 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind ,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Variabelen  y1  x\  y'  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anzu- 
wenden, differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben: 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  lassen  sich  y  und  y' 
entwickeln,  namentlich  ist 
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n  drf  .  d*x' 

oder,  vermöge  der  Bedeutung  von  x', 

Die  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  19)  giebt 

d*af      n  dy'         ,      dx*      ft  /rt  n  ,  ,  dx' 

Hier  kommt  bereite  kein  y  mehr  vor,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  x\  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutung von  x' 

dAx       d2x  dx 

lF-~7W  +  4dt-4x  =  0' 

Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differentialgleichung  gehörende 
algebraische  Gleichung  ist 

A<  _      +  4  A  —  4  =  ü, 

oder  auch 

A4  —  (A  —  2)2  =  (A2  -f  A  —  2)  (A2  —  A  +  2)  =  0. 
Die  vier  Wurzeln  derselben  sind 

A,  =  —  2,  Aj  =  -\-  1,  A,j  =  —  ,  A4  =  

und  daraus  ergiebt  sich  für  x  der  Werth 

x  =  dr2'  +  +  Ci^<co8(i«Vr7)+  ft^'«*i(|*V7)j 
y  findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  —  Nicht  überflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  symme- 
trischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  welcher 
die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  vermieden  wird.  Die 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 

dA      d^  <Py_ 
dt  ^  dt  ^  dP  r  dt*        v  ^9h 
d.  h.  wenn  x  +  V  =  s  gesetzt  wird: 

ds  .  d2s 
dt  ^  dt* 

Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege: 

8  =  Ac~<il  +  Bc+l. 
Wenn  man  jetzt  in  die  erste  Gleichung  von  Nro.  18)  für  y  seinen 
Werth: 

y  =  S  —  x  =  Air5"  +  —  x 
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einführt,  so  gelangt  man  zu  der  Differentialgleichung: 

—  +  IA(T**  +  Be+<—(^-  =  2x, 
dt  ~  dt2 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Constanten  leicht  integriren  lässt; 
jnan  erhalt  so  x,  dann  y  =  8  —  x. 

In  diesen  Bemerkungen  Hegt  die  Hinweisung  auf  eine  Modifi- 
cation  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann ,  wo  die  gegebenen  Differentialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  y,  .  .  man  er- 
leichtert sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  von  x,  //,  z,  .  .  .  selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Function  von  x,  y,  jf,  <  .  .  als  neue  Unbekannte 
einführt  und  für  diese  eine  Differentialgleichung  zu  gewinnen  sucht. 
Ein  bemerkenswerthes  und  für  die  Theorie  der  Centraibewegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen- 
tialgleichungen 

d*x  *g  d>y  _  ky 

21)  7F  ~  ~~  V(**  +  W  dt*  ~~  ~  VW+W9' 

Nach  dem  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y  der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differentialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x  und  t  zu  be- 
kommen; die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich,  und  wir 
beabsichtigen  daher  vorerst  eine  Differentialgleichung  zwischen  t  und 
der  Hülfsvariabele 

22)  r  =  V&'+y* 

zu  erhalten.    Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun 

d*y  d>x 

die  linke  Seite  ist  ein  vollständiger  Differentialquotient,  nämlich 

= *('Sf  - » £> 

man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung 

di/  dx 

deren  Quadrat,  des  Folgenden  wegen,  in  nachstehender  Gestalt  dar- 
gestellt werden  möge: 

2„  *+«Kä8r  +  00r|-|.Sf  +  ,3r-* 


Digitized  by 


556    Cap.  XIX.  §.  120.  Simultane  Differentialgleichungen 
Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  21) 

2lFdx  +  2  äFa'—*lV(*  +  w 

Beide  Seiten  sind  vollständige  Differentiale;  die  linke  Seite  ist  näm- 
lich einerlei  mit 

nnd  die  rechte  Seite  gleicht  dem  Ausdrucke 

_     2k      xdx  +  ydy  =      2Jc  dr  =  f] 

v  *a + ^     »*     \r  y 

Dio  Integration  führt  daher  zu  der  Gleichung 

Substituten  wir  sie  in  Nro.  23)  und  bemerken  gleichzeitig,  dass  dort 

dx  ,      dy  dr 
*.  +  ,*  =  r»,  as_+|f_  =  r5? 

ist,  so  geht  die  Gleichung  23)  in  die  folgende  über: 

welche  nur  r  und  £  enthält.  Sie  ist  durch  Sonderung  der  Variabelen 
integrabel  und  giebt  der  Reihe  nach 

r  £l  =  VI  kr  -  Br*~—  AS 
dt 

und  umgekehrt,  wenn  f0  die  Integrationsconstante  bezeichnet, 

__,0=  r  rdr 

J  V  2kr  —  Br*  —  A* 
Eine  elegantere  Form  erhält  das  Integral  mittelst  der  Bemerkung, 
dass 

I®-©  -d-)'l  • 

ist,  wodurch  man  veranlasst  wird,  <4  und  B  durch  neue  Constanten 
a  und  «  zu  ersetzen;  für 

=*<*(!-«*).    3  =  4 

wird  nämlich 

C  rdr 
24)  t-t9=J  ■ 

(/  j[«,«,-(«-r)»J 
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Die  Ausführung  dieser  Integration  hat  an  sich  keine  Schwierigkeit 
und  würde  eine  Gleichung  von  der  Form  t  —  f0  =  f(r)  geben,  die 
nachher  umgekehrt  werden  muss,  weil  r  als  Function  von  t  auszu- 
drücken ist.  Um  zu  sehen,  worauf  es  dabei  ankommt,  fuhren  wir 
in  Nro.  24)  eine  neue  Variabele  (/;  ein,  indem  wir 

25)  r  =  a  (1  —  e  cos  #) 

setzen;  dadurch  wird 

/  —  t o  =  y  -j£  J  0  —  ecosty)dti>  =  y         —  esmil>). 
Man  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung 


26)  \l>  —  8  sin  tp  —  (t 


- «  VI 


nach  i>  aufzulösen,  was  in  jedem  speciellen  Falle  durch  Versuche  und 
nachherige  Correctionen  geschehen  kann,  und  findet  dann  r  mittelst 
der  Formel  25).  —  Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  x  und  y 

x  y 

selbst  zu  bestimmen.   Vermöge  der  Bedeutung  von  r  sind  — und  — 

Y  t 

echte  Brüche,  deren  Quadratsumme  die  Einheit  ausmacht;  es  liegt 

X  11 

daher  nahe,  —  =  cos  qp,  mithin  —  =  sin  <p  zu  setzen ,  wo  (p  eine 

neue  Variabele  bezeichnet.    Die  Substitution  der  Werthe 
27)  x  =  rcos  qp ,  y  —  rsin<p 

in  die  Gleichung 

verwandelt  diese  in 

Idw    .     .  dr) 
rcosy       +  stntp  —  J 


d.  L  Behr  einfach 


—  rsiny  j  —  rsin<p        +  co$(p 

=VrMi-«,)i 


Bringt  man  r2  und  c/£  auf  die  rechte  Seite,  indem  man  für  dt  seinen 
Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzt,  so  wird 

y  =  aVT3ü  /    -  ^r  

r  V  «2  £2     (a  _  r)2 
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und  durch  Substitution  des  nachherigen  Ausdruckes  a  (1  —  scosty) 
für  r 

J  l  —  ecosty 

Diese  Integration  ist  nach  Formel  14)  in  §.  77  leicht  ausführbar,  in- 
dem man  a  =  1,  b  —  —  u  =  (/•  setzt  und  unterscheidet,  ob  der 
absolute  Werth  von  t  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  oder  ihr 
gleich  ist.   Im  erstem  Falle,  auf  den  wir  um  hier  beschränken,  wird 

qp  =  2  arrtnn  ^  ^   j~7  tan  a  ~^ 
wo  qp0  die  Integrationsconstante  ist;  es  folgt  daraus 

\    l  4-  * 

28)  tan  \  (y  —  qp0)  =  \/   ^ZTt  Um  \ 

Die  gegebenen  Differentialgleichungen  werden  also  auf  die  Weise 
integrirt,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  zunächst  tl? 
durch  t  ausdrückt,  hierauf  r  nach  der  Formel  25),  <jp  nach  Formel 
28),  endlich  x  und  y  mittelst  der  Gleichungen  27)  bestimmt;  dabei 
bleiben  a,  6,  *0»  (p0  unbestimmt  und  sind  die  vier  Integrationscon- 
stanten. 


Digitized  by  Google 


Druckfehler. 


Seite    50  Z.  3  v.  u.  statt  fT  lies  /J. 
.,      60  Formel  5)  statt  Jx*  lies  J.r'2. 


5» 
»I 
II 
»> 


» 
» 


68  Formel  12)  statt  co«"-'  F  lies  co««+i  F. 

77  Z.  12  v.  o.  statt  j&  lies  • 

255  Z.  12  v.  u.  statt  cos  m  (1  lies  cos  m  0  -\-  i  sin  m  (i. 

309  Z.  2  v.  o.  statt  .    lies      f  J  . 

n  +  ßX         a  +  (ix 


370  Z.  13  v.  o.  ist  hinter  dem  Worte  Basis  der  Buchstabe  e 

einzuschalten. 
400  Fig.  67  gehört  Lt  vertical  unter  Nv 
419  Z.  9  v.  u.  statt  f(x)  lies  f(y). 
426  Formel  8)  statt  dxr,  lies  dx,r. 

441  Z.  3  v.  u.  ist  das  Komma  zwischen  dx  und  dy  zu  streichen. 
„     443  Z.  10  v.  o.  statt  sdzdy  lies  zdxdy. 

„     450  Z.  19  v.  o.  statt  L  Q  V2cx  —  x*  lies  £  Q  =  \  2cx  —  x\ 
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